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Elliptische Funktionen und Elliptische Kurven

Losung der Aufgabe 27

Aufgabe 27
Sei A := Zwy + Zws C C ein Gitter (wq,ws € C reell-linear unabhéngig).

a) Sei A; C A das Untergitter Ay := 2Zw; + 3Zws. Man bestimme eine Basis w/, w) von A,
so dass Ay = Zw!| + 6Zw].

b) Sei Ay C A das Untergitter Ay := 2Zw; + 4Zw>. Man zeige: Es gibt keine Basis w}, w)
von A, so dass Ay = Zw] + 8Zuw}.

Loésungsvorschlag

Wir untersuchen gleich eine etwas allgemeinere Situation:

Sei A = Zwy + Zwy C C ein Gitter. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass die Basis (w;,ws)
positiv orientiert ist. Weiter seien a, b positive ganze Zahlen und Ay C A das von (awy, bws)
aufgespannte Untergitter.

Ist nun (w},w)) eine weitere positiv orientierte Basis von A, so gibt es eine Matrix S €
SL(2,Z) mit

Wi w
() =5()
WQ w2
Es bezeichne A| = Zw!| + Zabw), das von (w], abw}) aufgespannte Untergitter. Genau dann
gilt A; = A}, wenn eine Matrix Sy € SL(2,Z) existiert, so dass

() =550
(0 w)sC)=5G W)

Da wq, ws reell-linear unabhéngig sind, ist dies gleichbedeutend mit

(o ) =505 5)57

Wir beweisen nun folgendes Lemma.

d.h.




Lemma. Seien a, b positive ganze Zahlen. Genau dann gibt es Matrizen Sy, Sy € SL(2,7)

mit
((1) fz) =5, 2)& (%)

wenn a und b teilerfremd sind.

Beweis. a) Sei zunéichst vorausgesetzt, dass ged(a,b) = 1. Dann gibt es A, u € Z mit
Aa + pb = 1.

Es folgt, dass die Matrix

si=(2,

die Determinante 1 hat, also in SL(2,7Z) liegt. Man berechnet
(a O)( A b)_()\a ab)
0 b/\—pu a/  \—pub ab/’
Nun multiplizieren wir von links mit ((1) 711) (Dies entspricht der Subtraktion der zweiten
Zeile von der ersten.)

(1 —1)()\@ ab)_(l O)
0 1/\—ub ab/ \—pb ab/’
Jetzt addieren wir das pb-fache der ersten Zeile zur zweiten:

(1 0)(1 0)_(1 0)
pb 1/ \—pub ab/  \0 ab/’
Mit der Definition

52 = (;b ?) <(1) _11> - <:b 1:21)) - (:b ;i> €5L(2.2)

gilt daher

s () 0

b) Im Fall, dass ged(a,b) =: d > 1, ist eine Gleichung (%) unméglich, denn dann sind
alle Koeffizienten der Produkt-Matrix der rechten Seite von (%) durch d teilbar, was im

Widerspruch zum Koeffizienten 1 der Matrix ((1) aob) auf der linken Seite steht.

Anwendung. Fiir Aufgabe 27a) ist (a,b) = (2,3). Da 2-2 —1-3 = 1, ist mit den
Bezeichnungen des Lemmas

(Y e sos-(3F)

/ 2 -3
Mit (“’}) - ( ) (”l) gilt daher 2Zw; + 3%w; = Z!| + 6Zuw,.

Teil b) folgt daraus, dass 2 und 4 nicht teilerfremd sind.




