MATHEMATISCHES INSTITUT WS 2019/20
DER UNIVERSITAT MUNCHEN 6. Dez. 2019
Pror. DR. O. FORSTER

Elliptische Funktionen und Elliptische Kurven

Lésung der Aufgaben 13 und 15

Aufgabe 13
a) Man zeige fiir die Weierstraische p-Funktion zum Gitter A C C

©"(2) = 6p(2)? — 30G4(A).

b) Durch Betrachtung der Laurent-Entwicklungen von p” und p* um den Nullpunkt beweise
man die folgende Beziehung zwischen den Eisensteinreihen G4 und Gy

Losungsvorschlag

a) Die WeierstraBsche p-Funktion zum Gitter A C C geniigt der Differential-Gleichung
0'(2)" = 4p(2)* = gop(2) — g3, go = 60G4(A), g5 = 140Gs(A).

Differentiation nach z ergibt
20/ (2)¢"(2) = 120(2)"¢/ (2) — 026/ (2).
Nach Kiirzung durch 2¢'(z) erhdlt man
0"(2) = 69(2)° — 392 = 6p(2)* —30Gs,  qed.

b) Die Laurent-Reihe der p-Funktion um den Nullpunkt lautet

1 o
p(z) = 5+ ;(% + 1)Gopyn 2™
1
- ? + 3G4Z2 + 5G624 + 7G826 + 0(2’8),
wobei O(2®) fiir Glieder der Ordnung 2® und héher steht. Daraus folgt
1
0(2)* = p + 6Gy + 10Gs2* + (9G3 + 14Gg)2* 4+ O(2%)
und

6
o' () = o + 6G4 + 60G62* + 210Gg2" + O(2°).




Nach Teil a) ist p”(2) = 6p(2)* — 30G,. Die Entwicklungen der rechten und linken Seite
miissen deshalb iibereinstimmen. Vergleich der Koeffizienten von z* ergibt

6(9G2 + 14Gg) = 210Gy,
also
9G2 4+ 14Gs = 35Gs = 9G35 = 21Gs = 7Gg = 3G, q.e.d.
Bemerkung. Einen anderen Beweis von Teil a) erhélt man ebenfalls mittels der Laurent-

Entwicklungen von @(2)? und ©”(z), da sich herausstellt, dass ¢”(z) — 6¢p(z)? holomorph
und doppelt-periodisch, also konstant ist.

Aufgabe 15
Sei £ C Py(C) eine elliptischen Kurve mit der affinen Gleichung
y? =23 + ax + b.

Da der unendlich-ferne Punkt ein Wendepunkt ist, liegen also 8 Wendepunkte im affinen
Teil von E. Man zeige: Die z-Koordinaten dieser Wendepunkte sind die Losungen der
Gleichung

32* 4 6az”® 4+ 12bx — a® = 0.
Hinweis. Ein Wendepunkt P € E geniigt der Beziehung 2P = —P.

Loésungvorschlag
Wir verwenden die Parameter-Darstellung der elliptischen Kurve durch die Weierstrafische
p-Funktion und ihre Ableitung
2 (p(2), 36 (2))-
Dabei sei das Gitter A so gewéhlt, dass a = —go/4 = —15G4(A), b = —g3/4 = —35Gs(A).

(Dies ist immer moglich, wie spéter in der Vorlesung bewiesen wird.)

Sei P = (x,y) ein Punkt der Kurve und 2 - P = (x9,y2) (bzgl. der Gruppenstruktur der
Kurve). Ist z = p(z), so gilt (unter Benutzung von Aufgabe 13a)

Ty = p(22) = =2p(2) + 1(2,//((5))>2

4
1 (622 + 2a)?
4 423 + dazx + 4b
- 92% + 6ax® + a?
423 + 4ax + 4b

Die Gleichung 2P = —P liefert zo = z, also

92* + 6ax? + a?
" 423+ dax + 4D
122 + 12a2” + 12bx = 92 + 6az” + o> =

= =2z +

= -2

3z

3zt + 6az? + 12bx — a®* = 0, q.e.d.



