MATHEMATISCHES INSTITUT WS 2010/11
DER UNIVERSITAT MUNCHEN 20. Okt. 2010
Pror. DR. O. FORSTER

Elliptische Funktionen und Elliptische Kurven
Ubungsblatt 1

Aufgabe 1

Sei f: C — Py := C U {oo} eine nicht-konstante meromorphe Funktion. Ein Element
w € C heilit Periode von f, falls

f(z+w) = f(z) fur alle z € C.
Man zeige:

a) Die Menge Q2 C C aller Perioden von f ist eine Untergruppe von (C,+). Diese Unter-
gruppe ist diskret, d.h. es gibt eine Nullumgebung U C C, so dass QN U = {0}.

b) Ist G C C eine diskrete Untergruppe, so tritt eine der folgenden Mdoglichkeiten ein:
i) G={0},

i) G=Z7Zw mitwe C

i) G =Zw;, + Zws mit reell linear unabhéngigen wy,wy € C, (d.h. G ein Gitter).

Aufgabe 2

Sei A = Zw; + Zwy C C ein Gitter und A’ := z 42-012 +Zw1 ng

a) Man zeige: A C A’ und die Quotienten-Gruppe A’/A hat die Ordnung 2.
b) Sei f: C — Py eine bzgl. des Gitters A doppelt-periodische meromorphe Funktion und

o(2) = () + f ( e ;w) |

Man zeige, dass g doppelt-periodisch bzgl. des Gitters A’ ist.

Aufgabe 3
Sei A C C ein Gitter und Ry := {a € C: aA C A}. Man zeige

a) Ry ist ein kommutativer Ring mit Einselement.

b) Ry NR =Z.

c¢) Fiir die Gruppe R} der Einheiten (invertierbaren Elemente) von Ry gilt
Ry ={aeC":aA =A}.

Aufgabe 4
Man bestimme R,, und R}, (vgl. Aufgabe 3) fiir folgende Gitter:

A =7 + Zi, Ny =7 + Ziv/2, Ay =7 + Zi/2.
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