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Übungen zur Vorlesung: Der Minkowski-Raum

Aufgabe 21: Im R
3 sei die Differentialform

α = E1dx1 + E2dx2 + E3dx3

gegeben. Es werde eine lineare Koordinatentransformation





y1

y2

y3



 = A





x1

x2

x3



 , mit A ∈ GL(3, R)

durchgeführt. Bezüglich der neuen Koordinaten sei

α = E′
1
dy1 + E′

2
dy2 + E′

3
dy3.

Zeige:
⇀

E′ = Av
⇀

E, wobei Av := (A−1)T.

Insbesondere gilt also
⇀

E′ = A
⇀

E für A ∈ O(3).

(Dabei bezeichne
⇀

E bzw.
⇀

E′ den Vektor mit den Komponenten Ei bzw. E′
i.)

Aufgabe 22: Im R
3 sei die Differentialform der Ordnung 2

β = B1 dx2 ∧ dx3 + B2 dx3 ∧ dx1 + B3 dx1 ∧ dx2

gegeben. Sei y = Ax, A ∈ O(3), eine orthogonale Koordinatentransformation
und

β′ = B′
1
dy2 ∧ dy3 + B′

2
dy3 ∧ dy1 + B′

3
dy1 ∧ dy2.

Zeige:
⇀

B′ = (detA)A
⇀

B.

b.w.



Aufgabe 23: Auf dem Gebiet U := R
3\{0} sei das Vektorfeld

⇀
a (

⇀
x ) :=

1

r3
(x1, x2, x3), r2 = x2

1
+ x2

2
+ x2

3
,

gegeben.
a. Zeige: div(

⇀
a ) = 0 und rot(

⇀
a ) = 0.

b. Gib eine differenzierbare Funktion f auf U an mit grad(f) =
⇀
a .

c. Zeige, daß sich
⇀
a nicht als Rotation eines Vektorfeldes auf U darstellen läßt.

(Hinweis zu c: Zeige, daß für die 2-Form

ω := a1 dx2 ∧ dx3 + a2 dx3 ∧ dx1 + a3 dx1 ∧ dx2

gilt
∫

‖
⇀

x‖=r

ω = 4π, für alle r > 0.)

Aufgabe 24: Betrachte auf U := {(x1, x2, x3) ∈ R
3 : (x1, x2) 6= (0, 0)} das

Vektorfeld
⇀

b (
⇀
x ) :=

1

ρ2
(−x2, x1, 0), ρ2 = x2

1
+ x2

2
.

a. Zeige, daß rot(
⇀

b ) = 0 und div(
⇀

b ) = 0.

b. Gib ein Vektorfeld
⇀
c auf U an, für das rot(

⇀
c ) =

⇀

b .

c. Zeige:
⇀

b ist nicht als Gradient einer differenzierbaren Funktion auf U

darstellbar.

(Hinweis zu c: Integriere die 1-Form

σ := b1dx1 + b2dx2 + b3dx3

längs eines Weges γ in der x1x2-Ebene mit der Windungszahl 1 um den Ur-
sprung und zeige:

∫

γ

σ = 2π.)
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