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Aufgabe 1: Da Sinus und Cosinus genau die Werte mit Betrag < 1 annehmen, ist

S = <1 < < > 1
D Nkll =2 sup =Y und YAl =Y sup =S5
k=1 k=1 TR k=1 k=1 k=1 TR

k=1
Die Reihen Y7 | || fx]l und Y7, || f7]] konvergieren also. Aus dem Konvergenzkriterium von
Weierstra folgt nun, dass sowohl >~ fi gleichméfig (also insbesondere auch punktweise)
gegen ein stetiges f : R — R als auch Y ;| fi gleichméfig gegen ein stetiges g : R — R
konvergiert. Daraus folgt dann auch, dass f stetig differenzierbar ist mit f' = g.
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Aufgabe 2: Dafirallex € Rund k£ > 1
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gilt, ist die konvergente Reihe Y77 | 5 eine Majorante sowohl von > 72 || fi|], als auch von
> re i If7]l- Beide konvergieren also und damit folgt die stetige Differenzierbarkeit wieder
mit dem gleichen Argument wie in Aufgabe 1.

Aufgabe 3: Fiir jedes n € N ist

0 <[|(fn+9n) = (fF + DI = 1(fn = )+ (9o = DI < [l fo = fII + [lgn — gl

Da (fn)neny und (gn)nen gleichméfig gegen f bzw. g konvergieren, streben die beiden Sum-
manden auf der rechten Seite fiir n — oo gegen null. Also muss auch

T [(fu+ 90) = (/ + 9)]| = 0

sein. Das bedeutet aber, dass (f,, + gn)nen gleichméfig gegen f + g konvergiert.



Aufgabe 4: Wir miissen zeigen, dass es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiir alle
r,y € D mit |z —y| < gilt: |[f(z) — f(y)] <e.

(Die Idee ist, den Abstand von f(z) zu f(y) durch die Absténde von f(x) zu f,(x) zu
fm(y) zu f(y) abzuschétzen. Wenn wir zu gegebenem ¢ ein m und ein ¢ finden kénnen, so
dass jeder dieser drei Abstidnde kiirzer als £ ist, ist das Ziel erreicht.

f(z) und f,,(x) bzw. f(y) und f,,(y) konnen nicht weiter als || f,, — f|| voneinander entfernt
sein. Wegen der gleichméafigen Konvergenz strebt dieser Wert gegen 0, so dass wir nur ein
hinreichend grofses m wéhlen miissen. Fiir die Strecke von f,,(x) zu f,,(y) konnen wir die
gleichméflige Stetigkeit von f,, ausnutzen: Wir miissen ¢ so wahlen, dass auch sie kiirzer
als £ ist.)

Sei also € > 0 gegeben. Da (f,)nen gleichméfig gegen f konvergiert, gibt es ein m € N,
so dass fiir alle n > m gilt: || f, — f[| < 5. Insbesondere ist ||f,, — f|| < 5. Nun ist f,
nach Voraussetzung gleichméfig stetig, also gibt es ein § > 0, so dass fiir alle z,y € D mit
|z —y| <6 gilt: |fi(z) — fin(y)] < 5. Dieses 0 bezeugt die gleichméfige Stetigkeit von f.

Seien ndmlich z,y € D mit |z — y| < ¢ gegeben. Dann ist

[f(@) = fWI = [f(@) = fn(2) + fn(2) = fn(y) + fin(y) = F(9)]
< |f(@) = fn(@)] 4 [fm(2) = fm ()] + [fm(y) = F(y)]
< = Sl + [ fm@) = Fn()] [ fn = I
< E—I—E%—Eze.
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