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Aufgabe 1 (Friihjahr 2007, Thema 1, Aufgabe 2)

(a) Wegen f(0) =1, f(1) =3, f(2) =1, f(3) = 1 und f(4) = 4 hat f keine Nullstelle,
ist also irreduzibel. Folglich ist das von f erzeugte Ideal (f) prim und damit maximal, also
ist K[X]/(f) ein Korper. Nun gilt o® + o+ 1 = 0, also o® = —a — 1. Fiir jedes Element
an X"+ ...+ ag X+ (f) = apa™ + ... apa® von K mit n > 3 gilt also: a,a™ + a,_ 1" +

ot apd® = a, 0" (—a—1)+a, 10" +. ..+ apa®. Mit Induktion folgt hieraus, dass sich
jedes Element von K als ein Polynom vom Grad hochstens 2 in « darstellen lésst, also in
der Form aya?® 4 aja + aq. (1, a, a? ist also ein Erzeugendensystem von K iiber Fs. Sei nun
as® +aja+ag = 0, also as X?+a; X +ag € (f). Da f Grad 3 hat, muss jedes Vielfache von
f entweder 0 sein oder ebenfalls mindestens Grad 3 haben. Also ist as X% + a1 X +ag =0
und damit a; = a; = ag = 0, womit auch die lineare Unabhéngigkeit bewiesen ist.

(b) Auf Fj ist der Frobenius-Automorphismus die Identitét. Es gilt also:

F1) =1
Fla) = o =d*(—a—1)=-*-a’=-a’+a+l=4a*+a+1
F(®) = a=a(—a—1)?=—a(a®+3a* +3a+1)

= —a(3a® +2a) = —3a" —2a* = —20* +3a+3 =30 +3a+3

Damit erhalten wir als darstellende Matrix:

M=

o O =
==
W w W

(c) Wir miissen das zu der Matrix M — 1 gehérende homogene Gleichungssystem losen.
Hierzu wenden wir das Gauf-Verfahren an:

01 3 01 3 01 3 010

00 3]~(003]~1003]~1001

0 4 2 0 4 2 000 0 00

Der Eigenraum ist also eindimensional und hat die Basis (1,0,0) — dargestellt beziiglich
(1,a, @) —, das heit: 1.

Alternative Losung: Der Frobenius-Homomorphismus lasst nur den Grundkérper F5 selbst
fest; dieser hat etwa die Basis 1.



Aufgabe 2 (Friihjahr 2007, Thema 3, Aufgabe 1)

Ein Element von Fas ist genau dann primitiv, wenn es in keinem echten Unterkorper ent-
halten ist. Die Unterkorper von Fys sind genau Fy C Fy2 C Fos C Fgs. Fas hat 2* Elemente.
Die Zahl der primitiven Elemente von Fos ist also 28 — 2% = 256 — 16 = 240.

Aufgabe 3 (Friihjahr 2007, Thema 3, Aufgabe 2)

(a) Wegen f(0) = f(1) = 1 hat f keine Nullstelle. Wire f reduzibel, wire es also produkt
irreduzibler Polynome vom Grad 2. Es gibt aber nur ein irreduzibles Polynom vom Grad
2, nimlich X2+ X + 1, und (X?+ X +1)2 = X'+ X2+ 1 #£ f.

(b) Esista’ =2t o=(—2®-2>—-a—-1)2=-2*—-23 -2 - =(+22+2+1)—

x® — 2% — 2 = 1, also ist die Ordnung von x ein Teiler von 5. Da X — 1 kein Vielfaches von

fist, ist X + (f) # 1+ (f), also & # 1. Daher hat  Ordnung 5.

Aufgabe 4 (Herbst 2004, Thema 2, Aufgabe 4)

(a) Angenommen, Q(/p) ist isomorph zu Q(,/g). Dann ist die Gleichung X* — ¢ =01in
Q(+/p) lsbar, das heifit, es gibt a,b € Q mit (a+b,/p)* = ¢. Hierbei kann a nicht null sein,

da sonst ¢ = pb?, also b = \/g ¢ Q wire. Ebenso kann b nicht 0 sein, da ¢ kein Quadrat in

Q ist. Also ist a® + 2aby/p + b%p = q, das heikt, VD= % € Q, ein Widerspruch.

(b) Nach Teilaufgabe (a) ist Q(/p, \/q) ein echter Erweiterungskérper von Q(,/p), und
zwar der Zerféllungskorper des Polynoms X? — ¢. Da dieses Grad 2 hat und auch [Q(,/p) :
Q] = 2 ist, hat die Erweiterung den Grad 2 -2 = 4.

(c) Esgilt o® = p+q+2pg, also (o> —p — q)* —4pg = 0. « ist also Nullstelle des
Polynoms X4 —2(p+q) X%+ (p+q)*> —4pqg = X* —2(p+q)X?+ (p—q)%. Um zu zeigen, dass
dies irreduzibel, also das Minimalpolynom von «, ist, geniigt es nach Teilaufgabe (b) zu
zeigen, dass Q(a) = Q(y/p, /q) ist, dass sich also \/p und /g durch o ausdriicken lassen.

Dies folgt aber aus |/p — /g = =1.



