EinfUhrung in die Topologie, SS 2005
D. Kotschick

11. April

(1) Die Topologie ist eine Sprache, die sich u. a. mit der Formalisierung gewisser fundamen-
taler geometrischer Ideen beaffigt. Da ist zuichst der Begriff des Raumes, und dann
Begriffe von Nahe, Konvergenz, Stetigkeit, Deformation, u. s. w. Die Sprache der Topo-
logie ist in vielen anderen Gebieten der Mathematik anwendbar, aber die Topologie wirft
auch eigene interessante Fragen auf, digrhielh einen geometrischen Charakter haben.

Definition 1. Eintopologischer Raum(X, O) besteht aus einer Mengé, zusammen mit
einer ausgezeichneten Men@evon Teilmengen vorX', mit folgenden Eigenschaften:
(@0, X €0,

(b) sindU,V € O, soistauciy NV € O, und

(c) sindU; € O furi aus einer beliebigen Indexmengeso ist auch

U U, eO.
i€l
Man sagt auch, dass eine Mer@e&on Teilmengen mit diesen Eigenschaften eine Topo-
logie aufX definiert. Die Elemente vo@ heisseroffene Mengen(beziglich dieser Topo-
logie). Eine Teilmengel C X heisstabgeschlossefalls X \ A € O, d. h. abgeschlossene
Mengen sind genau die Komplemente der offenen Mengen. Man kann topologiécheR
auch durch die dualen Eigenschaften der abgeschlossenen Teilmengen definieren.

(2) Die einfachsten Bespiele von topologischeétuRen oder Topologien sind die diskrete To-
pologie auf einer beliebigen Menge (hier sind alle Teilmengen offen), die triviale oder
indiskrete Topologie auf einer beliebigen Mengghier sind nurX und die leere Menge
offen), oder die von der Metrik induzierte Topologie eines metrischen Raumes. Wir wollen
einige Dingeliber metrische Bume diskutieren, weil sie einerseits die abstrakte Diskussi-
on von topologischen &imen mit einer intuitiven Basis versehen, und andererseits auch
zeigen, dass nicht alle Betrachtungen an die man bei metriscli@méh gwhnt ist, sich
auf den allgemeinen Fall von topologischeaurenibertragen lassen.

(3) Wir erinnern an die Definition von metrische@imen:

Definition 2. Ein metrischer Raum (X, d) besteht aus einer Meng€, zusammen mit
einer Abbildungi: X x X — R, mit folgenden Eigenschaften:
(@) d(x,y) > 0 furallex,y € X, mit Gleichheit genau dann wenn= v,
(b) d(z,y) = d(y,z) furallez,y € X, und
(€) d(x,y) + d(y,z) > d(x, z) fur allex,y, z € X.

Die letzte Eigenschatft ist die Dreiecks-Ungleichung.

Ist (X, d) ein metrischer Raum, so definiert man den (offenen) Ball um einen Punkt
x € X mit Radiuse > 0 durch

B(x)={y € X | d(z,y) < €}.

Die Topologie eines metrischen Raumes ist definiert dadurch dass eine Teillhengée
offen ist, wenn sie entweder leer ist, oder mit jedem Punkt U auch einen BalB,(x)
um x fUr eine geeignetes> 0 enthalt. Damit sind offene Blle, also solche die durch die

strikte Ungleichungi(zx, y) < e definiert sind, offen im Sinne der Topologie.
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(4)

(5)

(6)

Die Topologie eines metrischen Raumes ist also durch die Metrik bestimmt, abeichat
nicht umgekehrt. Beinbergang von einem metrischen Raum zum zugrunde liegenden to-
pologischen Raum verliert man also Information. Dies sieht man zum Beispiel, wenn man
sichuberlegt, dass ayfX, d) durch

: d(z, y)
d(@.y) 1+d(z,y)
eine Metrik definiert ist, die dieselbe Topologie induziert wi@bwohl ind’ alle Abstinde
< 1 sind. Insbesondere ist Beséahktheit kein topologischer Begriff.

Fur Abbildungen zwischen metrische@&men hat man einen wohl-bekannten Stetigkeits-
Begriff:
Definition 3. Eine Abbildungf: (X,d) — (Y, d) zwischen metrischen@&men heisst
stetig, wenn gilt: fur allez € X und allec > 0 existiert eind so dassi(f(z), f(p)) < e fur
allep mitd(z,p) < 9.

(Hier erlauben wir uns deimblichen Missbrauch, die Distanz-Funktion in verschiedenen
metrischen Rumen mit demselben Buchstaben zu bezeichnen.) Es gilt der folgende Satz:

Satz 4. Eine Abbildung zwischen metrischeau®nen ist stetig genau dann wenn alle Ur-
bilder offener Mengen offen sind.

Dies gibt eine Formulierung der Stetigkeit, in der die Metrik nicht mehr vorkommt, und
die sich direkt auf topologisched®melibertragendsst:

Definition 5. Eine Abbildungf: (X,0) — (Y, O’) zwischen topologischen&men
heisststetigwenn f~1(U) € O furalleU € O'.

In der Topologie betrachtet man stetige Abbildungen zwischen topologisciigmé.
Eine stetige Abbildung heisstomdomorphismus wenn sie bijektiv ist, und die Umkeh-
rung ebenfalls stetig ist. Hobemorphe topologisched@ime sind als gleich anzusehen.
Homoomorphismen zwischen metrischeaud®nen sind i. A. nicht Isometrien.

Ein Begriff der sich nicht so einfach von metrischen auf topologisclenteibertragen
lasst ist der der Vollgindigkeit.

Definition 6. Eine Folge{x;} in einem metrischen RaurfX, d) heisstCauchy Folge
wenn es zu jedera> 0 ein N gibt so dassi(z;, z;) < e fur allei, j > N. Ein metrischer
Raum heisstollstandig wenn jede Cauchy Folggr;} in X einen Limes hat, also einen
Punktz € X so dass

lim d(z;,z) =0.

71— 00

Die Wollstandigkeit spielt zum Beispiel in dem ligrmten Banachschen Fixpunktsatz
eine entscheidende Rolle. Dieser bezieht sich auf kontrahierende Abbildungen:

Definition 7. Eine Abbildungf: (X,d) — (X, d) heisstkontrahierend, wenn es ein
c < 1gibtsodassl(f(x), f(y)) <c-d(x,y)furallex,y € X.

Satz 8(Banachscher Fixpunkt-Satzrine kontrahierende Abbildung eines vdiistligen
metrischen Raumes hat genau einen Fixpunkt, d. h. es gibt genau einentRanktmit

f(z) = .

Wir kdnnen nun versuchen, einige Grundprobleme der Topologie zu formulieren. Es geht
z. B. darum zu entscheiden, welche topologischanrRe zueinander hammorph sind,

und welche nicht. Dabei betrachtet man oft nicht beliebige topologiséueni, sondern
solche mit einer Zusatzstruktur, die mit der Topologie auf geeignete Weisagleatr ist,
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also topologische Gruppen und topologische Vekome, CW-Komplexe, topologische

bzw. differenzierbare Mannigfaltigkeiten, algebraische Vatest, u. s. w. Oft hat man dann
einen paziseren Isomorphie-Begriff als den des Hmmorphismus, und es ist durchaus
maoglich, dass zwei Rume hordomorph sind, und dass kein Hoomorphismus zwischen
ihnen die Zusatz-Struktur edilt. Ein anderes typisch topologisches Problem ist das Auffin-
den von Fixpunkten stetiger Abbildungen. Selbst bei metriscréamn ist dies ein sehr
interessantes Problem, wenn man nicht annimmt dass die Abbildungen kontrahierend sind,
so dass der Banachsche Fixpunktsatz nicht anwendbar ist.

14. April

(7) Teilraume, topologische SummenProdukte; s. [2], 1.3
(8) BasenundSubbasens. [2], 1.4

18. April

(9) ZusammenhangundWeg-Zusammenhangs. [2], 1.6
(10) dieHausdorff Eigenschaft s. [2], 1.7

21. April
(11) Kompaktheit, s. [2], 1.8
25. April

(12) Quotienten-Topologie s. [2], 3.1-3.3
(13) topologische Gruppenundhomogene Rume, s. [2], 3.4

28. April
(14) Fortsetzung topologische Gruppen und homogenete, s. [2], 3.4, 3.5
(15) Zusammenschlagen von Teildumen s. [2], 3.6
(16) Verkleben von topologischen Rumen s. [2], 3.7

2. Mai

(17) diel-Punkt Kompaktifizierung von nicht-kompakten topologischeraBmen
(18) lokale Kompaktheit
(19) dieVervollstandigung von metrischen Rumen, s. [2], 4.1

9. Mai

(20) die0-te Kohomologie H°(X) eines topologischen Raumes als Gruppe der stetigen Abbil-
dungenX — 7, s. [4], Chap. 4



(21) die Mengery(X) der Weg-Zusammenhangs-Komponentenund der injektive Homo-
morphismus

c: H(X) — Map(mo(X),7Z)
Ist X lokal Weg-zusammentingend so istc ein Isomorphismus, s. [4], Chap. 4.

12. Mai

(22) die von einer Meng@/ erzeugte freie Abelsche GruppeM — F(M), s. [4], Chap. 2.

(23) die0-te Homologie Hy(X) eines topologischen Raumes als die freie Abelsche Gruppe die
vonmy(X) erzeugt wird, s. [4], Chap. 4

(24) Homotopievon stetigen Abbildungen, Interpretation vay{.X ) als Menge von Homotopie-
Klassen, s. [2], 5.1, oder [4], Chap. 5

(25) Homotopie-Aquivalenz, Zusammenziehbarkeit s. [2], 5.2, oder [4], Chap. 5

19. Mai

(26) Kategorien undFunktoren, s. [2], 5.4 und 5.5

(27) Interpretation vorr, und H, als kovariante Funktoren, und vdii® als kontravarianter
Funktor auf der topologischen Kategorie. Homotopie-Invarianz dieser Funktoren.

(28) der kontravariante Funktpr, B], und die Definition vort/* (X)) als[ X, S'], s. [4], Chap. 5

23. Mai

(29) die Exponentialabbildung R — S*
(30) dasHochhebungsproblemfir Abbildungen nacts!: fur stetige Abbildungerf: X —
S sucht man stetigg¢: X — R mit der Eigenschafto f = f
(31) Hochhebbarkeit von Abbildungef, 1] — S* und derAbbildungsgrad fur stetige Ab-
bildungenS! — S*, s. [4], Chap. 6
(32) H'(S") ist durch den Abbildungsgrad isomorph Z s. [4], Chap. 6. Br eine stetige
Abbildung f: S* — S* sind folgende Aussageiquivalent:
e f ist nullhomotop,
o deg(f) =0,
e f hat eine Hochhebung: S* — R.

30. Mai

(33) Fur eine stetige Abbildung: S* — S! sind die schon besprochenen Bedingungefirdaf
dassf nullhomotop ist auclaquivalent dazu dasteine stetige Fortsetzung zu einer Ab-
bildung D? — S hat.

Wir machen nun folgende Definition: ein TeilrautnC X eines topologischen Raumes
ist ein Retrakt von X wenn es eine Retraktion vaR auf A gibt, das ist eine stetige
Abbildung f: X — A mit f|4 = Id.,.

Dadeg(Ids1) = 1 # 0, erhalten wir:

Satz 9. Die Kreisscheibé)? hat keine Retraktion auf inren Rarsd.
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DassD' = [—1, 1] keine Retraktion auf seinen Rasl = {+1} hat ist einfach einzu-
sehen. Wir Bnnen den Beweis aber auch scheinbar kompliziert formulieren, so dass der
Knackpunkt die Funktorialitt von HY ist. Analog konnen wir den Beweis von Satz 9 so
formulieren, dass er sich auf die Funktoriativon H* reduziert. Definiert man analoge
FunktorenH™ fur alle Fdherenn, so kann man damit genauso beweisen dass' keine
Retraktion aufS™ hat.

Aus Satz 9 folgt:

Satz 10(Brouwerscher FixpunktsatzJede stetige Abbildung der abgeschlossenen Kreis-
scheibeD? auf sich selbst hat mindestens einen Fixpunkt.

Dies folgt auch @ir D"*! aus der Verallgemeinerung von Satz @ir Kontrahierende
Abbildungen haben wir nétlich schon den Banachschen Fixpunktsatz, Satz 8.
(34) Mit Hilfe des Abbildungsgrades oder der Berechnung HonS!) beweisen wir wie in [4],
Chap. 6:

Satz 11 (Fundamentalsatz der AlgebrajJedes komplexe Polyno#(z) von positivem
Grad hat eine Nullstelle irt.

(35) Als eine weitere Anwendung erhalten wir den

Satz 12(Satz von Borsuk—Ulam)Fir jede stetige Abbildung: S? — R? gibt es min-
destens einen Punkt € S? mit f(z) = f(—x), wobei—z der Antipodenpunkt vom
ist.

Korollar 13. Eine offene Menge iR? kann nicht hordaomorph zu einer offenen Menge in
R™ mitn > 3 sein.

Beweis.SeiU c R" offen, undf: U — R? ein Honbomorphismus auf eine Teilmenge
desR2. DaU offen ist, entkilt U eine S? ¢ S™!, und der Satz von Borsuk-Ulam zeigt
dassf nicht injektiv sein kann, im Widerspruch dazu dgssin Hombomorphismus sein
sollte. O

Wiederum ist die entsprechende Aussderf!' einfach. Ein offenes Intervall it wird
durch Entfernen eines Punktes unzusamraegkend. Da zusammegugende offene Men-
gen inR™ mit n > 2 auch nach Entfernen eines Punktes zusam#agdnd bleiben, kann
ein Intervall also nicht homomorph zu einer offenen Mengel¥ sein. Wir khnnten auch
genauso wie im Beweis des Korollars argumentierer§'daicht injektiv nachR abgebil-
det werden kann...

2. Juni

(36) SeiX ein beliebiger topologischer Raum urid X — S! eine stetige Abbildung. Wir
beweisen, dass Homotopien vgmachRR hochgehoben werderbknen, fallsf hochge-
hoben werden kann, vgl. [4], Chap. 7 oder [2], S. 165, wo mit demselben Argument die
allgemeinere Aussagéif sogenannt&Jberlagerungen bewiesen wird.

Satz 14.Seif: X — S eine Hochhebung vorf, und F: X x [0,1] — S* eine
Homotopie mitF'(z,0) = f(x). Dann gibt es genau eine Homotoie X x 0,1] — R
mit F(z,0) = f(x).

Korollar 15. Eine stetige Abbildung: X — S! ist nullhomotop genau dann wenn sie
eine Hochhebung: X — R hat.



(37) Ein anderes Kriterium daf dassf: X — S* nullhomotop ist wird mit Hilfe des Abbil-
dungsgrades formuliert, s. [4], Chap. 7:

Satz 16.Ist X lokal Weg-zusammeahgend, so ist eine stetige Abbildufig X — S*
nullhomotop genau dann wenrag(f o v) = 0 fur alle stetigeny: S* — X.

Da wir alsoX mit Abbildungeny: S' — X testen sollen, basteln wir aus diesen eine
Gruppe, die sogenannte FundamentalgruppeXobie Abbildungf definiert dann einen
Homomorphismus von dieser Gruppe nd&hund f ist nullhomotop genau dann, wenn
der Homomorphismus identisch Null ist...

6. Juni

(38) Wir betrachten nun statt der Kategorie der topologisch&anke X', die Kategorie von

Raumpaarer{ X, A), wobei X ein topologischer Raum und C X ein Teilraum ist.
Die Morphismen zwischen zwei ObjektéiX, A) und (Y, B) sind stetige Abbildungen
f: X — Y mit der Eigenschaff(A) c B. Wenn wir Homotopier¥': X x [0,1] — Y
von solchen Abbildungen betrachten, dann nur soldivedie (A x [0,1]) € B, d. h.F

ist ein Morphismus von dem Raumpdaf x [0, 1], A x [0, 1]) in das Raumpadly, B).

(39) SeiX eintopologischer Raum, ung € X ein fest gevahlter Basispunkt. i jede naifirli-
che Zahln definieren wirr, (X, z) als die Menge der Homotopieklassen von stetigen
Abbildungen(S™, sg) — (X, xq), wobeis, € S™ ein fester Basispunkt auf der Sple
ist, und Homotopien im Sinne der obigen Eking Abbildungen von Raumpaaren sind.
In diesem speziellen Fall spricht man auch von Basispunkt-erhaltenden Homotdjoien. F
n = 0 stimmt diese Definition mit unserertfineren Definition vorr,(X) als Menge der
Weg-Zusammenhangs-Komponenten voniberein, weilS° aus zwei Punkten besteht,
von denen der Basispunkt immer atyf abgebildet wird. Der andere Punk@éhlt dann
eine Weg-Zusammenhangs-Komponente aus, und die Homotopie-Klasse einer Abbildung
(S°,s9) — (X, ) entHalt keine weitere Information.

(40) Alternativ konnen wirm, (X, xy) auch beschreiben als die Homotopieklassen von steti-
gen Abbildungen von Raumpaaréh™, S"~ ') — (X, x), oder([0,1]", 9([0, 1]")) —

(X, xo).

(41) Rirn > 1 definieren wir aufr,, (X, z) eine Gruppenstruktur, z. B. indem wir deniviel
[0, 1]™ in zwei Wurfel unterteilen, und zwei Abbildungenund 5 nachX auf den beiden
Teilwirfeln betrachten, die die Eigenschaft haben, den Rand defeld/konstant nach,
abzubilden. Dies induziert eine wohl-definierte Multiplikation ayf X, ), mit neutra-
lem Element die Homotopie-Klasse der konstanten Abbildung. Mit dieser Gruppenstruktur
nennt manr, (X, x,) die n-te Homotopie-Gruppe vonX bzgl. z,. Die erste Homotopie-
Gruppe heisst auch dieundamentalgruppe von X bzgl. x.

(42) Rurn > 2istm, (X, xo) kommutativ.

(43) Esistklar, dassifn > 1, 7, (X, x¢) nur ablangt von der Weg-Zusammenhangs-Komponente
von X in derxq liegt. Falls X noch andere Weg-Zusammenhangs-Komponenten hat, so
spielen dieselfr 7, (X, zo) keine Rolle. Wir dirfen also die Homotopie-Gruppen voa
fur jede Weg-Zusammenhangs-Komponente separat diskutieren. Nehmen wir ai, dass
Weg-zusammeréngend ist, so induziert ein stetiger Weg|[0,1] — X mit y(t) = x;
einen Isomorphismus, : 7,(X, z¢) — 7,(X, ;). Damit ist also die Isomorphie-Klasse
der n-ten Homotopie-Gruppe eines Weg-zusamnégenden Raumes unatyig vom
gewahlten Basispunkt. Wir schreiben dann augkX') an Stelle vonr,, (X, o).
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(44) Der Abbildungsgrad gibt einen Isomorphismus zwischgis') und der unendlichen zy-
klischen Gruppé€Z. Dies ist nur eine Umformulierung des Beweises, der zeigte dass der
Abbildungsgradi!(S*) isomorph aufZ abbildet.

9. Juni

(45) Dien-te Homotopie-Gruppe vo(X, z,) definiert einen kovarianten Funktor von der Ka-
tegorie der topologischend®me mit Basispunkt in die Kategorie der Gruppen.
(46) Wir haben nun folgendes Analogon von Punkt (21):

Satz 17.SeiX ein topologischer Raum der Weg-zusamnaegiend und lokal Weg-zusam-
ment&ngend ist. Dann ist die Abbildung

c: HY(X) — Hom(m (X, x0),7Z)
[f] = (7] = deg(f o))

ein injektiver Gruppen-Homomorphismus.

Der wichtigste Teil im Beweis ist die Injektiat. Hierfur benutzen wir Satz 16.

(47) Da die Homomorphismen([f]) die Fundamentalgruppe; (X, z,) homomorph in die
Abelsche Grupp&. abbilden, kommt es hier nur auf die Abelianisierung der Fundamen-
talgruppe an. Diese wird wie folgt definiert. S&ieine beliebige Gruppe. Digbeliani-
sierung von GG besteht aus einer Abelschen GrugpgG) und einem Homomorphismus
A: G — H;(G) mit der Eigenschaft dass jeder Homomorphisnfusy — H, mit
H Abelsch, eindeutig durchi faktorisiert, d. h. es gibt genau einen Homomorphismus
f: H(G) — Hmit fo A= f. Dann ist

Hom(G,Z) — Hom(H,(G),Z)
fr—f
ein Isomorphismus, dessen Inverses einem Hom(H,(G),Z) die Kompositiong o A
zuordnet. Definieren wir dierste HomologieH; (X') eines Weg-zusammeahgenden to-

pologischen Raumek als die Abelianisierung seiner Fundamentalgruppe, so gibt Satz 17
einen injektiven Homomorphismus

H'(X) — Hom(H,(X),Z) .

(48) Wie tiblich zeigt die verlangte Eindeutigkeit der Faktorisierung, dass die Abelianisierung
einer Gruppe, falls sie existiert, bis auf kanonischen Isomorphismus eindeutig bestimmt ist.
Die Existenz der Abelianisierung zeigen wir, indem wir die normale Untergraffsd C
G betrachten, die von den Kommutatoreyr 'y~ mit z, y € G erzeugt wird, und

A: G — H\(G) = G/C(G)

als Projektion auf die Quotientengruppe definieren. Dies hat di¢igssiite Eigenschatft,
weil jeder Homomorphismus va@ in eine Abelsche Gruppe adf(G) trivial ist.



13. Juni

(49) Wir wollen nun ein weiteres Grundproblem der Topologie diskutieren, und zwéfaias
setzungs-Problenfir stetige Abbildungen. Seiexi undY” topologische Rume, undd C
X ein Teilraum. Gegeben eine stetige AbbildungA — Y, suchen wir eine stetige
FortsetzungF': X — Y mit F'|4 = f. Der einfachste Fall betrifft Funktionen, also
stetige Abbildungen nadR. Als ersten Schritt beweisen wir, s. [2], 8.2:

Lemma 18 (Urysohnsches Lemmafei X ein topologischer Raum in dem je zwei dis-
junkte abgeschlossene Mengen immer durch offene Mengen getrennt wéanden kSind
A und B disjunkte abgeschlossene Teilmengen, so gibt es eine stetige Fuhktlor—
[0,1] mit f|4 = 1 undf|z = 0.

(50) Nach der Vorbereitung des Urysohnschen Lemmas kommen wir nun zu einer ea$ieig L
des Fortsetzungs-Problenms funktionen, s. [2], 8.3:

Satz 19(Erweiterungs-Satz von Tietzepei X ein topologischer Raum in dem je zwei
disjunkte abgeschlossene Mengen immer durch offene Mengen getrennt vignden. kst
A eine abgeschlossene Teilmenge yindd — [a, b] eine stetige Funktion, so gibt es eine
stetige Fortsetzung': X — [a,b] mit F'|4 = f.

Man sieht leicht, dass dies richtig bleibt, wenn man als Werte-Bereich der Funktionen
ein Produkt von abgeschlossenen Intervallen, oder die reellen Zakdehbst nimmt.
(51) Es stellt sich néirlich die Frage, wie gross die Klasse der topologischaarfe ist, die die
Annahme im Urysohnschen Lemma und im Erweiterungs-Satz von Tietizbearf Auf
jeden Fall erfillen die metrischen &ime die Annahme.

16. Juni

(52) Als Nachtrag zum Urysohnschen Lemma und dem Erweiterungs-Satz von Tietze beweisen
wir:

Lemma 20. In einem kompakten Hausdorff-Rauimken disjunkte abgeschlossene Men-
gen immer durch offene Mengen getrennt werden.

Siehe [2], 8.1.
(53) Manchmal ist es wichtig zu wissen, dass die Topologie eines gegebenen Raumes nicht zu
umfangreich ist. Man sagt, ein topologischer Raunillérflaserste Abzahlbarkeitsaxi-
om, falls jeder Punkt eine abhlbare Umgebungsbasis besitzt, undzlasite Abzhlbar-
keitsaxiom, falls er eine abahlbare Basis der Topologie besitzt.

Satz 21(vgl. [2], Bemerkung 6.3.1)Jede stetige Abbildung zwischen topologischauarR-
en ist folgenstetig. Edllt X das erste Alhlbarkeitsaxiom, so ist jede folgenstetige Ab-
bildung f: X — Y in einen beliebigen topologischen Raum stetig.

Es gibt jedoch folgenstetige Abbildungén — Y, die nicht stetig sind: & X nehme
man z.B. die Menge der stetigen Funktioriénl| — [—1, 1] mit der Topologie der punkt-
weisen Konvergenzif Y den Hilbertraum’.?(]0, 1]) und als Abbildung die Identit.

Satz 22([2], Bemerkungen 6.3.2 und 6.3.3)eder kompakte Raum, der das erstedkibz
barkeitsaxiom eifllt, ist auch folgenkompakt. Ein metrischer Raum ist genau dann kom-
pakt, wenn er folgenkompakt ist.



20. Juni

(54) Die definierende Eigenschaft der Kompaktheit eines topologischen Radisgslass jede
offene Uberdeckung vonX eine endliche Teilberdeckung hatquivalent dazu ist, dass
man verlangt dass jede offelderdeckung eine endliche Verfeinerung hat. Dies motiviert
die folgende Definition:

Definition 23. Ein topologischer RaunX ist parakompakt, wenn jede offendJber-
deckung vonX eine lokal endliche Verfeinerung hat.

Lokal endlich heisst, dass jeder Punkt eine offene Umgebung hat, die nur endlich viele
der Verfeinerungs-Mengen trifft. Hier ist es nun wesentlich, dass man siditsngang zu
Verfeinerungen erlaubt; mit Téiberdeckungen kann man Parakompaktheit nicht definie-
ren. Jeder kompakte Raum ist offensichtlich parakompakt. In manchemen, z. B. [2],
wird die Hausdorff Eigenschatft als Teil der Parakompaktheit gefordert.

(55) Der Nutzen der Parakompaktheit folgt aus dem folgenden Lemma:

Lemma 24. In jedem parakompakten Hausdorff Raum gilt die Annahme des Urysohnschen
Lemmas, d. h. je zwei disjunkte abgeschlossene Teilmeidgeerk durch offene Mengen
getrennt werden.

(56) Sei{U,}:c; eine offeneUberdeckung vonX. Eine untergeordnet&erlegung der Eins
besteht aus einem System von stetigen FunktignenX — [0, 1] mit lokal endlichen
Tragern, so dass

Yipi(x) =1,
und der Tager jedeg; in einemU; enthalten ist. (Die lokale Endlichkeit derdger stellt

sicher, dass die linke Seite immer eine endliche Summe ist.)
(57) Wir beweisen, s. [2], 8.5:

Satz 25.Sei X ein Hausdorffraum. Dann singlquivalent:

(@) X ist parakompakt,

(b) Fur jede offendJberdeckund U; };c; von X existiert eine untergeordnete Zerlegung
der Eins.

(58) Ein besonders wichtige Klasse von topologischanrRen die parakompakt sind, sind die
Mannigfaltigkeiten. Wir betrachten nur topologische Mannigfaltigkeiten, verzichten also
auf differenzierbare Strukturen:

Definition 26. Eine (topologische) Mannigfaltigkeit der Dimension. ist ein topologi-

scher RaumX mit folgenden Eigenschatften:

(a) X ist Hausdorffsch

(b) X erfullt das 2. AbAhlbarkeitsaxiom, d.hX hat eine abahlbare Basis der Topologie

(c) Firallex € X existiert eine offene Umgeburig. und ein Hondbomorphismusg,: U, —
B1(0) ={p € R" | ||p|| < 1} (d.h. X istlokal Euklidisch.

So ein(U,, ¢,.) heisstKarte furz € X. Ist{U,, }:c; €eine offeneUberdeckung von¥
durch Kartengebiete, so heidslU,,, ¢..,) }ics €inAtlas fur X.

23. Juni

(59) Wie angelindigt beweisen wir nun die Parakompaktheit von Mannigfaltigkeiten:
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(60)

(61)

(62)

(63)

Satz 27.Jede Mannigfaltigkeit ist parakompakt. Genaudir fede offeneUberdeckung
{A;}ie; existiert ein Atlag (Vy,, %) Yee i, SO dass di@lberdeckung durch di), eine lokal
endliche Verfeinerung vofA; }ics ist, ¢ : Vi — Bs(0) ein Honbomorphismus und die
MengeniV, := ¢, *(B1(0)) bilden eine offen&lberdeckung vorx..

Fir kompakte Mannigfaltigkeiten ist die Parakompaktheit trivial. Trotzdem hier eine An-
wendung im kompakten Fall, s. [3], 4-5:

Satz 28.SeiM eine kompakte-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann existiert éihund
eine stetige Abbildung : M — RY, die ein Hondomorphismus zwischew und f (M)
ist. Das heisstf ist eine Einbettung voi/ in RY.

Der Satz gilt auchifr nicht-kompakte Mannigfaltigkeiten (s. Parakompaktheit,...) aber
der Beweis ist dann viel komplizierter.
Bisher haben wir Zerlegungen der Eins benutzt um Funktionen zu konstruiererdnfvark
sie aber auch einsetzen um andere Objekte zu konstruieren, z. B. Schnitte in Vektorraum-
Bundeln. Dazu erst die Definitionen, s. [2], 8.4:

Definition 29. Ein Vektorraum-B Gindel vom Rangk Uiber einem topologischen Raubh
ist ein topologischer Raur@ und eine stetige surjektive Abbildung: £ — B zusammen
mit einer Vektorraum-Struktur isomorph &F auf jeder Faser—!(x) fur allez € B, so
dass gilt: Far jedesr € B existiert eine offene Umgeburig und ein Hondomorphismus
¢ : 7 U) — U x RF mit 7|1y = m o ¢ und ¢ ist auf 7*(y) ein Vektorraum-
Isomorphismus mi{y} x R* fur alley € U. (Dies ist die Eigenschaft déskalen Trivia-
litat.)

Ist B einen-dimensionale Mannigfaltigkeit, so i# eine(n + k)-dimensionale Man-
nigfaltigkeit.

Definition 30. Seiw: ' — B ein Vektorraum-Bindel. Eine stetige Abbildung: B — E
mit 7 o s = Idp heisst eirSchnitt von E.

Beispiel3l s: B — Emits(x) =0 € n!(z) fur allex € B ist derNullschnitt.

Ist B parakompakt, z.B. eine Mannigfaltigkeit, uad C B eine abgeschlossene Teil-
menge, so kann jeder Schnitt A — 7 !(A) zu einem Schnit : B — F fortgesetzt
werden mits|4 = s. Auf diese Art bekommt manif jedes Vektorraum-8ndel einen
nicht-trivialen Vektorraum von Schnitten. Die Vektorraum-Struktur der Fasern benutzen
wir um (lokale) Schnitte punktweise zu addieren.

27. Juni

Vektorraum-Bindel sind per Definition lokal trivial, aber i. A. nicht global trivial im Sinne
der folgenden

Definition 32. Ein Vektorraum-Bindelr : £ — B isttrivial wenn man in der Definition
U = B wahlen kann, d.h. es existiert ein Hoomorphismusp : £ — B x RF mit
7 = 7 0 ¢, S0 das® auf jeder Faser ! () ein Vektorraum-Isomorphismus it} x R*
ist.

Eine andere Klasse von lokal trivialen aber nicht unbedingt global trivialen Abbildungen
sind dieUberlagerungen, s. [2], Kapitel 9, oder [1], Chapter 11. Wir folgen der Darstellung
in [1].
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Definition 33. Eine surjektive Abbildungr : ¥ — X heisstUberlagerung von X
wenn gilt: Rir jedesr € X existiert eine offene Umgeburig und ein Hondomorphismus
¢ : 7 HU) — U x A, mit A ein diskreter topologischer Raum, so da$s-1 (/) = 71 © ¢.

Ist X zusammenangend, so ist der Hodomorphietyp von\ unablangig vonz undU.

Definition 34. Eine Uberlagerungr: Y — X heissttrivial wenn man/ = X wahlen
kann, d.h. es existiert ein Ha@romorphismu® : Y — X x A mit A diskret undr = 71 0¢.

Uberlagerungen sind z.B.:
@m: XxA—-X
(b) C* — C*, z+— 2Ffurk >0
(€) e:R — St 2
d)Y ={(r0) eR?|r>0}, 7:Y —R2\{0},(r,0)— (rcosf,rsin)

(64) Die Kardinaliit von A heisst dieBlatterzahl der Uberlagerung (wohldefiniert falls
zusammendéngend).

(65) Seir : Y — X eine Uberlagerung. IsUU eine zusammeringende trivialisierende
Umgebung, so ist eingeschiinkt auf jede Zusammenhangskomponente wol{U) ein
Homodomorphismus auf .

(66) SeiG eine Gruppe, die auf so operiert, dass folgende Bedingungiétiist:

(%) Fr jedesy € Y existiert eine offene Umgeburig mit (V) N ¢ (V) =0Vg # ¢ € G.

Ist diese Bedingung difit, dann ist die Operation insbesondere frei.
Erfullt die OperationG' x Y — Y die Bedingung ), so ist die Projektionr : Y —
Y/G = X eineUberlagerung mit Faser (diskret).

Definition 35. Eine G-Uberlagerungist eineUberlagerung der Form : Y — Y/G wie
oben.

(67) Die naitirliche Aquivalenz-Relation auf dedberlagerungen von einem fest&nist gege-
ben durch:

Definition 36. Zwei Uberlagerungen : Y — X, «’ : Y/ — X sindisomorph, wenn
es einen Hoomorphismusg : Y — Y/ gibt mit 7’ o ¢ = .

(68) Seir: Y — X eineUberlagerung. EirSchnitt ist eine stetige Abbildung : X — Y mit
mTos = [dX

Lemma 37. Eine G-Uberlagerung ist trivial genau dann wenn sie einen Schnitt hat.

Beispiel38. Es gibt nicht-trivialeUberlagerungen, die keing-Uberlagerungen sind und
einen Schnitt haben. S&i = S] + S und X = S'. Die Abbildungr : Y — X gegeben
durchm(z) = 2% (k # £1) fur 2 € S} und«(2) = 2 fir z € S} ist eine nicht-triviale
Uberlagerung. Die Abbildung: X — Y,t+— t € S} C Y ist ein Schnitt.

(69) Seir : Y — X eineUberlagerung mitr(y) = =, f : Z — X eine stetige Abbildung
mit f(z) = z. DasHochhebungsproblemfur f lautet: Gibt es eine stetige Abbildung
fiZ—=Ymitf(z)=ymof=f?

Lemma 39 (Eindeutigkeit) Ist Z zusammer#mgend, so gibt esdthstens eine solche
Hochhebung.

Vgl. [1], Lemma 11.5.
(70) Fur Wege ist das Hochhebungs-Problem imnasbhr, s. [1], Prop. 11.6 oder [2], 9.3:
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Proposition 40. Seir : Y — X eineUberlagerung;y: [a,b] — X ein Weg. Sej € Y/
mit 7(y) = ~(a). Dann gibt es genau einen Weg [a,b] — Y mitm o5 = ~ und
Y(a) = y.
Dasselbe Argument zeigt, dass Homotopien hochhebbar sind sobald die Anfangs-Abbildung
eine Hochhebung hat. Insbesondere qilt, s. [1], Prop. 11.8 oderr [2], 9.3:
Proposition 41. Seivy : [a,b] — X ein Weg,m : ¥ — X eine Uberlagerung,H :
[a,b] x [0,1] — X eine Homotopie vory mit H(—,0) = ~v(—). Ist¥ : [a,b] — Y eine
Hochhebung vor so existiert eine eindeutige HochhebuHg: [a,b] x [0,1] — Y mit
H(—,0)=4(—)undmo H = H.
(71) Damit erhalten wir folgenden wichtigen

Satz 42.Sein: Y — X eine Uberlagerung mitr(y) = . Dann ist die induzierte
Abbildungr, : 71 (Y, y) — m (X, z) injektiv.

30. Juni

(72) Seir: Y — X eineUberlagerung. Ist : [0, 1] — X mity(0) = v(1) = z ein geschlos-
sener Weg mit Anfangs- und EndpunktDann isfy] € m (X, z) im Bild(,) genau dann
wenn die Hochhebung vonnachy geschlossen ist.

Seienz, 2’ € X und~y, v Wege vonr nachz’. Seieny, 7’ die eindeutigen Hochhebungen
nachY mit Startpunkty. Die Hochhebungen, 7’ haben denselben Endpunkt genau dann
wenn[y~!-+'] € (X, z) in Bild(,) enthalten ist.

(73) Wir beweisen nun, vgl. [1], 13a:

Satz 43.Seir: Y — X eineUberlagerungf : Z — X stetig mitZ Weg-zusammeihgend
und lokal Weg-zusammedgend. Es gibt eine stetige Hochhebufg Z — Y mit
mo f = fgenaudannwenifi.(m (7, z)) C m.(m(Y,y)), wobeix € X,y € Y,z € Z sind
mit f(z) = x = 7 (y). Falls fexistiert, so ist es durch die Bedinguﬁgz) = y eindeutig
bestimmit.

Korollar 44. SeiX Weg-zusammeahgend und lokal Weg-zusammaéngend,r : Y —
X, 7 . Y'" — X Uberlagerungen vorX mitY, Y’ Weg-zusamme&hgend undr(y) =
©(y) = x. Esqilt 7 : Y — Xunds' : Y — X sind isomorph genau dann wenn
Bild(7,) = Bild(r}) in m (X, ).

(74) AutY/X) = {f € Hombo(Y) | 7 o f = 7} heisst dieAutomorphismengruppe oder die
Gruppe der DecktransformationenderUberlagerungr: Y — X, s. [1], 13b.

Proposition 45. Ist7: Y — X eineG-Uberlagerung, so ist

¢: G — AutY/X)
g—(yr—=g-y)
ein injektiver Homomorphismus. [8tzusammerdmgend, so isp ein Isomorphismus.

4. Juli

(75) Wir beweisen nun:
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Satz 46.Seir: Y — X eineUberlagerungy” zusammerimgend. Dann operiert A(it / X)
so aufY’, dass die Bedingun(y) erfullt ist. Operiert AutY/X) transitiv aufz~"(z) fr
einz € X, soistr : Y — X eineG-Uberlagerung mitz = Aut(Y/X).

(76) In dem Fall das®ild(~.) eine normale Untergruppe der Fundamentalgruppe Xast
gilt:
Satz 47.Sein: Y — X eine Uberlagerung,Y Weg-zusammethgend, X lokal Weg-
zusammerdmgend,r(y) = z. Ist m.(m (Y, y)) eine normale Untergruppe voi, (X, z)
so gibt es einen kanonischen IsomorphismusX, z)/m. (71 (Y,y)) = Auf(Y/X). Die
Uberlagerung ist ein€/-Uberlagerung mitG = Aut(Y/X).

7. Juli

(77) SeiX Weg-zusammerdngend und lokal Weg-zusammémigend. Eine zusammedugen-
deUberlagerungr: Y — X heisstuniverselle Uberlagerungwennm, (Y, y) = {e}, d.h.
Y ist einfach zusammeingend. Fallsr: Y — X universell ist, bezeichnen wk™ auch
mit X.
Eine universelldJberlagerung ist nach dem bereits bewiesenen Eindeutigkeits-Lemma
bis auf Basis-Punkt erhaltenden Isomorphismus eindeutig und isGetieerlagerung mit
G =m(X, z).
(78) Sein: X — X eine universelldJberlagerung. Sdi/ ¢ X eine offene Mengéiber der
7: X — X trivial ist. Dann ist jeder geschlossene Wemn U in X null-homotop. Dies
motiviert die folgende

Definition 48. X heisstsemilokal einfach zusammenhngendwennX Weg-zusammerédngend
und lokal Weg-zusammeahgend ist und jeder Punkt i eine Umgebung/ hat mit der
Eigenschaft, dass jeder geschlossene Wégim X null-homotop ist.

Dies ist schviicher als lokal einfach zusammegngend “.
(79) Semilokal einfach zusammedrigend zu sein ist die charakterisierende Eigenschaft der
Raume die eine universellgberlagerung haben, s. [1], 13c, oder [2], 9.7:

Satz 49. Sei X Weg-zusamme#ihgend und lokal Weg-zusammangend. Dann ha¥
eine universell&berlagerung genau dann went semilokal einfach zusammeirigend
ist.

Ein Beispiel das diese Eigenschaft nicht hat, kann wie folgt konstruiert werden. Sei
Cp:={(z,y) e R? | (zx — 2)* + y* = S} furn € N\ 0. C, ist ein Kreis imR? um den
Punkt(%,0) mit Radiust. SeiX = J; , C\, C R? mit der Teilraumtopologie. Dann iS¢
Weg-zusammerdngend und lokal Weg-zusammémigend, abenicht semilokal einfach
zusammen#ingend, da jede Umgebung v@n0) € X einen Kreis(,,, fur n gross genug,
ganz entilt.

Ist X eine Mannigfaltigkeit, so hat jeder PunkE X eine offene Umgebung hamomorph
zu einemB; (0) C R". DaB;(0) zusammenziehbar ist, ist jeder geschlossene Weg in so ei-
ner Umgebung sogar in der Umgebung selbst null-homotop. Also X5t
(semi-)lokal einfach zusammeaingend.

(80) Die Universaliait der universelletJberlagerung ist in folgendem Satz enthalten:

Satz 50.Ist 7 : X — X eine universeIIeUberIaggrung, so gibt edif jede zusam-
mentingenddJberlagerungry : Y — X eine Grupper mitY = X/G,G C Aut( X /X).
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Sei X semilokal einfach zusammedéhgend und: € X. Dann gibt es eine Bijektion

Uberlagerungen : (Y,y) — (X, )
mit Y Weg-zusammeréngend —— {U C m (X, z) | U Untergruppé
undr(y) =z /N

wobei~ auf der linken Seité\quivalenz bis auf Basis-Punkt erhaltenden Isomorphismus
bedeutet. Die Bijektion ist gegeben durch

7Y —- X +—— Bild(m,)
X/ U—-X «— U

IstU; C U,, so |S'[X/U1 — X/U2 wohldefiniert und elnererIagerung ItV C m (X, x)
normal, so istX /U — X eineG-Uberlagerung mit? = m, (X, z)/U.
(81) Analogie mit der Galois-Theorie: Sé&i eine endliche Galois-Erweiterung van Dann

gibt es nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie eine Bijektion

{Zwischenlbrperk c L ¢ K} «—— {U C Gal(K, k) | U Untergruppé

L — GalK,L)
Fix(U) «— U.

FallsU; C Us, soist FiXU,) C Fix(U;). FallsU C Gal(K, k) normal ist, so ist FigJ)
eine Galois-Erweiterung vohmit Gal(Fix(U), k) = Gal(K, k) /U.

Dies motiviert die folgende Sprechweise: Ei@alois-Uberlagerung7: Y — X ist

eine zusammeratmgendeUberIagerung mit Bildr,) C m (X, z) normal. Jede Galois-
Uberlagerung ist ein€-Uberlagerung mit; = (X, ) /Bild(r, ).

11. Juli

(82) SeiG eine Gruppe mit der diskreten Topologie ukcin semilokal einfach zusammaeinigen-
der topologischer Raum mit universelldberlagerungr : (X, %) — (X, z).
Seip : m(X,z) — G ein Homomorphismus. Dann operiert(X, z) stetig von links
auf X x G durch

m(X,z)x (X xG) — X xG
([0]7 (Zag)) — ([0-] "2, 9 p([a])_l)

SeiY, = (X X G)/mxa undm,: Y, — X, [z, p] — 7(2).
Lemma51. 7,: Y, — X ist wohldefiniert und eintlberlagerung.
Beispiel52. (a) Seip : m(X,r) — G, [o] — e der triviale Homomorphismus. Dann

istw, : Y, — X isomorph zu der trivialetlberlagerungr; : X x ¢ — X.
(b) Seip: m(X,z) — G surjektiv. Dann istd = kerp C mi(X,z) eine norma-

le Untergruppe, und’, = X/H — X ist eine Galoisklberlagerung mit Gruppe

m (X, z)/H = G.

Die Uberlagerungr,: Y, — X hat einen ausgezeichneten Basispufikt] € Y,. Es
gilt 7,([z, e]) = 7(Z) = x.
Lemma 53. 7,: Y, — X ist eineG-Uberlagerung durch die Operation
G x Y;7 - Y;Jv (h> [279]) — [thg]-
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(83) Umgekehrtsei: (Y,y) — (X, z) eineG-Uberlagerung mip(y) = z. Seip: (X, z) —
G, o] — p([o]), wobeip([o]) aufy wirkt durchy — Endpunkt der Hochhebung ven
mit Startpunkty. Dadurch isi([o]) eindeutig festgelegt.

Ist v ein Weg inX mit Anfangspunktz, so bezeichng([vy])y den Endpunkt der Hoch-
hebung vony mit Anfangswerty.

Lemma 54. Seiz € p~!(x), v ein Weg inX der beix beginnt.
(a) Sei[o] € m (X, x). Dann gilt:

p(WD(p(le])z) = p(1] - [o])=.
(b) Seig € G. Dann gilt:

g- (p([v])z) = p([W])(g - 2).

Lemma 55. p : m (X, z) — G ist ein Homomorphismus.
(84) Zusammenfassend haben wir, vgl. [1], 14a:
Satz 56. Die obigen Konstruktionen geben eine Bijektion

Hom(m (X, ), G) < {G-Uberlagerungem : (Y,y) — (X, 2)}/-..

wobei~ auf der rechten SeitAquivalenz bis auf Basis-Punkt erhaltenden Isomorphismus

bezeichnet.

14. Juli

(85) Wir betrachten nun das Verhalten der Fundamentalgruppe unter der ZerlegurigwvoarkR
in offene Teilmengen. SeX ein Weg-zusammaidmgender topologischer Raum, V' C
X Weg-zusammerédngende offene Mengen di€ ganzuberdecken, und zwar so, dass
U NV ebenfalls Weg-zusammeahgend ist. Set € U N V. In dieser Situation ist die
Fundamentalgruppe volR bzgl. x vollstandig bestimmt durch die Fundamentalgruppen

vonU, V undU NV, und die Inklusions-induzierten Homomorphismen zwischen ihnen.

Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes:

Satz 57(Satz von Seifert und van Kamper§eieny: UNV — U,iy: UNV — V und
ju: U — X, jy: V — X die Inklusionen. Er beliebige Gruppert: induziert jeder
Homomorphismug: (X, z) — G Homomorphismepy = po(ji). undpy = po(jiv )«
vonm (U, z) bzw.m(V, x) nachG, mit der Eigenschalft, dass; o (iy). = pv o (iv ).

Umgekehrt gibt esiif jedes Paar von Homomorphismeg : 7 (U,z) — G und
pv: m(V,x) — G mit der Eigenschafpy o (iy). = py o (iv). genau einen Homo-
morphismug: (X, z) — G mit py = po (Ju). undpy = po (jy )«

Der Satz gilt zwar in dieser Allgemeinheit, wir beweisen ihn aber nur unter der Zusatz-

Annahme dass die beteiligteaBme semilokal einfach zusammaénigend sind. Dann gibt
es universelld&Jberlagerungen, und wirtkinen Satz 56 benutzen um raitUberlagerun-
gen zu argumentieren, vgl. [1], 14c.

(86) Wir benuzten den Satz von Seifert—-van Kampen um die Fundametalgruppe deerSph
und der 1-Punkt Vereinigung von zwei Kreisen auszurechnen. @fin&n auchl™ be-
trachten. Hier wissen wir schon, dasg7?) = Z? gilt. Trotzdem: wir wahlenU als Kreis-
scheibe um einen Punkt € 72, undV = T2\ {y}. Dann ist die Fundamentalgruppe
von U trivial, und die vonV frei mit zwei Erzeugenden, d& Homotopieaquivalent zur
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1.
2.
3.
4.

W.
K.
J.

C.

1-Punkt Vereinigung von zwei Kreisen ist. Die FundamentalgruppelvonV’ ist unend-

lich zyklisch, erzeugt von dem Kommutator der Erzeuger in der Fundamentalgruppe von
V. Der Satz von Seifert—-van Kampen sagt nun, dass die Fundamentalgrup@ dan
Abelianisierung der freien Gruppe n2ittrzeugenden ist.
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