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Einleitung

Viele Fragestellungen aus Physik, Technik oder den Wirtschaftswissenschaften sowie
innermathematischer Disziplinen (Geometrie, partielle Differentialgleichungen, Varia-
tionsrechnung etc.) fithren auf unendlichdimensionale Extremwertaufgaben, bei denen
es darum geht, in einer Klasse von méglichen ,, Zustéinden® jenen mit minimaler ,, Ener-
gie® zu bestimmen, wobei die ,, Energie® durch ein Funktional repriasentiert wird. Um
nur ein einfaches Beispiel zu nennen, betrachte man das Problem (2 C R?)

I[u] == / |Vul? dr — min.
Q

Physikalisch beschreibt dies u.a. das elektrische Potential u :— R in einem ladungs-
freien Raum (dabei repréasentiert obiges Integral die elektrische Energie).

Mit der direkten Methode der Variationsrechnung lasst sich die Existenz einer ein-
deutigen distributionellen (verallgemeinerten) Losung von Variationsproblemen dieser
Form zeigen (bei Vorgabe von Randwerten). Hierbei handelt es sich um eine Sobolev-
Funktion, die a priori im analytischen Sinn sehr schlecht Eigenschaften hat (es gibt
Beispiele, die nirgends stetig sind). Um das Wohlverhalten solcher Losungen zu stu-
dieren, sind tiefgreifende Kenntnisse iiber Sobolev-Funktionen notwendig. Aber auch
fiir viele numerische Anwendungen sind solche Kenntnisse von groflem Vorteil.

Die folgenden drei Problemstellungen stehen dabi im Vordergrund:

e Glatte Approximation von Sobolev-Funktionen:
Sobolev-Funktionen kénnen durch C'*°-Funktionen approximiert werden. Daher
kénnen Eigenschaften von Sobolev-Funktionen bewisen werden, indem man sie
zunachst fiir glatte Funktionen verifiziert, approximiert und dann zur Grenze
iibergeht. Dies ist u.a. niitzlich um Rechenregeln fiir Sobolev-Funktionen zu be-
weisen.

e Einbettungssatze:
Sobolev-Funltionen weisen a priori hohere Integrabilitidtseigenschaften auf (die
von der Dimension des Raums abhéngen): Beispielsweise gilt im Fall u € W12(Q)
mit 2 C R?, dass v zum Raum L'(Q) fiir alle ¢ < oo gehort (aus u € WP(Q)
mit p > 2 folgt hier sogar Stetigkeit von u).

e Randverhalten:
Fiir eine Funktion v € LP(2) konnen Randwerte nicht sinnvoll definiert werden,
da 0N eine Lebesgue-Nullmenge ist und LP-Funktionen nur f.i. eindeutig defi-
niert sind. Beim Studium von Sobolev-Funktionen zeigt sich jedoch, dass dem
Ausdruck ujpq eine natiirlich Bedeutung zukommt.

Nachdem obige Aussagen hergeleitet wurden, sind schliefilich die Vorbereitungen
getroffen um Regularitétstheorie zu betreiben. D.h. man geht der Frage nach, ob bzw.
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unter welchen Bedingungen verallgemeinerten Losungen (von Variationsproblemen

oder partiellen Differentialgleichungen) — welche a priori noch nicht einmal stetig
sind — tatséchlich bessere Eigenschaften haben, oder sogar klassische Losungen
produzieren.

Warnung.

Dieses Skript dient als ergénzendes Begleitmaterial zur Vorlesung. Es kann und soll
den Besuch sowie eine Mitschrift der Vorlesung nicht ersetzen, und erhebt keinen
Anspruch auf Fehlerfreiheit oder Vollstandigkeit.



Kapitel 1

Lebesgue—Riume

Wir vereinbaren zunéchst einige Sprechweisen, welche aus der elemtaren Mafitheorie
bekannt sind.

Sei X # () eine beliebige Menge und sei p : Z(X) — [0, 00] ein MaBiiber X (wobei
Z(X) wie iiblich die Potenzmenge von X bezeichnet), d. h. p hat die Eigenschaft:

p(A) <Y p(Ay)

neN

fir alle A, A, € Z(X) mit A C J, ey An- Nach Carathéodory heiit eine Menge
A€ P(X) p—messbar, falls fir jedes B € (X)) gilt:

n(B) = m(BNA)+pu(B\A).

Eine Funktion v : X — R := R U {200} heiBt umessbar, falls das Urbild u='(I)
eines jeden Intervalls I C R eine p—messbare Menge ist.!

Sei E eine Eigenschaft von Funktionen. Wir sagen, u habe pu—fast—iberall (kurz: p—
f.i.) auf X die Eigenschaft E, falls die Menge

N :={z € X; u(x) erfiillt nicht E'}

eine p—Nullmenge, also p(N) = 0 ist. Wir sagen auch, u habe in u—fast-allen (kurz:
p~f.a.) Punkten z € X die Eigenschaft .
Zwei Funktionen u,w : X — R sind demnach p—f.ii. identisch auf X, falls

p({z € X; u(z) #w(x)}) =0

ist. Beispielsweise ist die charakteristische Funktion 1g von @) bzgl. dem eindimen-
sionalen Lebesgue-Maf£! f.ii. auf R identisch der Nullfunktion.

In diesem § wird uns die Frage beschéftigen, wie man integrierbare Funktionen
X — R zu einem normierten Raum — welcher sinnvollerweise ein Banach—Raum
sein sollte — zusammenfassen kann.

! Ein (verallgemeinertes) Intervall in R ist ein Intervall, bei dem auch die unenlich fernen Punkte oo als Grenzen
zugelassen sind (z. B. (0, 00|, [—00, 0] = R).
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Wir machen zunichst die vorldufige Definition: 1" Versuch
LX) = {u : X — R; u p—messbar mit / |u(z)| dp(z) < oo}
X
Wegen [y |u(z)| du(z) < oo ist p({z € X; u(z) = +oo}) =0, d.h.

lully = /X ()| dp)

ist eine wohldefinierte Grofie.

Bemerkung 1.1.

i) Man will Werte in R zulassen um auch Funktionen mit Singularititen zu be-
trachten. Beispielsweise tiberzeugt man sich leicht davon, dass die Abbildung

x — 1/\/|z| zur Klasse Z'([—1,1]; L) gehort.

it) Auch wenn die Funktion u auf X nur endliche Werte annimmt, muss ||u||; nicht
existieren. Man betrachte etwa £1((0,1); £') und die Abbildung x — 1/z.

Probleme.

i) Sind u,w € ZY(X;p) und ¢ € R, so ist u + cw eventuell auf einer y—Nullmenge
ein undefinierter Ausdruck wie z.B. ;00 — co®. Die Ursache dafiir ist, dass wir
Werte in R zulassen; .Z1(X; i) hat also keine Vektorraum—Struktur.

Deshalb sei von nun an
LX) = {u : X — R; u p—messbar mit / |u(z)| du(z) < oo}
X

Dann ist £*(X;p) ein linearer Raum, und nach den Rechenregeln fiir p—
messbare Funktionen ist

leully = lef[lully - wnd - ju+wlly < flully + [fw]h
fiir alle u, w € £*(X; ) und ¢ € R. Folgendes Problem bleibt jedoch.

i) Ist w € ZY(X; p) mit [Jul|; = 0, so ist lediglich u = 0 p—f. . auf X, d.h. es kann
Punkte z € X geben mit u(z) # 0. (Man betrachte beispielsweise wieder die
charakteristische Funktion 1 und X := [0, 1].)

Durch || - ||; wird demnach keine Norm auf .Z1(X; i) erklirt, sondern eine sog.
Seminorm.

Ist speziell X := Q C R? offen und p := £¢ das d-dimensionale Lebesgue-MaS,
so kann man die Definition von #' nochmals modifizieren durch:

LUQ) = LN L0 = {u € CO(Q); /Q lu(z)| do < oo},

wobei wir wie {iblich abkiirzend dx statt d£%(z) geschrieben haben. Dann ist
zwar Z*(Q)) ein linearer Raum und || - ||; eine Norm auf diesem Raum, aber

(L), ] - [l1) ist nicht vollstandig.



Zur Begriindung betrachten wir das folgende Beispiel:
Sei  := B;(0) die offene Einheitskugel im R%. Fiir € Q und n € N betrachten
wir die Funktionenfolge (u,), welche gegeben wird durch

Jedes w, ist offenbar stetig in Q mit |u,(x)] < 1 fiir alle z € €. Ferner strebt
(u,) punktweise auf €2 gegen die Funktion u : Q — R,

<>'—{O S (1)

Nach dem Satz von Lebesgue iiber die dominierte Konvergenz gilt daher
/\un(x) —ul(@)] de = lun — uly ™ 0. 2)
Q

Daraus folgt, dass (u,) eine Cauchy-Folge in C°(Q2) bzgl. der Norm || - ||; ist
(warum?), die aber nicht konvergiert.

Denn angenommen, es existiert ein w € C(Q) mit [ju, — w|); = 0. Wegen (2)
wiirde dann aber

/‘u(x)—w(cc)‘dx:() — w=u L%fi. auf
Q

folgen, was wegen der Stetigkeit von w in Q und wegen u € C°(Q\ {0}) zu dem
Widerspruch w = u in 2\ {0} fithrt. (Das hiefle, dass w eine stetige Fortsetzung
von u auf ganz 2 ist. Der Grenzwert lim,_,o u(z) existiert jedoch nicht.)

Unsere Beobachtungen fiihren also zu dem SchluB, dass schwache Normen (d. h. sol-
che, die durch Integrale definiert werden) mit klassischen Funktionenrdumen (wie
z.B. C) nicht vertréglich sind.

Das liegt daran, dass der Wert eines Integrals unveréndert bleibt, wenn man aus
dem Integrationsbereich eine Nullmenge herausschneidet. Mit anderen Worten: F.ii.
identische Funktionen haben die gleiche Integral-Norm.

Gerade die Variationsrechnung zwingt aber dazu, mit integralen Normen zu arbeiten.
Wir kehren daher zum Ausgangspunkt unserer Uberlegungen zuriick und erweitern
den Begriff der p—messbaren Funktion in der Art, dass das Problem ii) der Indefini-
theit von | - ||; nicht mehr auftritt. Die naheliegende Idee um dies zu erreichen ist,
die f. ii. identischen Funktionen zu einer Einheit zusammenzufassen, also Aquivalenz-
klassen solcher Funktionen zu bilden:

Sei (X, p) ein Mafiraum und fiir eine y—messbare Funktion u : X — R sei

[u] :={w: X >R, u~w}
die Aquivalenzklasse von u bzgl. der Relation
u~w = wu=w pfi aufX.

Es gilt:
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i) u ist p-integrierbar, d.h. es ist [y |u(z)|du(z) < oo, falls jedes w € [u] p—
integrierbar ist. In diesem Fall ist offenbar

/XIU(:IJ)!du(:v)=/X}w(x)]du(:c) fiir alle w € [u).

it) 0] ={w: X = R; w=0 pf i auf X}.

i) Sind u, w : X — R p-messbar und pu—f. . endlich (d. h. p-fi. reell) auf X, so
machen [u + w] und [cu] (c € R) Sinn.

Definition 1.2 (Fast iiberall definierte Funktion). )
Bine p-f.i. (eindeutig) definierte Funktion von X — R ist die Aquivalenzklasse [u]
einer p—messbaren und p—f. i. endlichen Funktion u : X — R.

Als Beispiel betrachte man die Aquivalenzklasse der Funktion u(z) = é—|: fiir jeden

Vertreter kann in x = 0 ein beliebiger Wert vorgegeben werden.

Wir vergessen also die Aquivalenzklasse [u] und reden von einer p-f.ii. eindeutig
definierten Funktion u (spiter werden wir auch wieder nur von einer Funktion reden,
wohlwissend, dass es sich dabei um eine Aquivalenzklasse von Funktionen handelt).
Diese kann natiirlich nicht mehr punktweise ausgewertet werden; es gibt lediglich ein
eindeutig bestimmtes Integral (sofern dieses existiert). Eine punktweise Auswertung
ist demnach nur nach Wahl eines Vertreters bzw. Reprasentanten fiir [u] moglich.

Bemerkung 1.3.

i) Bine p—f. 1. definierte Funktion v : X — R ist p. d. <, =, > 0, falls entsprechen-
des fiir jeden Vertreter der zugeh. Aquivalenzklasse [u] zutrifft. Beispielsweise
bedeutet [EQ] =0, dass jede mit 1 L'~f. ii. auf R ibereinstimmende Funktion
LYf 4. identisch der Nullfunktion ist.

ii) Sei Q C RY offen und u : Q — R sei eine L%~messbare Funktion. Dann gibt es

in [u] hochstens einen stetigen Vertreter (vgl. A.2.77). Allgemein braucht eine
solche Funktion also nicht einmal stetig zu sein.
Gibt es fiir die fast iberall eindeutig definierte Funktion u genau einen stetigen
Vertreter (bzw. genau einen Vertreter der Klasse C* mit einem k € [1,00]), so
nennt man u selbst wieder stetig (bzw. von der Klasse C* ) und schreibt wie iiblich
wieder u € C°(Q) (bzw. u € C*(Q)). (Man beachte, dass diese Sprechweise nur
dann Sinn macht, wenn es nur genau einen solchen Vertreter gibt!)

Definition 1.4 (Lebesgue-Raum). Sei (X, pu) ein Mafiraum und sei 1 < p < oo.
Dann heifit der durch

LP(X;p) == {u: X = R; u pf . definiert mit ||ul|, < oo}

mit

=

[l == llullpx = (/X }U(I)lpdu(x)) € [0,00]

erklirte normierte Raum (LP(X;p), | - ||,) der Lebesque—Raum der auf X bzgl. dem
Mafip p—summierbaren Funktionen.
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Bemerkung 1.5.

i) Sei N versehen mit dem Zdihimafpy. Dann sind die bzgl. piy messbaren Funk-
tionen Folgen u := (u,) C R, und es gibt nur eine py—Nullmenge, niamlich die
leere Menge. Man erhdlt hier

und schreibt auch (P statt LP(N; pig). Dann ist

1
P

uelrr — ||u||p=<2}un(a;)\p> < 00

ist. Der Raum (P heifst der Raum der p—summierbaren Folgen. Insbesondere ist
' genau der Raum der absolut konvergenten Zahlenreihen.

i) Fir Q C R schreiben wir iiblicherweise LP(Q) statt LP(Q; LY). Weiter unten
werden wir auch LP—Réiume LP(Q)P = LP(Q,RP) fiir Funktionen Q — R? (D €
N mit D > 2) erkliren.

Satz 1.6 (Vollstandigkeit der Lebesgue-Raume).
Sei (X, p) ein Mafraum und sei 1 < p < oo. Dann ist LP(X; u) ein linearer Raum,

welcher vermége || - ||, zu einem Banach—Raum wird.
Insbesondere sind also (LP(2),]| - |l,) und (€7, | - ||,) Banach—Rdume.

Zum Beweis dieser Aussage bendtigt man das folgende.?

Lemma 1.7.

i) (Holder—Ungleichung)
Seien 1 < p,q < oo konjugierte Fxponenten, d.h. es gelte %—i—% =1 (also

q = 315), und seien u € LP(X; p) sowie w € L(X; p). Dann ist uw € LYX; p)
und es gilt

/X ] du(z) < [l ]y

ii) (Minkowski—Ungleichung)
Sei 1 < p < oo und seien u,w € LP(X; ). Dann ist auch u+w € LP(X; ) und
es gilt
lu +wllp < Jlully + 1wl

In der Holder—Ungleichung gilt Gleichheit, falls w = cw (f.i.) mit einem ¢ € R ist.
Beweis:

i) Seien s,t,c,f > 0 mit o« + 8 = 1. Wegen der Konkavitéit des Logarithmus ist
dann (vgl. Fig. 2)
log(as + 5t) > alog s + Slogt,

2 Die Holder-Ungleichung gilt auch mit den Wahlen p = co und ¢ = 1 (mit der Konvention é := 0). Dies wird
spiter klar, wenn wir den Raum L°°(X; u) erklidrt haben. Entsprechendes gilt fiir die Minkowski—Ungleichung.
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also as + Bt > s*tP. Sind nun die konjugierten Exponenten « := % und S := %

und wihlen wir s := 2/, ¢ := y'/% mit x,y > 0, so erhalten wir die Ungleichung:
1 1
xy < —af + -yt (3)
p q
Natiirlich gilt (3) trivialerweise, wenn = 0 oder y = 0 ist. Selen nun
llullp, ||wll; > O (sonst ist die Behauptung trivial). Wir setzen nun z := %
und y := % und gelangen mit (3) zu
1 p 1 a
I W W
Jull, lwlle = 2 llullp ¢ llwllg

und Integration iiber X liefert

1 1 1 1 1 1
Jwldi< ot [ ppdu s [elrdi=1,
Tl Tl Jx p Tl Jx o Tl J

und damit die Behauptung.

Der Fall p = 1 ist offensichtlich. Sei also p > 1 und ¢ := 1% (d.h. p und ¢ sind

konjugierte Exponenten). Wir zeigen zunéchst, dass |u + w|P integrierbar, also
u+w e LP(X;p) ist. Es ist

lu +wl? < (]u\ + |pr < (Qmax{]u\, |w|})p
= 2P max {|ul?, |w’} < 2°(|uf? + Jw|?),

wobei Représentanten fiir « und w gewéhlt, und das Maximum punktweise ge-
bildet wurde, d. h. die Ungleichungen gelten p—f. . auf X. Damit ist

/ru+w|pduszp</ IU|pdu+/ Iw!”du>,
X X X

also u +w € LP(X; ) gezeigt. Nun wird mit i)
|u +wl) = / |u + w|P dp = / lu + w|P~Hu 4 w| dp
b X

S/ |u|]u+w|p_1d,u+/ lwl|u 4w’ du
X X

a q
snullp( / IU+qu(p_”du> +||w||p( / |U+w|(”‘”qdu>
X X

2
= (Ilullp + llwllp) lle + wll5

woraus die Behauptung fir ||[u + wl||, > 0 unmittelbar folgt (sonst gilt das
Behauptete trivialerweise). O
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Beweis von Satz 1.6.

Sei w € LP(X; ). Ist |lul|, = 0, so ist u = 0 (genauer: [u] = 0). Ferner ist ||cul|, =
|c|||u||, fir alle ¢ € R und wegen Lemma 1.7ii) gilt die Dreiecksungleichung, d.h.
LP(X; p) wird vermoge || - ||, zu einem normierten Raum.

Sei dazu (u,) C LP(X;u) eine Cauchy-Folge bzgl. || - ||,. Dann geniigt es zu zeigen,
dass eine Teilfolge (un,) . von (u,) gegen eine Funktion u € LP(X;u) konvergiert.
Denn eine Cauchy—Folge mit konvergenter Teilfolge ist bereits selbst konvergent:

k
[un = wllp < lJun, = ullp + |t = nllp = 0.

Wegen der Cauchy—Bedingung fiir (u,) gibt es zu jedem k € N ein N, € N, N, > k

derart, dass
> un — un ||, < DBERESY (4)
k=1 k=1

Setzen wir Uy, 1= un, und w, ==Y, _, |Ug+1—ug| fiir v € N, so ist wegen (4) [jw, ||, < 1.
Nach dem Lemma von Fatou ist dann

/ |lim w,, [P dp < lim inf/ |w, [P dp = lim inf [jw, |7 < 1,
X 12 v X 12

d. h. lim, w, existiert fiir y—f.a. x € X. Damit haben wir
‘ﬂk — uy(x Z‘uyﬂ —u,(z )| B fiir pu—fa reX,

weshalb also (uy,) fiir p—f. a. x € X eine Cauchy—Folge in R ist. Die punktweise Grenz-
funktion u(x) := limy ug(x) existiert fir u—f. a. € X ([u] ist dadurch wohldefiniert).
Bleibt zu zeigen, dass u € LP(X; ) ist. Wieder unter Verwendung des Lemmas von
Fatou erhalten wir aus der punktweisen Konvergenz von (wy):

/]u—ﬁy\pdu:/lim\ﬁk—ﬁ,,]pd,ugliminf/ |uy, — 1, |P dp
b'e x k k X

P
= limkinf [, — || = (limkinf ||t — ﬂy||p)

k—1 P 0 P
Lo N - (4) L y
< <llmk1nf g 1041 —uj||p> < ( g 2 ]> — 0,
j=v

Jj=v

ergo u — u, € LP(X; ) fiir alle v € N, und damit auch u € LP(X; p). O

Unmittelbar aus der soeben durchgefiihrten Konstruktion ergibt sich:

Korollar 1.8 (Punktweise Konvergenz fast iiberall).

Seien 1 < p < oo und (u,) C LP(X; u) eine Folge mit u,, —: u in LP(X; p). Dann gibt
es eine Teilfolge von (uy,) (0. E. (uy,) selbst) derart, dass (nach Wahl eines Vertreters)
gilt:  un(r) = u(z) fir pf a recX.

LP—Konvergenz impliziert also punktweise Konvergenz fast iiberall (wenigstens) fiir
eine Teilfolge fiir , geeignete” Vetreter. Dabei bedeutet ,geeignet®, dass man fiir
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jedes Folgenglied und auch fiir die Grenzfunktion einen beliebigen Repréasentanten
zu wihlen hat. Es ist demnach allgemein falsch, dass die Folge selbst punktweise f. .
konvergiert.

Beispiele.
i) (7 ist ein Banach—Raum.
i) LP(SY) ist ein Banach—Raum fir Q C RY.

iii) LP(w; H®) fir eine s—dimensionale (geniigend glatte) Untermannigfaltigkeit w C
R?. Dabei bezeichnet H® das s—dimensionale Hausdorff-Maii.

In unserer Skala fehlt noch der Raum L*>(X; i), dessen Definition durch die iiquiva-
lenzklassenbildung etwas erschwert wird.

Definition 1.9 (Essentielles Supremum/Infimum).
Sei (X, ) ein Mafraum und sei u eine u—f.i. eindeutig definierte Funktion. Dann
heiiit die Grofle

ess sup, ey u(z) = inf {c eR; w< e p—fii auf X fir jedes w € [u]}

= inf { sup u(x)} € (—o0, 0]

m(N)=0 zeX\N

das essentielle (oder wesentliche) Supremum von u auf X. Entsprechend ist das es-
sentielle (oder wesentliche) Infimum essinf,c x u(z) von u auf X erkldrt.

Mit dem essentiellen Supremum lésst sich nun eine Norm erkléren:

lullse := llutlloc: x = esssup,ex |u(z)

I

Tatséchlich ist || - || eine Norm, welche den Raum L>(X; u) der p—f. ii. auf X eindeu-
tig definierten, beschrankten Funktionen, den wir gleich definieren, zu einem Banach—
Raum macht. Wir nennen die Norm || - ||oo auch wieder Supremum-Norm.

Bemerkung 1.10.
i) Es ist ||ul]|oc < o0, falls es einen Vertreter w von u gibt, der auferhalb einer
pu—Nullmenge beschrinkt ist. In diesem Fall ist ||u||o die kleinste dabei vorkom-
mende Schranke.

i) Seien X := R und p := L'. Dann ist supg 1 = 1, aber esssupg I = 0.
Bei der Berechnung des ,,gewdhnlichen Supremums® spielt jeder Funktionswert
eine Rolle, beim essentiellen Supremum werden dagegen Werte auf Nullmengen
1gnoriert.

Satz 1.11 (Vollstandigkeit von L>).
Sei (X, 1) ein Mafraum. Dann ist der Raum

L®(X;p) == {u: X = R; u pf. . definiert mit ||ul|o < 00}

der p—f. 1. eindeutig definierten, beschrdnkten Funktionen wollstindig bzgl. der
Supremum-Norm || - ||o-
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Beispiele.
i) £ ist ein Banach—Raum, der Raum der beschrdnkten Folgen in R (vgl. Bsp. 1.5).

ii) L>°(Q) ist ein Banach—Raum fiir  C R
i) L°°(w; HF) fiir eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit w C R,

Beweis von Satz 1.11.

Zunichst iiberlegt man sich leicht, dass durch || - ||« tatséchlich eine Norm auf
L°(X; ) erkliart wird. Dies sei dem Leser als Ubung iiberlassen.

Wir zeigen die Vollsténdigkeit: Sei dazu (u,) eine Cauchy-Folge in L>*(X; ). Wir
wéhlen Vertreter fiir u,, (wieder mit u,, bezeichnet), und wissen, dass

|un () =t (2)] < Jttn — Ul 20 fir pfoa. oz € X,

d.h. fiir alle x € X auBerhalb einer p~Nullmenge N.? Ferner existiert eine positive
Konstante ¢ mit |u,(z)| < [Jul|s < ¢ fiir p—f.a. 2 € X und alle n € N. Also ist

limu,(z) ; z€ X\N
u(x) =4
0 ; veN

fir alle # € X wohldefiniert und p—messbar (als punktweise Grenzfunktion p—
messbarer Funktionen).* Fiir x ¢ N ist

[u(@) = ()] = lim |, (2) = wn ()| < liminf [[u, — |,

also ||t — tpm|lee < liminf, [, — Um|leo — 0. Daher ist u — u,, € L>(X; ) und die
Behauptung folgt. 0

Beobachtungen.
i) Sind w,,u € L®(X;p) mit u, = u in L®(X;p), so strebt fir alle Vertreter

u, ~ u gleichmdpig auferhalb einer p—Nullmenge. Mit anderen Worten ist ||| oo
die Norm der u—f. i. gleichmdfigen Konvergenz.

i1) Ist (X)) < oo, so ist LP(X;pu) D LYX;p) fir allel < p < q < oo und es gilt in
diesem Fall
lullp < flully w(X) 2741,

Man iiberlege sich etwa fir X = R und u = L' Beispiele die zeigen, dass u(X) <
oo keine unndtige Voraussetzung ist.

Unser néchstes Ziel ist die Charakterisierung der zu den Rdumen LP gehorigen dualen
Réaume linearer, stetiger Abbildungen von L” — R. Dazu beschéftigen wir uns vorweg
etwas allgemeiner mit linearen Abbildungen zwischen normierten Riumen.

Ist (X - ||) ein normierter Raum, so bezeichnen wir mit B die offene Einheitskugel
in X, also

B:= {x €X; |z|| < 1}.

3 Hier geht ein, dass abzihlbare Vereinigungen von Nullmengen wieder Nullmengen sind.
4 Statt u auf N identisch 0 zu setzen, hitte man natiirlich auch jeden anderen Wert nehmen kénnen.
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Definition 1.12 (Stetige lineare Abbildung).
Seien X, Y normierte R—Vektorrdume. Eine lineare Abbildung T : X — Y heifit stetig
(oder auch beschrinkt), falls die Grofie

Tx
ITloo = Ty = sup [T = sup L2l
+cB vex\{o} [zl

endlich ist.

Vorsicht! Der Terminus , beschrinkt“ bedeutet hier nicht ||Tz| < const fiir alle
x € X, sondern ||Tz|| < ||T]||x|| fir alle z € X. Um solche Verwechslungen auszu-
schlieflen, sprechen wir im Folgenden stets von einer . stetigen“, linearen Abbildung.
Das folgende Lemma rechtfertigt diese Nomenklatur.

Vorweg erinnern wir an den Begriff der Lipschitz—Stetigkeit. Sind X und Y normierte
R—Vektorraume, so heifit eine Abbildung T': X — Y Lipschitz—stetig (oder dehnungs-
beschrinkt) mit Lipschitz—Konstante L € [0, 00), falls

|Tx —Ty|| < L||lx —y|| firalle z,ye X
gilt, wobei L die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft ist. Genauer ist:

Tr —Ty
L := sup —H H =Tl
swex ||z —y|
Ty

(sofern dieses Supremum existiert).

Lemma 1.13.
Sei T : X =Y eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:

i) [ Tloe < o0

ii) T ist stetig in 0.
i11) T st iberall in X stetig.
i) T ist Lipschitz—stetig.

Sei L := ||T||oo < 00. Per Definition ist ||Tz| < L fiir alle z € X mit ||z|| < 1. Fiir

beliebiges z 7# 0 sei x := =r. Dann ist |Tz|| < L||z]|, und mit z := x — y folgt

[Tz —Ty|| < Lljx —y|| fiir alle z,y € X,

also T Lipschitz—stetig mit Lipschitz—Konstante L. Insbesondere ist T" iiberall stetig,
also auch im Ursprung.

Sei nun umgekehrt 7' Lipschitz—stetig. Fir y = 0 wird dann [|[Tz| < L||z||, also
|Tx|| < L fiir alle x € X mit ||z] < 1.

Sei T stetig in 0, dann ist ||[Tz| < 1 falls ||z|| < € ist fiir ein € > 0. Fiir z € B ist
llex|| < e und daher

1

€

und es folgt || 7] < L, also (i). O

IT(ze)| <1 ||T|| <
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Bemerkung 1.14.
i) Die Grife |T||s heifit (falls sie endlich ist) die Operator—-Norm von T'. Stetige,
lineare Abbildungen T nennt man auch lineare Operatoren — daher der Name
der Norm.

it) Die Menge der stetigen, linearen Abbildungen
L(XY):={T:X =Y linear; |||~ < 0o}
ist ein linearer Raum. Wir schreiben £(X) statt £ (X, X).

ii1) Fir dim X, dimY < oo sind alle linearen Abbildungen stetig, ganz unabhdngig
davon, welche Normen X und Y tragen. Dies ist i.a. falsch fiir unendlich—
dimensionales X (vgl. ibung).

i) Sei (X, p) ein Mafraum, wobei 1(X) < oo sei. Wir setzen
T:L®(X;u) — LNX;p), Tu:=u

(T ist der sog. Einbettungsoperator). Dann ist

\wwfaﬁmmMsmxwww

50 dass ||T||o = p(X) ist.

v) Man nennt X* := £ (X,R) den zu X gehorigen Dualraum, bestehend aus den
stetigen linearen Funktionalen von X — R.5

Satz 1.15 (Vollstandigkeit des Raums der stetigen linearen Abbildungen).
Ist Y ein Banach—Raum, so ist £ (X,Y) vollstindig bzgl. der Operator—Norm. Ins-
besondere ist X* ein Banach—Raum (X selbst muss aber kein Banach—Raum sein).

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wenden wir uns wieder den Lebesgue-Raum-
en zu, deren Dualrdume LP(X;p)* = £ (LP(X;p),R) wir niher studieren wollen.
Wir betrachten vorweg ein Beispiel.

Beispiel.
Sei (X, ) ein Mafiraum. Dann wird durch T": L} (X; ) — R,

Tu ::/ wdjs
b's

ein stetiges, lineares Funktional auf L'(X; u) definiert. Mit anderen Worten ist T’ €
L'(X; p)*. Denn fiir jede Funktion u € L'(X; p) ist

(/w@s/wwzmm
X X

Fiir (X)) < oo liegt T sogar in allen Dualrdumen LP(X; p)* mit 1 < p < oo (warum?).

Tul =

5 Auf unendlich-dimensionalen Rdumen X sind die linearen Abbildungen X — R nicht automatisch stetig, wie
dies fiir endlich—dimensionale X der Fall ist. Daher spricht man hier auch vom stetigen oder topologischen Dualraum
X*, welcher in diesem Fall ein echter Teilraum des algebraischen Dualraums aller linearen Abbildungen X — R ist.
In der Literatur findet man auch die Bezeichnung X' fiir den stetigen Dualraum.
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Bemerkung 1.16.
Seien (X, ) ein Mafsraum, 1 < p < oo und

oo ;o p=1
qg:=p = ]%  l<p<oo (5)
1 5 p=oc.

Dann ist fir jedes fizierte w € L X; u) das Funktional T,, : LP(X;pu) — R,

Twu = / uw dp (6)
X
wohldefiniert. Nach der Hélder—Ungleichung (Lemma 1.7 1)) ist
| Toul < lullpllwlly,
oder also | Tyl < ||wllg, d.h. es ist T, € LP(X;p)*. Es gilt sogar
| Tulloe = llwlly  fiir alle w € LY(X; p). (7)
Letzteres sieht man wie folgt: Fir 1 < q < oo und ein w € LI(X;u) sei u :=
lw|?™ 1 sgn(w), wobei
oy [ w#0
sgn(w) := ¢ w7 0) 0
0 ; [w=0]
Im Fall ¢ =1 ist dann u = sgn(w) und

Tou= [ Juldn = s € L*(X: ).
X

Im Fall 1 < q < oo ist

/|UIpdu=/ leqduzfuwduszu,
X X X

und wegen ||ul|, = ||wHZ/p ist (0. E. sei ||ul|, # 0, sonst ist w =10)

u
ﬂ(——):ww
Tl q

Der Fall g = oo ist etwas aufwendiger.
Halten wir also fest: Die Abbildung J : L9(X; u) — LP(X; p)*, gegeben durch
Jw =T,
ist eine lineare Isometrie, d. h. J ist linear und ldngentreu,
ITulloe = lolly fitr alle w e L9(X; ),

wobei die letzte Identitiit nach (7) gilt. Insbesondere ist J injektiv, denn J(w) = 0
heifit T,, = 0, was nach (7) w = 0 ergibt. Schwieriger ist der Beweis der Surjektivitét
(vgl. [Al] Satz 4.12, S. 159), der jedoch nur fiir p < co (und ¢ > 1) gelingt. Insgesamt
folgt:

6 [w # 0] steht fiir die Teilmenge des Definitionsbereichs (hier X) der Funktion w, wo w # 0 ist.
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Satz 1.17 (Riesz).
Sei 1 < p < oo und sei q wie in (5). Dann ist die Abbildung

J: LX) = LX), wis Ty,
mit T,, wie in (6), ein (isometrischer) Isomorphismus, d. h. es ist
LP(X;p)" = LX)
Wir schreiben auch kiirzer (LP)* = L. Man beachte, dass diese Aussage im Fall
p = oo falsch ist, wie wir weiter unten noch sehen werden.

Bemerkung 1.18.
i) Firp=1ist L"(X;pu)* = L>(X;u), d.-h. ist T : LN(X; ) — R ein lineares und
stetiges Funktional, so gibt es eine Funktion w € L®(X; u), so dass T =T,.
i) Fir p = 2 st L2(X;p)* = LA(X;p), d. h. ist T € L*(X;u)*, so gibt es eine
Funktion w € L*(X;u), so dass T = T,,. Die Isomorphie von L* und L* ldsst
sich auch ganz ohne Maftheorie beweisen, wie wir in § 4 feststellen werden.

i11) Speziell ist ((*)* = ¢* (vgl. Beispiel 1.51i)), d.h. ist T € (52)*, so existiert eine
Folge w := (wy,) € 2 mit Tw, =Y, . unwWn, = Tyu fir alle u := (u,) € (2.

Es gilt tatsdchlich
Lemma 1.19. Fir einen Mafiraum (X, ) gilt im Allgemeinen
LY(X;p) G Lo (X p)"
Eine Begriindung liefert der folgende Satz von Hahn-Banach, den wir an dieser Stelle
nicht beweisen wollen (vgl. [Al] Satz 4.14 und Satz 4.15).

Satz 1.20 (Hahn—Banach).
Seien (X, ||-]|) ein normierter Raum, U C X ein Unterraum und 7 € U*. Dann gibt
es eine Fortsetzung T € X* von 7, d. h. Ty =7 und ||T|co = ||7]|c0-

Beweis von Lemma 3.17: Sei nun 7 : C%(R?) — R, 7u := u(0). Dann ist 7
offenbar linear und es ist |7u| < ||u|ooc = supga |u| < 0o, da u stetig und beschrankt
ist. Ferner ist C%(RY) C L>®(RY).

Nach dem Satz von Hahn-Banach 1.20 gibt es eine Fortsetzung 7' € L*°(R%)* von 7.
Angenommen, es existiert eine Funktion w € L'(IR%) mit

Tu = / uwdr = Tyu fiir alle u € L®(RY).
R4

Dann ist
0=u(0)=7u="Tu="Tyu firale u¢c C%R?) mitu(0)=0.

Sei nun © C R? offen mit 0 ¢ Q. Damn ist [,uwdz = 0 fiir jede Funktion
u € C%N) C C%(Q), und daher w = 0 pf. ii. auf Q, also w = 0 pf.ii. auf RY. (Dabei
haben wir das nachfolgende Fundamentallemma der Variationsrechnung (Lem. 1.25)

"Im Fall p = 1 ist zusiitzlich zu fordern, dass X abzihlbar y—messbar ist, d.h. es gibt abziihlbar viele g—messbare
Mengen A, C X (n € N) mit u(A,) < oo und X = UneN A,,. Falls X = Q Cc R4 und w= £4 ist dies offenbar immer
erfiillt
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benutzt.) Damit ist 7' = 0, also auch 7 = 0; ein Widerspruch, da es Funktionen u
gibt mit 7u # 0. Dies zeigt, dass der Dualraum von L* i. a. nicht mit dem Raum L!
iibereinstimmen kann. ([l

Wir stellen noch eine andere Version des Satzes von Hahn—Banach vor, die wir spéater
bendtigen werden:

Satz 1.21.
Sei (X, |- |) ein normierter Raum. Dann gibt es zu jedem x € X \ {0} ein T € X*
mit |T||cc = 1 und Tz = ||z||.

Wir betrachten zunéchst die lineare Hiille (x) von x und definieren auf U := (x) fiir
y = ax durch 7y = a||z|| ein stetig lineares Funktional mit ||7|| =1 und 72 = ||z||.
Mit Satz 1.20 folgt die Behauptung. O
In U1 haben wir den Raum C> der Testfunktionen kennengelernt. Diese Funktionen
spielen eine besondere Rolle, wie der folgende Satz zeigt

Satz 1.22 (Dichtheit von C2° in LP).

Sei Q@ C RY offen und sei 1 < p < co. Dann liegt der Raum C>(2) dicht in LP(Q),
d. h. zu jeder Funktion u € LP(Q) gibt es eine Folge (n,) C C>(Q), so dass 0, - u
in LP(Q) gilt.

Bemerkung.
Fiir p = oo ist die Aussage von Satz 1.22 falsch, denn sonst hétte jede Funktion aus
L>(2) einen stetigen Vertreter (gleichméBige Limiten stetiger Funktionen isnd stetig).

Zum Beweis benotigen wir folgende Hilfsausagen

Lemma 1.23. a) Seiu € LP(Q), u> 0 L-f.
i. mit Q C R? offen und 1 < p < oo. Dann gibt es eine Folge einfacher Funk-
tionen (u,) mit y, < Upiy und u, — u in LP(Q).

b) Seiu:Q — R eine einfache Funktion, dann gibt es eine Folge n, C C§°(2) mit
Nn — w in LP(Q) fiir alle 1 < p < oo.

a) u ist einfache Funktion heifit u ist von der Form
T
u(x) = ZakﬂAk ('I)a (677 2 Oa
k=1
mit £%fast disjunkten, £% messbaren Mengen A; mit

LY(Ay) <oco und Q= U Ay

k=1

Nach Definition des Mafintegrals existiert eine Folge einfacher Funktionen (u,,) mit

u, < u Lf.4. und
/ ]un]pdx/‘/ lulP dz, n — oo
Q Q

wobei wir ohne Einschrénkung u, < w,;; annehmen konnen (dies entspricht der
Untersumme). Es folgt wegen |u,, [P < |u|P L-f.ii.

/ [
Q
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also |u,|? = |ulP in L'(Q). Nach Teilfolgenwahl erhalten wir Konvergenz punktweise

L-fii. (vgl. Korollar 1.8) und daher u, — u L£%f.ii. (wobei wir die Teilfolge wieder
mit (u,) bezeichnen). Nach dem Satz von Levi iber monotone Konvergenz strebt

dann bereits u, — u in LP(12).
b) Sei u einfach, d.h.

u(z) = Z aply, (z).
k=1
Wir wihlen eine Folge n* € C5°(Ax) mit

D () = 1, wenn dist(z,0Q) > 2/n
" 0, wenn dist(z,00) < 1/n

und 0 < 77;?’“ < 1. Definieren wir Ai/ " als Menge der Punkte in Aj deren Abstand
zum Rand von Ay, kleiner oder gleich 2/n ist, folgt

[ o= [ e < 244 S0,
k k

Nun definiert man n, € C§°(€2) durch

() =) ax* ().

Es folgt
/ [Ny — ulP de = Zai/ T4, — 0[P do 5 0,
Q o Q

also die gewiinschte Konvergenz. O

Beweis von Satz 1.22.

Sei eine Funktion u € LP(Q2) vorgegeben. Wir schreiben u = ut 4+ u~, wobei u™ :=
max(u,0) und v~ := min(u, 0), und approximieren die Funktionen u* separat. (Man
iiberlegt sich leicht, dass mit u auch die Funktionen u® zur Klasse LP(Q2) gehoren).
Nach Lemma 3.8 a) existiert zu n € N eine einfache Funktion u,, mit

ln = ull, < 5.

Zu u,, finden wir nach Lemma 3.8 b) eine Funktion n, € C§° mit

1 = wal, < 5
Insgesamt erhalten wir

1

17 — UHp < [Inn — uan + I — uan < n’

d.h. (n,) C CF° leistet das Gewiinschte. O
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Zum Abschluss dieses § fithren wir noch lokale sowie vektorielle Versionen der
LP-R&aume ein, und beweisen das iiberaus wichtige Fundamentallemma der Variati-
onsrechnung. Dieses wird uns in §5 zu einem verallgemeinerten Ableitungsbegriff fiir
LP—Funktionen fiihren.

Definition 1.24. Seien Q C RY offen, und 1 < p < oo. Wir definieren L} () als

loc

Menge der L. 4. auf Q eindeutig definierten Funktionen u : Q — R mit
u € LP(w) fir alle w € Q.

Zur Erinnerung: w € €2 bedeutet, dass w kompakte Teilmenge von € ist. Als Beispiel
betrachte man die Funktion u(z) = 1/2 mit Q = (0,1). Dann gehort u zur Klasse
L} .(Q) aber nicht zu L*(Q).

(Natiirlich lassen sich analog auch lokale Versionen von LP(X;u) definieren, wenn
(X, p) ein Mafraum mit einem normierten (oder auch nur topologischen) Raum X
ist.)

Fiir vektorwertige Funktionen u := (u!,...,u”): Q — RP (D € N) definieren wir:

LP(Q)P = LP(Q,RP) := {u QSR W e [P(Q) firalley =1, D}

und versehen diesen Raum mit der Norm:

1
P
(Z,L Hu"Hi) R

D v . _
max, Hu HOO ;P = 00.

[lly = [lullop =

Selbstredend tibertragen sich alle Eigenschaften der Rdume LP(§2) auf die vektoriellen
Versionen (Vollsténdigkeit, Holder—Ungleichung, ... Dualrdume). Schlielich kann man

auch hier noch lokale Versionen L (Q)P = L7 (Q,RP”) einfiihren.®

8 TIn der Literatur finden sich auch die Bezeichnungen L,(Q), Lé,"c(Q) sowie entsprechende Notationen fiir die
vektoriellen Versionen.
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Lemma 1.25 (Fundamentallemma der Variationsrechnung).
Sei Q C R? offen und u € L}, (Q) erfiille

loc

/Qu(x)n(m) de =0 firalle ne C5(Q). (8)

Dann ist u = 0; genauer ist u =0 f. 1. auf Q). Ist dagegen
/ u(z)n(x)dr >0 fir alle ne C(Q),n >0,
)

so ist uw >0 f. 4. auf Q.

Wir zeigen nur den ersten Fall, den zweiten behandelt man analog. Sei u € L},.(£2)

eine Funktion, welche der Bedingung (8) geniigt und w € 2 beliebig. Dann gibt es
nach Lemma 3.8 eine Folge (1,) C C§°(w) mit 0 <7, <1 so dass

Nn — 1, in LP(w) bei n — oo.
und nach Teilfolgenwahl (vgl. Korollar 1.8)

Nn — 1, punktweise bei n — oo.

Mit dem Satz von Lebesgue tiber dominierte Konvergenz (|u| ist die Majorante) und
(8) ergibt sich

0= / u(z)n, (z) do = / u(z)l,(z)de = / u(z) dz. 9)
Q Q w
Wir wiihlen einen Vertreter fiir u (ebenfalls wieder mit u bezeichnet) und betrachten
die £4% messbaren Mengen
OF = {z € QO uF(z) = u(x)}.

Sei £L4(QT) > 0. Wihlen wir w € QF mit £4(w) > 0, so erhalten wir wegen (9) und
u > 0 auf w, dass £4(w) = 0 sein muss; Widerspruch. Es folgt, da £? ein Radon-
Mafist, *






Kapitel 2

Schwache Konvergenz

Ist X ein endlich—dimensionaler, normierter Raum, so besitzt jede beschrankte Fol-
ge in X eine in X konvergente Teilfolge. Diese Aussage ist als Auswahlprinzip
von Bolzano—Weierstrafi bekannt; man sagt auch der Raum X sei (folgen—) kom-
pakt'. Wie das nachfolgende (einfache) Beispiel zeigt, ist diese Aussage in unendlich—
dimensionalen R&umen i. a. nicht mehr richtig.

Zur Motivation der Begriffsbildung ,,schwache Konvergenz*“ betrachten wir eine ab-
strakte Variationsaufgabe: Sei (X, || - ||) ein normierter Funktionenraum und sei
) # € C X eine gegebene Teilmenge (in der konkreten Problemstellung wird die-
se Teilklasse durch Vorgabe von Randwerten oder durch andere Nebenbedingungen
festgelegt). Wir betrachten ein Funktional®> T : X — R, welches in der Klasse €
minimiert werden soll. Gesucht ist also eine Funktion u € € mit

Tu] = J,Ielng[w} =T

Dabei verlangt man, dass T koerziv ist, d. h. es ist
Tw] > a|lw||+p firalle weX (1)

mit Konstanten o, € R, a > 0. Wegen (1) ist T[w] > f fiir alle w € €, also
insbesondere 7 € R. Nach Definition des Infimums existiert daher eine Minimalfolge
(um) C € fiir T, d. h es gilt:

lim T[u,,] =7

und aus (1) folgt unmittelbar die Normbeschrinktheit dieser Folge:
Sup ||y, || < oco.

Existiert nun eine in X konvergente Teilfolge (umk)k C (Up,) Mit Uy, rueX , SO
priife man, ob die Grenzfunktion u wieder zur Klasse € gehort und ob ferner

Tu] = lilgn T[tm,] (2)

! In metrischen (und damit auch in normierten) Riumen ist ,folgenkompakt“ gleichbedeutend mit ,,iiberdeckungs-
kompakt“. In allgemeinen topologischen Réumen ist dies i. a. falsch! Die Topologie des Raums muss dafiir wenigstens
eine abzdhlbare Basis besitzen. Dies ist insbesondere in sog. separablen Raumen der Fall (s. u.).

2 Damit sei hier nicht ein lineares Funktional (linearer Operator) gemeint, sondern eben irgendeine , Funktion®,
deren Argumente Funktionen aus X sind; allgemein hat ein Funktional Werte in R.

25
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gilt. In diesem Fall ist dann offenbar u eine Losung des Variationsproblems.

Das Problem besteht nun darin, dass in einem Funktionenraum (der unendlich-
dimensional ist) i.a. keine konvergente Teilfolge der Minimalfolge (u,,) existieren
muss. Unsere Forderungen sind also offenbar zu stark. Daher benétigen wir eine Ab-
schwichung des Konvergenzbegriffs: Wir werden noch sehen, dass in gewissen Raumen
diese schwache Konvergenz unter gewissen Voraussetzungen die Auswahl einer kon-
vergenten Teilfolge erlaubt. Hat man eine solche Teilfolge (“mk)k C (um) gefunden,
deren (schwache) Grenzfunktion u zur Klasse " gehort, kann man aber in der obigen
Situation nicht mehr erwarten, dass (2) gilt. Um zu erreichen, dass u tatséchlich eine
(schwache) Losung des Variationsproblems ist, geniigt es aber, dass

Tu] < limkinf T[tm,] (3)

ist. Letzere Eigenschaft nennt man (schwache) Unterhalbstetigkeit (s.

Definition 2.1 (Schwache Konvergenz).
Sei (X, ||-||) ein normierter Raum. Eine Folge (x,) C X heifit schwach konvergent
gegen ein x € X, falls gilt

o(r,) = p(z)  fir alle ¢ € X*.
In diesem Fall schreiben wir ©, — x.

Das schwache Analogon zur Bolzano—Weierstra—FEigenschaft in unendlich—

dimensionalen normierten Riumen (X, | - ||) lautet dann:
Tpy iw€X
() C X, sup|jz,|| <00 = T (4)
n fiir eine Teilfolge (z,,,) .

Einen Raum X, in dem (4) gilt nennt man auch schwach (folgen—) kompakt.

Das schwache Auswahlprinzip (4) gilt jedoch keineswegs in jedem unendlich—
dimensionalen, normierten Raum, wie wir weiter unten noch sehen werden. Die
Ré&ume, in denen dieses Prinzip Giiltigkeit hat, sind genau die sog. refleziven Raume,
die wir gleich definieren werden. Da die schwache Konvergenz durch die Konvergenz
stetiger linearer Operatoren in X* (vgl. § 1) erklért ist, schicken wir noch einige allge-
meine Tatsachen iiber Folgen linearer, stetiger Operatoren vorweg. Der folgende Satz,
der auf Banach und Steinhaus zuriickgeht, liefert ein Prinzip fiir die gleichméflige Be-
schrinktheit von Folgen stetiger linearer Operatoren auf Banach—R&umen, welches
besagt: Aus der punktweisen Beschrinktheit einer Folge stetiger linearer Operato-
ren, folgt bereits die gleichmdjfige Beschrdnktheit dieser Folge.

Satz 2.2 (Banach-Steinhaus).
Seien X ein Banach—Raum, Y ein normierter Raum und (T,)) C £ (X,Y) eine Folge
stetiger linearer Operatoren derart, zu jedem x € X eine positive Konstante ¢ = c(x)
existiert mit sup,, | Toz|| < ¢. Dann ist die Folge (T,,) beschrankt (bzgl. der Operator—
Norm), d. h. es ist
sup || 7|0 = sup sup ||Tz|| < oo.
n n 2eB

3 Natiirlicher wire es hier schwache Stetigkeit zu verlangen, jedoch sind bereits sehr einfache Funktionale nicht
schwach stetig.
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Beweis: Wir nehmen an, dass fiir jede offene Kugel B C X

sup sup ||Tnz|| = sup sup ||T,z|| = oo (5)
n  x€dB n z€dB

ist. Demnach gibt es ein n; € N und ein z; € B mit ||T,,,2,]| > 1. Da T,,, stetig in x;
ist, existiert eine Kugel B, (z1) € B um x4, so dass ||T,,z| > 1 fur alle z € B, (z1)
ist. Nach evtl. Vekleinern von B,, (x;) kénnen wir ferner annehmen, dass

1
ry = diam B, (z1) < B diam B

ist. Wieder mit (5) finden wir ein ny > n; und ein x5 € B, (x1) mit ||T,,,22|| > 2, und
da T, stetig ist in xq, gibt es eine Kugel B,,(z2) € B, (z1) um x2 mit

| T,z|| > 2 fiir alle 2 € B,,(x2);

1 1
ry < §diamr1 < Zdiam B.

Rekursiv so fortfahrend finden wir eine Folge (Bj) von Kugeln mit By, € By € B
fiir alle £ € N sowie eine Folge (ny) von Indizes, so dass fiir jedes k € N gilt

| T,.x|| >k fiir alle z € By;

1
diam B;, < o diam B.

Da X ein Banach-Raum ist, gibt es nach dem Durchschnittsatz von Cantor (Schach-
telungsprinzip) genau ein z € X mit

() Bx = {z}.

keN

Folglich ist ||T},, z|| > k fiir alle k € N, im Widerspruch zur Voraussetzung des Satzes.
Somit muss es eine Kugel um z geben, fiir die (5) nicht gilt. Daraus ergibt sich nun
leicht die Behauptung. 0

Aus dem Satz von Banach—Steinhaus ergibt sich unmittelbar das folgende Korollar,
das die Sonderstellung stetiger linearer Operatoren zeigt: Die Stetigkeit bleibt be-
reits unter punktweiser Konvergenz erhalten.

Korollar 2.3 (Abgeschlossenheit von Z(X,Y)).
Seien X ein Banach—Raum, Y ein normierter Raum und (T,)) C £ (X,Y) eine Folge
mit T, (x) =: T(x) fiir allex € X. Dann ist T € L(X,Y).

Wir ziehen nun die fiir unsere Zwecke wichtigen Schliisse, die schwache Konvergenz
betreffend. Die Voraussetzung der folgenden Aussage ist insbesondere erfiillt, wenn
die gegebene Folge (x,) C X schwach konvergent in X ist.

Korollar 2.4.
Seien X ein normierter Raum und (z,) C X eine Folge mit

lo(z,)| < ¢ firalle neN, g€ X*

mit positiven Konstanten ¢ = c(¢). Dann ist sup,, ||,| < oc.



28 § 2. Schwache Konvergenz

Beweis: Wir betrachten die kanonische Abbildung
1 X = X7 x>,

in den Bidualraum X** := (X *)* von X, d.h. jedem z € X wird eine stetige lineare
Abbildung 2, : X* — R zugeordnet, wobei 1, := () fiir alle ¢ € X* ist. Wegen
latp] < [l ]| ist

|ltz]lco = sup [124] < ||z|| fiir alle z € X,

peXx*\{0} HSDHoo

weshalb ¢ eine Finbettung ist*. Man nennt 2 die kanonische Einbettung von X in X**
und schreibt X — X™**.

Nach dem Satz von Hahn—Banach 1.20 kénnen wir zu jedem x # 0 ein ¢ € X* so
wéhlen, dass ||¢]|ec = 1 und p(z) = ||z||, also ||z.|| = ||| ist. Mithin ist 2 eine lineare
Isometrie . Sei nun T, :=1,, : X* — R fiir eine Folge (z,,) C X. Dann ist

T = |¢(z,)| < ¢ firalle neN, € X,

nach dem Satz von Banach—Steinhaus 2.2 also sup,, |1}l = sup,, ||z,| < oo.

Wir wollen nun der Frage nachgehen, welche Bedingungen ein Raum X notwend%
erfiillen muss, damit das schwache Auswahlprinzip (4) gilt.

Definition 2.5 (Reflexivitat).

Seien X ein normierter Raum und ¢ : X — X** die kanonische FEinbettung von
X in X** (vgl. Beweis von Kor. 2.4). Dann heifit X reflexiv, falls v surjektiv, also
X =(X) ist.

Wie bereits eingangs angekiindigt, wollen wir uns iiberlegen, dass die reflexiven
Raume genau diejenigen sind, in denen das schwache Auswahlprinzip gilt. Wir begin-
nen mit dem

Satz 2.6 (Reflexivitét).
Seien (H, (-, >) ein Hilbert—Raum, (X, u) ein Mafraum und 1 < p < oo.

i) H ist reflexiv.
i) LP(X; ) ist reflexiv.
Beweis:

i) Sei T' € H**, also eine lineare, stetige Abbildung 7" : H* — R. Es ist zu zeigen,
dass es ein x € H gibt mit T' = 1,. Dazu bezeichne R : H — H*, z — (z,-) den
isometrischen Isomorphismus aus dem Satz von Riesz. Dann ist die Abbildung
S:=ToR:H — R linear und stetig, also S € H*. Nach dem Satz von Riesz
gibt es ein z € H, so dass S = Rx auf H. Dies bedeutet aber:

T({(z,-)) = Sz = (z,2) firalle z¢€ H.

4 Sind X und Y normierte Rdume, so heifit eine Abbildung 2 : X — Y eine Einbettung, falls X Untervektorraum
von Y und ¢ eine lineare Abbildung mit

[sz|| < M|jz|| fir alle € X

mit einer positiven Konstanten M ist. Die lineare Abbildung  ist dann insbesondere stetig, weshalb man auch von
einer stetigen Einbettung spricht. Man schreibt dann X — Y.
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Sei nun ¢ € H* beliebig. Wiederum nach dem Satz von Riesz ist ¢ = (z,-) fur
ein z € H, und damit

Te=T((z")) = (z,2) = ¢(z) = (),

woraus die Behauptung folgt.

ii) Nach Satz 1.17 ist LP(X;p) = LP(X; u)*™. Wir iiberlegen uns, dass diese Iso-
morphie von der kanonischen Einbettung herriihrt. Fir s € (1,00) sei Js :
L3(X;p) — (L (X;p))* mit s* := s/(s — 1) definiert durch J,(u) = u* mit

u*(w):/uwd,u fiir w € L (X; p).
X

Sei T e (LP(X; )™ und ¢q :=p/(p — 1). Wir betrachten ¢ € (L9(X; p))* mit
p(w) =T o Jy(w), w € LU(X; ).
Es folgt fiir ¢ € (LP(X;p))*,

T(Y) = T(Jy(w)) = p(w) = /X ww dpt = Jy(w) () = (),

wobei w € LY(X;pu) und u € LP(X;u) passend gewihlt werden. Es gilt also
T =iy. U

Wie der Beweis von Satz 2.6 ii) zeigt, kann weder L'(X;u) noch L®(X;u) i.a.
reflexiv sein, da L'(X; p) & L*(X; p)* ist.

Bemerkung.
Jeder endlich—dimensionale Raum ist reflexiv.

Bevor wir den Zusammenhang zwischen der Reflexivitidt und dem schwachen Aus-
wahlprinzip herstellen, verschaffen wir uns ein genaueres Versténdnis von reflexiven
R&umen, und stellen einige Hilfsmittel bereit. Das folgende Lemma ist als Trennungs-
atz von Mazur bekannt; es gilt allgemeiner in lokal konvexen, topologischen Radumen
(vgl. etwa [Yo], § IV.6, Thm. 3) und ist eine weitere Version des Satzes von Hahn—
Banach 1.20.

Die Beweise der folgenden Aussagen iiberlassen wir dem Leser als Ubung.

Satz 2.7.
Seien X ein Banach—Raum und U C X ein Unterraum.

i) Ist X reflexiv und U abgeschlossen, so ist auch U reflexiv.
ii) X refleriv <= X* reflexiv.
iii) Endliche Produkte reflexiver Riume sind reflexiv.

Ist X ein normierter Raum, so nennen wir eine Folge (z,,) C X eine schwache Cauchy—
Folge, falls (go(xn)) C R fiir alle ¢ € X* eine Cauchy—Folge ist. Entsprechend heif3t
X schwach vollstindig, wenn jede schwache Cauchy—Folge in X schwach konvergiert.

Satz 2.8 (Schwache Vollstandigkeit).
Jeder reflexive Raum X ist schwach vollstindig.
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Beweis: Sei (z,) C X eine schwache Cauchy—Folge. Betrachte die Folge (7)) C X**,
die gegeben wird durch T}, := ¢(z,) fiir jedes ¢ € X*. Nach Voraussetzung existiert
Ty = lim, T,y fir alle ¢ € X* und nach dem Satz von Banach-Steinhaus 2.2 ist
T € X**. Da X reflexiv ist, ist daher T' = 1, fiir ein x € X. Mithin ist

limp(z,) =lmT,p =Ty =1,.(¢) = p(z) firalle e X7,
d.h. (z,) ist schwach konvergent. O

Wir sagen, ein normierter Raum X sei separabel, falls X eine abzidhlbare Teilmenge
= besitzt, so dass Z = X ist. Mit anderen Worten soll es eine in X dicht liegende
Menge = geben, die gleichzeitig abzdhlbar ist. Ein einfaches endlichdimensionales
Beispiel ist R, da @ ja bekanntlich dicht in R liegt.

Lemma 2.9 (Separabilitét).
Sei X ein normierter Raum und X* separabel. Dann ist auch X separabel.

Beachte. Die Umkehrung der Aussage in Lemma 2.9 ist i. a. falsch).

Beweis von Lemma 2.9. B
Seien S* := {¢ € X*; ||¢]lc = 1} und Z eine abzihlbare Menge mit X* = Z. Dann
ist auch ¥ := {go €ED p# 0} abzéhlbar und es ist

S* = {¢/llellc; ¢ € B} = %o,

also S* separabel. Schreiben wir ¥, := {w1,¢2, e }, so gibt es zu jedem v € X
(k € N) eine Folge (%) C X mit den Eigenschaften:

lzpll =1 und  W(ay) = ¢l = 1. (6)

Fiir U := span {a:fl, (k,n) € INQ} muss nun U = X sein. Denn angenommen, es ist
U g X. Dann existiert nach dem Satz von Hahn—-Banach 1.20 ein ¢ € S* mit ¢ |y = 0.
Andererseits gibt es ein ¢ € S* mit [ — ¢/l < 3, s0 dass

()] = | — ) (a)] < 5

ist, im Widerspruch zu (6). O

Wir kommen zum Hauptergebnis dieses Kapitels:

Satz 2.10 (Schwache Kompaktheit).
Jeder reflexive Raum X ist schwach (folgen—) kompakt, d.h. es gilt das schwache
Auswahlprinzip (4).

Beweis: Sei (z,,) C X eine beschrinkte Folge.

i) Sei zuniichst X* separabel, d.h. X* = Z fiir eine abzihlbare Menge =. Dann
gibt es eine abzihlbare Menge = := {£1,6,6&5,...} C H, so dass Z = H ist.
Wegen sup,, ||z,| < oo ist & (x,) eine beschrinkte Folge in R. Nach dem Satz
von Bolzano—Weierstrafl existiert daher der Limes

o' = lim & (o))
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fiir eine Teilfolge (z}) von (z,). Desweitern kénnen wir aus (x

(x2) wihlen, so dass auch

1
n

) eine Teilfolge
a? = lim &(2?)

existiert. Sukzessive so fortfahrend erhalten wir fiir jedes k € N eine Folge (x%),
so dass
o = lim & (zF)

existiert, wobei (z%) eine Teilfolge von (x%71) ist (setze (20) := (x,)). Wir be-

trachten nun die Diagonalfolge ((,,) := (). Dieselbe ist ab einem gewissen Index
ng = no(k) € N eine Teilfolge von (x%), und daher

of =1lim &/(¢,) firalle k€N, . (7)

Seien nun M := sup; ||z;[|, £ € X* und £ > 0 beliebig. Da = nach Voraussetzung
dicht in X* liegt, konnen wir &, (k € N fest) so wihlen, dass

3
€ - &l < 5

ausfallt. Fiir beliebige m,n € N erhalten wir dann mittels der Ungleichung von
Cauchy—Schwarz die Abschétzung

|§(Cm) - g(Cn)’ S lgk(Cm) - O‘k‘ + lgk(Cn) - ak}
+ (€ = &) (Gn)| + [ (€ = &)(G)]
< [€(Gn) — | + & () — o[ +e,

weil offenbar ||(,|| < M fiir jedes n € N ist. Zusammen mit (7) ergibt sich daraus,
dass ({ (Qn)) C R fiir jedes £ € X* eine Cauchy—Folge ist, so dass also lim,, £((,)
fiir jedes £ € X* existiert. und daher die Behauptung mit Satz 2.8.

ii) Sei nun X* beliebig, und fiir eine Folge (¢,) C X* sei

U := span {gon; n e 1N}.

Dann ist U separabel und als abgeschlossener Unterraum des reflexiven Raumes
X* selbst reflexiv (Satz 2.7). Also ist U™ = (U) separabel, und damit nach
Lemma 2.9 auch U*. Wie in i) erhalt man eine Teilfolge von (z,) (o.E. (z,)

selbst) und ein € U mit ¢(x,) = ¢(z) fiir alle o € U*. Sei nun ¢ € X*
beliebig. Dann ist ¢ := ¥|y € U* und es gilt

U(@n) = p(za) = p(z) = ¥(2),
d.h. z, % zin X. O

Wir kommen nun zu den fiir uns wichtigen LP-R&umen. Zunéchst bemerken wir,
dass aufgrund von Satz 1.17 folgendes gilt: Seien (u,) C LP(X;u) eine Folge und
u € LP(X; ), wobei 1 < p < oo ist. Dann ist

Jx unpdp = [ updp
Up 7w in LP(X;p) <= (8)
fiir alle o € LP' (X; ).

Damit bekommt man aus Satz 2.10 (in Verbindung mit Satz 2.6):
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Korollar 2.11 (Schwache Kompaktheit von LP).

Seien (X, p) ein Mafiraum, 1 < p < oo und (u,) C LP(X;u) eine beschriankte
Folge, d. h. es ist sup, |u,||, < co. Dann gibt es eine Teilfolge (un,) C (u,) und eine
Funktion uw € LP(X; ), so dass (mit p" wie in (5))

/ wp du = lilgn/ Un,pdp  fiir alle @ € L7 (X; ), (9)
X X

d. h. es gilt: uy, L owin LP(X; ).

In Banach-Réumen (wie (LP(X;u),]| - ||»)) gilt auch die Umkehrung von Satz 2.10
(vgl. dazu [Yo], App. Chap. V, §4), womit also die Reflexivitét genau das richtige
Konzept ist, um die schwache Bolzano—Weierstra—Eigenschaft zu garantieren:

Satz 2.12 (Eberlein-Shmulyan).
Sei X ein Banach—Raum. Dann ist X reflexiv genau dann, wenn in X die schwache
Bolzano—Weierstraffi—Eigenschaft (4) gilt.

Demnach ist die Aussage von Korollar 2.11 &dquivalent zur Reflexivitdt von LP
(p € (1,00)). Da weder L' noch L* reflexiv sind, zeigt dies umgekehrt, dass diese
Aussage nicht fiir p = 1 bzw. p = oo gelten kann.

Schlussbemerkung.
Alle Aussagen iiber die Radume LP(2) in diesem § gelten natiirlich auch fiir die vek-
toriellen Rdume LP(Q)P.
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Kapitel 3

Schwache Differenzierbarkeit

Sei 2 C RY offen, beschriinkt und mit geniigend glattem Rand (z. B. € ein beschrink-
tes Lipschitz—Gebiet). Wir betrachten das Dirichlet-Problem zur Poisson—Gleichung:
Gesucht ist eine Losung u € C*(2) N C°(Q) des Randwertproblems

Au=f auf .
u=0 auf 01, (1)

mit einer vorgegebenen Funktion f € C°(Q)). Wie man leicht nachrechnet, geniigt
eine Losung u von (1) der Beziehung

/Vu-Vnd:B:—/fnd:B fiir alle 1 € Ca(9). (2)
Q Q

Dabei wird durch die linke Seite von (2) ein Skalarprodukt 8 auf C3(Q) induziert,
wihrend die rechte Seite als stetige lineare Abbildung von C}(Q2) — R, also als ein
Element von C3(2)*, aufgefasst werden kann. Es ldge nun nahe, den Darstellungssatz
von Riesz anzuwenden, um die Existenz einer Losung zu zeigen. Diesen kann man
hier jedoch nicht benutzen, da der Raum C}(€2) bzgl. 8 kein Hilbert-Raum ist.
Wir suchen also einen Funktionenraum J#(Q2) mit C}(Q) € #(Q) € L*(Q) der
beziiglich der durch ( induzierten Norm vollstindig ist. Der Ausweg besteht dabei
im wesentlichen in einer Abschwéchung des Differenzierbarkeitsbegriffs: Da in
dem Skalarprodukt g die Ableitungen nicht punktweise ausgewertet, sondern nur
integriert werden, ergibt sich ein gewisser Spielraum. (Den genannten Hilbert—-Raum
werden wir erst im folgenden § erkldren.)

Wir wollen uns nun ein verniinftiges Konzept fiir die sog. schwache Ableitung einer
Funktion u : Q — R, Q C R? offen, iiberlegen.

i) Zundchst kann man versuchen, die klassische Ableitung abzuschwichen in der
Art, dass man ihre Existenz nur f.{i. auf  verlangt: Sei also Vu f.ii. auf €
vorhanden und es sei Vu € L*(Q)?. Hat auch w : Q — R diese Eigenschaft, so
ist B(u,w), gegeben durch die linke Seite von (2), wohldefiniert (Warum?).
Jedoch gehen bei dieser Begriffsbildung entscheidende Zusammenhénge zwischen
uw und Vu verloren: Sei etwa u := 1(g). Dann existiert /() fiir alle  # 0
und es ist ' = 0 £'-f. . auf R. Bei dieser Begriffsbildung impliziert Vu = 0
also nicht unbedingt — wie man erwarten wiirde —, dass u konstant ist. Das ist
wenig sinnvoll.

35
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ii)

iii)

iv)

§ 3. Schwache Differenzierbarkeit; Distributionen
Seien u € C*(Q), v € {1,...,d} und h € R mit 0 < |h| < dist(w, ON) fiir ein
Teilgebiet w € €2. Dann ist der Differenzenquotient

T+ hey) — u(x)
h

von u in Richtung e, wohldefiniert auf €2 und es gilt:

Aluy(z) = u (z € Q) (3)

Aiju b0, O,u lokal gleichmifig auf €.
Dies lasst sich nun leicht zu einem verniinftigen Konzept fiir die ,, Ableitung* einer
Funktion u € Lj,.(Q) ausbauen: Man verlangt die Existenz von Funktionen
wy, ..., wg € Lj,.(£) mit

h  h—0 . 1
Alfu —= w,y in L;,(€2),

und nennt w, die vy-te schwache (partielle) Ableitung von w und w :=
(wy,...,wy) die schwache Ableitung (Gradient) von u. Leider ist diese Definition
etwas unhandlich, wir werden spéter aber sehen, dass sie das Richtige leistet
(siche Satz 3.10).

Fiir v € {1,...,d} selen u,w, € L},.(2). Es wiire sinnvoll w,, als die y—te schwa-
che partielle Ableitung von u anzusprechen, falls eine Folge (u,,) C C*°(2) exi-
stiert mit

u, = u und  dyu, — w, in L},.(Q).

Natiirlich muss man sich dabei davon iiberzeugen, dass diese Begriffshil-
dung nicht von der speziellen Folge abhéngt. Auch diese Definiton leistet das
Gewiinschte (werden wir in der Nachfolgeveranstaltung sehen), ist jedoch eben-
falls unhandlich.

Das folgende Konzept der ,,Distributionsableitung* ist begrifflich am einfachsten
zu verstehen und gleichzeitig — wie der Name schon andeutet — auf viel allge-

meinere Situationen anwendbar.
Seien u € C*(Q), w, € Li,.(Q) und v € {1,...,d}, so dass gilt:

loc

/ uoyndr = — / wyndr  fir alle n e C5°(8). (4)
Q Q
Partielle Integration liefert dann:
/ Oyundr = / wyndx  fiir alle ne C5°(Q).
Q Q

Also ist nach dem Fundamentallemma 1.25 w, = 0,u. Die linke Seite von (4)
macht auch fiir u € L}, (Q) Sinn, und motiviert die folgende Definiton.

Definition 3.1 (Schwache Differenzierbarkeit).
Seien Q C R offen, v € N& und k € Ny, und seien u,w” € Li,.(Q). Dann heifit w?
die y—te schwache (partielle) Ableitung von u, falls gilt

/u@%ydx: (—1)|V|/w7ndx fir alle n e C3°(); (5)
Q Q
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u heifft k—mal schwach differenzierbar auf 2, falls fiir jedes v € N& mit |y| < k eine
Funktion w? € L}, (Q), welche der Beziehung (5) geniigt, existiert. Den Raum aller

loc
k-mal auf Q schwach differenzierbaren Funktionen u € L},.(Q) bezeichnen wir mit

WH(Q). Insbesondere sei WO(QQ) := L ().
Bemerkung 3.2.

i) In Definition 3.1 geniigt es zu verlangen, dass (5) fir alle Funktionen n € CCL’Y'(Q)
gilt. Ferner lassen sich die obigen Konzepte auch in LY = statt L}, sowie fiir
vektorwertige Funktionen (komponentenweise) formulieren. Die entsprechenden
Raume wvektorieller, schwach differenzierbarer Funktionen bezeichnen wir wie
iiblich mit W*(Q)P = W*(Q,RP). Die Eigenschaften der skalaren Riume W*(Q)
iibertragen sich sinngemdfauf W*(Q)P.

i) Per Definition ist W*(Q) C L}, (Q), d. h. schwach differenzierbare Funktionen
sind Aquivalenzklassen L%messbarer Funktionen Q — R. Zu u € WH(Q) gibt es
hochstens einen stetigen Vertreter (die Gleichheit in Q bis auf eine Nullmenge
stetiger Funktionen impliziert Gleichheit iberall in Q). Allgemein haben schwach

differenzierbare Funktionen keine stetigen Vertreter.

i) Hat u € L}, (Q) eine |y|-te schwache Ableitung w?, so ist diese nach dem Fun-
damentallemma 1.25 eindeutig bestimmt, und man schreibt wie iblich wieder
0"u statt w”, sofern sich die genaue Bedeutung von J"u aus dem Kontext er-
schliefit. Ebenso verwendet man alle anderen Bezeichnungen aus der klassischen
Differentialrechnung fiir schwach differenzierbare Funktionen.

w) Esist C*(Q) C W*(Q), und die schwachen Ableitungen einer C*—Funktion stim-
men mit den klassischen Ableitungen tberein (bzw. werden von jenen erzeugt).

v) Eine Funktion u gehort genau dann zur Klasse W(Q), falls gilt:

/ udivndr = —/ Vu-ndx fir alle ne€ C>2(Q)%
Q Q
Entsprechend ist u € WY(Q)P, falls gilt:

/u-divndx:—/Vu:ndx fiir alle 1 € C(Q)P.
Q Q

-----

.....

Divergenz:

d
divw = (Zdivw”) e RP.
v=1,....D

=1 /) ou=1,.,

vi) Es gibt Funktionen u € L} (), die weder klassisch noch schwach differenzierbar

loc
sind. FEinfache Beispiele liefern charakteristische Funktionen.

Funktion mit v € C*(Q\ {¢}). Dann ist i.a. sowohl u ¢ L} () als auch Vu ¢
L} (Q)4, wobei Vu die auf Q\ {¢} existierende klassische Ableitung von u bezeichnet.

Ferner braucht eine bis auf eine Stelle stetig differenzierbare Funktion auch nicht in
W) zu sein.
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Lemma 3.3.
Seien Q C RY offen, £ € Q, s € R und u : Q — R, gegeben durch

1
u(z) ={ lz=¢&° i
0 ;ox=E.

Fiir k € Ny gilt dann:
ueWHQ) <= s<d-—k.

Wir haben gesehen, dass es Funktionen u € L}, () gibt, die nicht schwach differen-

zierbar auf ) sind. Das bedeutet, es gibt keine Funktion w € L (), welche der
Beziehung

/u@vndcx:—/wndw fir alle n e C°(2)
Q Q

(v € {1,...,n}) geniigt. Die linke Seite dieser Gleichung ist fiir jede Funktion
u € L} () wohldefiniert und induziert eine stetige lineare Abbildung auf C§°(€2).
Es liegt daher nahe, diesen linearen Operator als Ersatz fiir die fehlende schwache
(partielle) Ableitung zu nehmen; diese ,, Ableitung® von u bezeichnet man dann als
distributionelle (partielle) Ableitung von w.

Hinter diesem Begriff steckt das allgemeinere Konzept der Distribution, was im Prin-
zip nur ein anderer Begriff fiir eine stetige lineare Abbildung auf C§°(€2) ist. Fiir

Q C R? offen und w € ) sei

Cr(Q) == {n € C°(Q); sptn € w}.

Definition 3.4 (Distribution).
Sei Q C R? offen. Eine Distribution T auf Q ist eine Abbildung T : C>°(Q)) — R mit
folgenden Eigenschaften.

i) T ist linear.

ii) T ist stetig im folgenden Sinn: Zu jedem w € ) existiert ein k = k(w) € Ny
und ein ¢ = c(w) € R derart, dass gilt:

|Tn| <c Z 107"0]|ocsw  flir alle 1 € CP ().

Iv|<k

Dabei heifit die kleinste Zahl k mat dieser Eigenschaft die Ordnung der Distribution.
Den Raum aller Distributionen auf Q bezeichnen wir mit 2(2), und den Unterraum
der Distributionen der Ordnung < k € Ny auf Q mit 2%(Q).

Bemerkung 3.5.

Aus Bedingung i) in Definition 3.4 folgt i. a. nicht die Stetigkeit von T, da C°(Q)
unendlichdimensional ist. Die Bedingung ii) aus der Definition besagt, dass Tn auf
jedem fizierten Kompaktum w gleichméfig durch eine gewisse Zahl von Ableitungen
kontrolliert werden kann, vorausgesetzt, dass sptn € w ist.

Offenbar ist die in ii) geforderte Bedingung gleichbedeutend mit

Tn| < csup [|0"]|oc:w  fiir alle n € C ()
[vI<k
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(was man in der Literatur auch als Defintion findet). Tatsichlich kann man zeigen
(vgl. etwa [Alt], § 3.10):
2(Q) = Cr ()" und 2*(Q) = C5(Q)",

wenn man C$°(Q) bzw. CF(Q) mit einer geeigneten Topologie versieht. Man beachte,
dass i1) a priori nicht die Stetigkeit von T im Sinne von Definition 1.12 liefert:  Zwar
wird durch die rechte Seite eine Norm auf C§°(SY) erkldrt, aber man verlangt die
Giiltigkeit der Bedingung nur auf den Teilklassen C°(Q) und die Konstante ¢ héingt
von dem gewdhlten w ab.

Beispiel:
i) Fiir eine Funktion u € L},.(Q2) sei T, : Cg°(Q) — R,

T.n ::/undx.
Q

Dann ist 7" linear und fir w € 2 ist
I Tun| < / lun| dz < ||ull1;ol[nloc;w  fiir alle 1 € CF(Q),

also T,, € 2°(Q). Die Distribution T, heifit die von u € L}, (Q) erzeugte re-
guldre Distribution, und wird auch mit (u,-) (nicht zu verwechseln mit einem
Skalarprodukt!) bezeichnet. Diese ist nach dem Fundamentallemma 1.25 durch
u eindeutig bestimmt.

(ii) Sei p ein Radon-Maf iiber 2. Dann ist

|/ndu
Q

so dass durch 7), : C3°(2) — R,

< [7lso p(sptn) < 00,

Ty :=/77du
Q

eine Distribution der Ordnung 0 auf Q2 erklért wird. Eine ,,Umkehrung* davon
stellt der noch folgende Satz 3.7 dar.

Definition 3.6 (Reguldre/Singuldre Distribution).
Seien @ C RY offen und T : C°(Q) — R eine Distribution auf Q. Dann heifst T
requliir, falls es eine Funktion u € L, () gibt, so dass

loc

Tn = (u,n) := / undz  firalle ne CF(Q)
Q

ist. Sonst heifst T' singuldr.

Beispiel:
Seien  C R? offen und ¢ € Q. Dann wird durch T : C5°(Q) — R, n — n(£) eine
Distribution der Ordnung 0 erklért. Diese ist bekannt als Dirac—Distribution, und
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wird mit d¢ bezeichnet.
Durch Betrachtung der Funktionen 7. : 2 — R,

(@) = exp (ﬁb) ;. x € B(§)

0 ; sonst,

wobei € € (0, dist(z, 0€2)) ist, kann man zeigen, dass &, singulér ist.

Eine weitere wichtige Charakterisierung von Distributionen liefert der folgende Satz.
Dieser sagt im wesentlichen aus, dass der Raum der Distributionen der Ordnung 0
auf 2 mit dem Raum .Z(Q2) der Radon-MaSe iiber € iibereinstimmt:

7°(Q) = C(Q)" = #(Q)
ist. (Mehr dazu findet man etwa in [Al], § 2.7 oder [AFP], § 1.4.)

Satz 3.7.
Sei Q C R% offen und sei T € P°(Q). Dann gibt es p,v € A (Q) mit

Tn = (u,n) — (v,n) firale neC5(Q).

Wir wollen nun erkliren, was wir unter der Ableitung einer Distribution, der sog.
Distributionsableitung verstehen wollen. Zur Motivation betrachten wir eine Funktion
u € C®(Q), Q C R? offen. Fiir jedes v € N¢ ist dann nach der Regel der partiellen
Integration

/ wdndr = (1)1 / undx fir alle ne C5o(Q),
Q
wobei die linke Seite fiir jede Funktion u € L}, (Q) wohldefiniert ist, und eine stetige,

lineare Abbildung auf C§°(§2) induziert. Dies gibt Anlass zu der

Definition 3.8 (Distributionelle Ableitung).
Seien Q C RY offen, T € 2(Q) und v € N&. Dann ist die distributionelle (partielle)
Ableitung 07T von T definiert durch die Distribution

(T)n := (=) T ()  (n e C(Q)).

Demnach ist jede Funktion u € L}, () beliebig oft distributionell (oder im Sinne von
Distributionen) differenzierbar mit distributionellen (partiellen) Ableitungen

<6’Yu7 > = 37<u’ > (’7 € Ng)
Ferner gilt offenbar:
uweWHQ) <<= wueclL,.(Q), (0u,-) regulir fiir alle v € N& mi |y| < k.

Beispiel:
Seien Q C R? offen und w := (uy,...,uq) € LL.(Q)% Dann definiert man die distri-
butionelle Divergenz durch die Distrlbutlon

d
(div u, E (Orup, *)
k=1
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Fiir jede Funktion n € C§°(£2) ist

d
(divu, ) = Z Ug, Okn) = Z/ukﬁknda:——/u-Vndx.
k=1

Auf analoge Weise kann man den distributionellen Laplace—Operator einer
Funktion w € L} () erkliren, und kann zeigen, dass dieser im Falle w € W(Q)
mit (div Vw, -) ibereinstimmt — wie es sein sollte.

Sei Q& C R? offen. Eine Familie (w,,) (m € N) offener Mengen in Q heifit eine
Ausschopfung von €, falls gilt:

Wm € Wy fiiralle meN und Q= U Wy, -
meN

Beispielsweise wird durch
1
Wm = Bn(0)N {a: € Q; dist(x,00Q) > E}

eine Ausschépfung (w,,) von Q definiert.!

Der folgende Satz zeigt insbesondere (Teil iv)), dass die schwache Differenzierbarkeit
(8hnlich wie die Differenzierbarkeit im klassischen Sinn) eine lokale Eigenschaft ist.
Natiirlich darf man den Bogen nicht iiberspannen, und von ,,punktweiser” schwacher
Differenzierbarkeit sprechen, die es ja nicht geben kann (wir haben es ja mit Aquiva-
lenzklassen von Funktionen zu tun).

Satz 3.9 (Schwache Differenzierbarkeit).
Seien Q@ C R? offen, v € N2 und u € L .(Q). Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

i) u besitzt auf Q) eine y-te schwache (partielle) Ableitung v € L, ().

i1) Fir jede offene Menge w C 2 hat u|, auf U eine y—te schwache (partielle)
Ableitung mit 07 (u|w) = (87u)|w auf w.

iii) Fir jede Ausschopfung (wp,) von Q hat ul,,, eine y—te schwache (partielle) Ab-
leiung auf wyy,.

i) Zu jedem x € Q gibt es eine Umgebung w C ), so dass u|, eine y—te schwache
(partielle) Ableitung auf w besitzt, d.h. w hat lokal auf ) eine y—te schwache
Ableitunyg.

Beweis: Die Implikationen i) = ii), iii), iv) sind trivial (man wertet die definierende
Integralrelation nur mit Funktionen mit kompakten Trédger in einer kleineren offenen
Menge aus). Die Richtung ii) = iii) ergibt sich durch Spezialisierung. Wir beweisen
die noch fehlenden Implikationen:

Ad iii) = i). Sei (wy,) eine Ausschopfung von €. Nach Voraussetzung existiert zu
jedem m € N eine Funktion w,, € L}, .(w,,) mit

/ ud'ndx = (—1)"7'/ wyndr  fir alle 7€ CP(wpy). (6)

Wm

1 Man beachte, dass man fiir beschrinktes Q in der Definiton der wy, den Schnitt mit der Kugel B, (0) fortlassen
kann.
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Nach dem Fundamentallemma 1.25 ist dann aber w,, = w4+ f.i. auf w,, fir alle
m € N. Fiir z € w,, sei w(z) := wy,(x) € L},.(Q) und sei n € C§°(Q) beliebig. Dann
existiert ein m € N, so dass sptn € w, ist, woraus mit (6) die Behauptung folgt.

Adiv) =1i). Schreibe Q =], wy, mit offenen Mengen w,,, auf denen J7u existiert.
Zunachst erhdlt man zu = € Q eine Umgebung V(z) auf der u schwach difffabr ist
und Q = {J, V(x) und wéhlt abzéhlbar viele Punkte z,, mit Q = J,, V(z,,). Weiter
sei () C C§°(R2) eine Zerlegung der Fins (auch: CS°—Zerlegung der Fins) fiir 2 bzgl.

(W), 1.e.:

0<n <1in fiir alle k € N. (7)
Fiir alle k£ € N gibt es ein my, € N mit sptn, € wiy, . (8)
8{k € N; sptny Nw # 0} < oo fiir alle w € Q. 9)
> m=1inQ. (10)

keN

Dabei sind in (9) immer nur endlich viele Summanden # 0 sind. (Vgl. dazu etwa [Ad],
Thm. 3.14 oder [Yo], § 1.12.)

Ist nun n € C§°(Q) beliebig, so ist nach (8) sptn Nsptne # @ nur fiir endlich viele
k € N und wegen (9) folgt

[ wora - /Quav(znnk) =Y [wotmyse

keN keN

Nun ist spt(nnx) € wy, fiir ein my, € N (gem. (7)) und es existiert eine Funktion
wy, € L}, (W, ) derart, dass gilt:

loc

/ ud'ndr = (—1)'”/ wigndz  fir alle 7 € L (wp,)-

k Wmy,

Mit (11) folgt, dass u auf Q2 eine y—te schwache (partielle) Ableitung besitzt, ndmlich
w =Y, wpn € L}, (). O

Wir geben noch die folgenden Charakterisierungen der schwachen Differenzierbarkeit
an, die den Zusammenhang zu den zu Beginn des Kapitels hergeleiteten Zugingen
herstellen. Insbesondere sei an die Differenzenquotienten A’u aus (3) erinnert.

Satz 3.10 (Schwache Ableitung).
Seien Q C RY offen, v € {1,...,d} und u,w € L}, .(Q). Dann sind dquivalent:

i) w ist die y-te schwache (partielle) Ableitung von u auf 2, also w = O u.
ii) Es gibt eine Folge (u,) C C*(2) mit
U, = u  und Oyu, - w in L, ().

iii) Fiir 0 < |h] < 1 ist Alu L9f.di. in Q definiert und es strebt

Agu 220 woin L) ().

loc
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Beweis: Wir zeigen hier nur, dass ii) und iii) hinreichend fiir i) sind, die Umkehrung
i) = ii) beispielsweise wird sich spéter aus viel allgemeineren Sitzen (Konstruktion
glatter Approximationen; GdV II) ergeben.

Adii) =1). Sein e C§°(R2) beliebig. Dann wird mit partieller Integration (Satz von

GauB)
/ up Oyndr = — / Oyuy, ndz,
Q Q

mit n — oo, unter Beachtung von sptn € Q und n,d,n € L>(), also:

/u&mdzz—/&,undaﬁ.
Q Q

Ad iii) = i). Seien n € C§°(2) und |h| < 1 (so klein, dass = + he, € Q liegt fur
jedes x € sptn). Dann hat nAzu kompakten Tréger in €2 und es gilt (nachrechnen!):

/A’;undx:—/uA;hndx.
Q Q

Da n glatt ist, strebt natiirlich A7 iy LmalN 0, gleichméfig in €. Dies zusammen mit
der Voraussetzung liefert i). OJ

Bemerkung 3.11.
i) Nach Satz 3.10 ist eine Funktion u € L} (Q) genau dann in W(Q), wenn eine

loc
der gleichwertigen Bedingungen ii) oder iii) aus dem Satz erfillt ist.

ii) Analoge Aussagen gelten auch fiir héhere schwache Ableitungen.

Die Rdume W*(Q) der k-mal auf @ C R? schwach differenzierbaren Funktionen,
die wir im vorangegangenen Kapitel kennengelernt haben, sind ersichtlich lineare
Réume. In diesem § wird es darum gehen, geeignete Unterrdume auszuwéhlen, die
wir mit einer vollstindigen Norm versehen konnen. Dies geht so, dass man von
Funktionen und ihren schwachen Ableitungen (bis zur Ordnung k) die Zugehorigkeit
zu den Raumen LP(€2) mit einem p € [1, oo] verlangt.

Definition 3.12 (Sobolev-Raum).
Seien Q C R? offen, 1 < p < oo und k € Ny. Dann heifst der lineare Raum

Whe(@) = {u e WHQ); 07w € L(Q) fir alle € N mit |r] < &}

der Sobolev—Raum mit Differenzierbarkeitsstufe k und Integrabilititsezponent p. (Ins-
besondere ist WOP(Q) = LP(Q).) Auf W*P(Q) betrachtet man die Norm:

1
4
(zwgkumunz) Cpen

N R S

Die Elemente von W"P() heiffen Sobolev—Funktionen.

2 Man erinnere sich daran, dass es sich bei den Elementen von WkP(Q), die ja insbesondere Elemente von L'(Q)
sind, eigentlich nicht um Funktionen, sondern um Aquivalenzklassen von Funktionen handelt (vgl. § 1). In der Literatur
findet man héufig auch die Bezeichnungen W;f (), H*P(Q) oder H{;(Q), wobei die ,, H-Notation“ einen tieferliegenden
Grund hat, wie wir spéter noch sehen werden (Satz von Meyers und Serrin). Ferner werden die Rdume W*:2(Q) auch
hiufig mit H*(Q) bezeichnet, weil diese dadurch ausgezeichnet sind, dass sie Hilbert-Raum sind (s. u.).

HUHk,p = HUHQ;kJ) =
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Bemerkung 3.13.

i) Dass durch || - ||xp tatsichlich eine Norm auf W*P(Q) erklért ist, zeigen einfache
Rechnungen.

i) Zu || - ||xp dquivalente Normen auf W*P(Q) werden gegeben durch:

ZH@”UHP bzw. maxH@“’qu

1<k
[vI<k

fiir u € W*P(Q) (mit 1 < p < oo). Betrachet man die dadurch erklirten Nor-
men, so dndern sich Konvergenzaussagen, Vollstindigkeit oder andere topologi-
sche Begriffe natiirlich nicht. Die von uns bevorzugte Norm auf W5P(Q) hat den
entscheidenden Vorteil, dass sie fiir p = 2 von dem durch

U, V) = (U, V) prrzig) 1= 0"u v dx
()= (oo = Y [

IvI<k
gegebenen Skalarprodukt auf W*2(Q)) herriihrt.

Wir fiithren noch die folgende Bezeichnung ein, die uns spéter zum ,, Randverhalten®
von Sobolev-Funktionen fiihren wird. Zunéchst ist voéllig unklar, ob und wie man
Sobolev—Funktionen ,,Randwerte“ zuordnen soll.

Definition 3.14. )
Seien Q C R? offen, 1 < p < oo und k € Ny. Dann bezeichnen wir mit W5P(Q) den
Normabschluss des Raumes C$(Q)) in W*P(Q) (also den Abschluss bzgl. der Norm

- M)
" rarerrond KIS
WHP(Q) := C5o (),

d.h. es ist u € WEP(Q) genau dann, wenn es eine Folge (n,) C C3°(Q) gibt mit
0", = O in LP(Q)
fiir alle v € N& mit |y < k.3

Man kann zeigen, dass wie erwartet W C W und WoP(Q) = WoP(Q) = LP(Q) ist;
ferner ist W*P(R?) = WhP(RY).

Entsprechend zu den Lebesgue-Réaumen, erkldren wir auch fiir die Sobolev—R&ume
lokale sowie vektorielle Versionen: Seien 2 C R? offen, 1 < p < oo und k € Nj.
Dann setzt man:

WEP(Q) = {u e WH(Q); 9w € L () fitr alle 4 € NE mit |y] < k:}.“

loc loc

Insbesondere ist W*(Q) = W;>!(Q) (man erinnere sich an Satz 3.9, wonach eine L}~

Funktion genau dann schwach differenzierbar auf €2 ist, wenn dies lokal auf €2 der Fall

3 In der Literatur findet man hiufig auch die Bezeichnungen WII,‘(Q), whr(Q), Wk, (Q) sowie entsprechende ,, H—

Notationen“. Ferner sind die Bezeichnungen H* () bzw. HY(Q) fiir die Hilbert—-Raume W*:2(Q) gebriuchlich.

4 Auch hier sind andere Bezeichnungen gebriulich: W:loc(ﬂ) bzw. entsprechende ,, H—Notationen*.



45

ist).
Fiir vektorwertige Funktionen u := (u!,...,u”): Q — RP (D € N) definieren wir:

v k, .
WhP(Q)P = Whe(Q,RP) = {u e L7(Q)7; u” € Wep(Q) fiir alle }

v=1,...,D

und versehen diesen Raum mit der Norm:

1
p
(25:1 ||uv||:,p) s

D v . _
max,_, ||u Hkoo ; p = 00.

lllkp = llullomny =

Schlieflich erkldrt man wie oben auch noch lokale Versionen VV;Zf(Q)D der Rédume

Wkr(Q)P sowie den Raum W P(Q)P. (Wie dies im Detail auszusehen hat, diirfte
ersichtlich sein).

Satz 3.15.
Seien Q C R? offen, 1 <p < q<oo und k,l € Ny mit k > 1. Dann gilt:

i) Die Finbettugen
WEP(Q) s W'P(Q) — LP(Q)
sind linear und stetig.
i) Ist LY(Q) < oo, so ist die Finbettung
Wk4(Q) — WhP(Q)
stetig.
i) Fir p < oo liegt WHP(Q) (bzgl. der Norm || - ||,) dicht in LP(S2).

Beweis: Die Aussage i) ist vollig trivial; bei der zweiten Einbettung , vergisst* man
einfach, dass die Funktionen auch schwache Ableitungen in L”(2) besitzen. Die Aussa-
ge in ii) folgt sofort aus der Holder—Ungleichung (Lem. 1.7 1)). Bleibt iii) nachzuweisen:
Nach Satz 1.22 liegt sogar C§°(2) dicht in LP(£2), aus

C(Q) € WRP(Q) € WhP(Q) c LP(Q)
folgt dann natiirlich die Dichtheit von W*?(Q) in LP((Q). O

Bemerkung 3.16.

Fiir p = oo ist iii) in Satz 3.15 falsch: Wie spiter gezeigt wird, besteht W*>°(Q)
fiir k > 1 aus stetigen Funktionen. Léige also W5>(Q) dicht in L*>()), so hiefe das:
Jede Funktion u € L>(Q) lafit sich bzgl. ||-||o durch stetige Funktionen approximieren.
Es gibt aber bekanntlich beschrinkte Funktionen (L*°-Funktionen), die man mnicht
gleichmdf$ig durch stetige Funktionen approximieren kann. (Etwa solche, die keinen
stetigen Vertreter besitzen. )

Mit der Einbettung W*?(Q) < LP(Q) (p < 0o) aus dem obigen Satz 148t sich nichts
anfangen, da W"?(Q2) gem. Teil iii) von Satz 3.15 kein abgeschlossener Teilraum von
LP(Q) ist. (Andernfalls folgte ja WHP(Q) = LP()). Wie wir wissen, gibt es aber
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LP—Funktionen, die nicht einmal schwach differenzierbar sind.) Andererseits iibertra-
gen sich die funktionalanalytischen Eigenschaften eines normierten Raumes (hier L?)
nur auf abgeschlossene Unterrdume. Aus diesem Grund konstruieren wir eine andere
Einbettung fiir W*?(Q), welche den Ableitungseigenschaften Rechnung trigt: Seien
ke Nund 1 < p < oo fixiert. Fiir

D= t{y e NG | < k) (12
definieren wir eine Einbettung ® : W*?(Q) — LP(Q)P durch
Pu = (9"u) (13)

[y <k’

wobei (87u) o.E. in Zeilenform angeordnet sei. Fiir £ = 1 hat man dann bei-

spielsweise

[vI<k

du = (u, o, . .. ,8du) = (u, Vu).
Offenbar ist ||u||r, = [|®ul|, fiir alle u € W*P(Q), und es gilt:

Satz 3.17.
Die durch (13) definierte Einbettung ® : WHP(Q) — LP(Q)P ist eine lineare Isometrie
und der Unterraum W*P(QQ) ist abgeschlossen in LP(2)P.

Beweis: Bis auf die Abgeschlossenheit sind alle Aussagen trivial. Wir zeigen diese
exemplarisch fiir £ = 1 und iiberlassen dem Leser den allgemeinen Fall. Sei also
() C WEP(Q) eine Folge, so dass ®u,, = (U, Viu,,) in LP(Q)1 konvergiert, also

Uy 5w in LP(Q) und  Vu, = v in LP(Q)?

mit Funktionen u € LP(Q2) und v € LP(Q)?. Wir miissen zeigen, dass wieder u €
Whe(Q) ist. Offensichtlich muss dann gerade Vu = v erfiillt sein. Sei dazun € C°(Q)?
beliebig. Dann ist

/udivndazzlim/umdivndw:—lim/Vum‘ndaf:—/'U-ndx,
Q moJa moJa Q

also ist u schwach differenzierbar mit schwacher Ableitung Vu = v, womit die
Behauptung folgt. O

Damit iibertragen sich nun die funktionalanalytischen Eigenschaften des Raumes
LP(Q)P (mit D wie in (12)) auf den Raum W*?(Q2). Man bekommt:

Korollar 3.18.
Fiir alle k € Ny und 1 < p < oo ist W*P(Q) ein Banach-Raum (bzgl. der Norm

|- lkp). Ferner sind W*2(Q) sowie W*2(Q) Hilbert-Riume bzgl. dem Skalarprodukt
(-, )k aus Bem. 3.13.

Wir wollen nun kldren, was schwache Konvergenz in W*?(Q) bedeutet: Sei dazu

eine Folge (u,,) C W*P(Q) vorgegeben. Per Definition bedeutet u,, —»: u fiir eine
Funktion u € W*?(Q), dass

O(ty) = p(u) fiir alle o € WHP(Q)*
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strebt, was fiir konkrete Anwendungen aber zu unhandlich ist. Vermége der Einbet-
tung ® gem. (13) ldsst sich jedoch zeigen:

U > win WEP(Q) = 0Tu,, = 0w in LP(Q) fiir alle |y| < k,

so dass also schwache Konvergenz in W*?(Q)) komponentenweise schwache Konver-
genz in LP(Q)P (mit D gem. (12)) bedeutet. Als Anwendung des Satzes von Riesz fiir
Lebesgue-Réume (Satz 1.17) ergibt sich (vgl. auch (8)):

Satz 3.19.
Seien k € Ny, 1 < p < 00 und ty,, u € WEP(Q). Dann sind dquivalent:
i) U — u in WEP(Q).

i) Fiir alle ¢ € LY (Q) (mit p' gem. (5)) gilt:

/mumgod:vﬁ)/éwuapdz.
Q Q

Fiir 1 < p < oo erhalten wir aus der Reflexivitéit von LP (Satz 2.6) die Reflexivitéit von
WP und damit wg. Satz 2.10 das folgende — fiir die Variationsrechnung wichtige
— schwache Auswahlprinzip, das wegen der Irreflexivitit von L! und L* in den
Riaumen WhH! und W1 nicht gilt. Diese sind umgekehrt nach dem Satz von Eberlein—
Shmulyan (Satz 2.12) auch selbst irreflexiv.

Satz 3.20 (Schwaches Auswahlprinzip in W*?).

Seien k € Ny, 1 < p < 0o und (u,,) C WFP(Q) eine beschrinkte Folge, d.h. es sei
sup,,, HumHkp < 00. Dann gibt es eine Teilfolge (umk) von (u,,) und eine Funktion
u € WFP(Q), so dass gilt:

T in Wk2(Q).

Uy,

Beweis: Nach Voraussetzung ist die Folge (u,,) beschrinkt in LP(Q)” mit D gem.
(12), so dass es nach dem schwachen Auswahlprinzip fir LP-Raume (Kor. 2.11) eine
Teilfolge (tm, ) und eine Funktion v € LP(Q)P) gibt mit w,,, X vin LP(Q)P). Da aber
WHP(Q2) normabgeschlossen in LP(Q)P) ist (Satz 3.17), ist W'P(Q) erstrecht schwach

abgeschlossen in LP(Q)P (Satz ?77), so dass v zu W1P(Q) gehort, und damit die Folge
(umk) in WH?(Q) schwach gegen v konvergiert. O

Bemerkung 3.21.
Nach Definition ist W*P(Q) normabgeschlossen, und daher auch schwach abgeschlos-

sen (Satz ??) in W*P(Q), d. h. ist (un) C WEP(Q) und strebt
Um > u in WHP(Q)
mit einer Funktion u € W*P(Q), so ist auch u € W*P(Q).

Zum Abschluss dieses § betrachten wir fiir Funktionen w : Q@ — R (Q C R? ein
beschrianktes Gebiet mit geniigend glattem Rand) und p € (1, 00) das Funktional

Jw] ::/ |Vwl|? dz,
0

das offenbar fiir Funktionen w € W'#(Q2) wohldefiniert ist. Mit den bisher erworbenen
Kenntnissen sind wir in der Lage die Existenz eines eindeutugen Minimierers (bei
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gegebenen Randwerten) nachzuweisen. Dies stellt das finale Ziel der Vorlesung dar.
Obiges Funktional soll in der Teilklasse

¢ = {w e WY(Q); w—uy € WP(Q)} = up + WP(Q)},
mit einer fixierten Funktion vy € W'?(Q), minimiert werden.® Wesentliche Hilfsmittel
zum Beweis werden in den folgenden Lemmata erarbeitet:

Lemma 3.22.

Sei X ein normierter Raum, (zy) konvergiere schwach gegen ein x € X. Dann gibt
es eine Folge (yi), so dass yy in der konvexen Hiille von {xz;, | > k} liegt mit y,, — x,
k — o0.

Beweis: Sei M; definiert als die konvexe Hiille von {z;, z;11,...}, 7 € N.
Nehmen wir an es gebe eine Zahl € > 0 mit ||z — y|| > ¢ fiir alle y € M;. Wir definieren
L:= {ZGX: Ju € Mymit ||z —u| < %}

Dann gilt

1) L D M, und damit L D M.

2) L ist konvex, da L konvex ist.

3)r¢lL
Die Konvexitéit von L sieht man wie folgt: Seien zq,29 € L und 0 < ¢t < 1. Man wéhle
Uy, Ug € My mit

|lzi —wi|| < =, i€{1,2}.

DO | ™

Es folgt
g
[tz1 + (1 = t)zo — {tur + (1 = uab|| S tllzr —wal[ + (1 = 1) |22 —ua| < 5

Es gilt also tz; + (1 — t)22 € L, weshalb L konvex ist (man beachte, dass aufgrund
der Konvexistéit von M; mit u; und ug auch tu; 4+ (1 — t)ug in My liegt).

Nach dem Trennungssatz (Satz ?77) existiert ein ® € X* und ein @ € R mit & < «
auf L und ®(z) > «, was im Widerspruch zur schwachen Konvergenz x), — x steht.

Unsere Annahme war demnach falsch, d.h. zu jedem ¢ > 0 gibt es ein y € M; mit
|z — y|| <e. M.a.W.: es existiert eine Folge (v}) C M; mit

|vp — 2| =0, k — oo.

Wir definieren y; als das erste Folgenglied von (v}) mit ||v} — z| < 1. Weiter seien
Y1, .-+, Yn Konstruiert mit

| —

v € M, Nyi—z| <=, i=1,..,n.

~

Offenbar konvergiert auch die verschobene Folge (zyin)ren schwach gegen x. Wie-
derholung des ersten Beweisteils angewendet auf (x4, )ren ergibt die Existenz einer
Folge (w;) Teilmenge der konvexen Hiille von {x4,, Zo1n, ...} = M1 mit

|w, —z|| = 0, [ — 0.

5 Spiter werden wir sehen, dass w € ug + VT/LP(Q) gerade bedeutet, dass w verallgemeinerte Randwerte ug hat,
also als ,,w = up auf 90 interpretiert werden kann. Demnach wird durch & eine ,Randwertbedingung® realisiert.
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L

Man wihle [y als kleinsten Index mit [[w; — x| < =5 und setzt yg1 == wy,. O

Lemma 3.23.
Sei Q C R? offen und beschrinkt mit Lipschitz-Rand sowie 1 < p < 00.

a) Fiir alle u € Wy (Q) gilt
[ull, < (@) [[Vull, -

b) Fiir alle w € WHP(Q) gilt

Ju= (wlal, < e(@) [Vl (0o =z [ wde

Beweis: a) Nehmen wir an die Ausage sei falsch. Dann finden wir eine Folge uy €
WyP(€) mit
lurll, = K IVl -

Definieren wir

w= e WE(Q),
lurll,
so folgt
1
loell, = 1, [Voell, < (14)

Demnach ist (vy) eine beschrinkte Folge im reflexiven Raum W'P(Q) (Satz 3.20), die
eine schwach konvergente Teilfolge (vy) C (vy) besitzt, d.h.

U —:v in WHP(Q).
Insbesondere ist W, ?(Q) schwach abgeschlossen (Bem. 3.21), also v € W, (). Es
gilt wegen (14)

Viop =0 in LP(Q)
und damit Vvp — 0 € LP(§2). Die Endeutigkeit des schwachen Limes in LP(£2) im-
pliziert Vv = 0 und damit (v = 0 auf 0Q2) v = 0. Wir benutzen an dieser Stelle
die kompakte Einbettung W1?(Q) < LP(Q) (beschrinkte Folgen in W'?(Q) haben

Teilfolgen, die in LP(Q2) stark konvergieren), die wir in Kapitel 5 beweisen werden.
Nach erneuter Teilfolgenwwahl folgt

U > v in LP(Q)

und wir erhalten aus (14) ||v||, = 1 ein Widerspruch zu v = 0.
b) Vorgehen analog, man betrachte zundchst Funktionen mit

1
(u)Q:m/ﬂudxzo

und erhélt die gewiinschte Ungleichung durch Subtrahieren des Mittelwerts. 0

Satz 3.24.
Sei 2 C R? offen und beschrinkt mit Lipschitz-Rand sowie 1 < p < oco. Dann hat das
Minimierungsproblem

Jw] ::/|Vw]pda: — min
Q

in der Klasse € eine eindeutige Losung.
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Beweis: Wir betrachten eine Minimalfolge (u,) C €
/ \Vu,|Pdz — inf J.
Q ¢

Offenbar gilt sup,, [|[Vu,|[, < co und aus der Poincaré-Ungleichung Lemma 3.23 a)
folgt

[unll, < flun = uoll, + [Vuoll, < e[|V (un —uo)ll, + [luoll,
< c|[Vunll, + ¢ lluolly, -

Wir erhalten sup, [lu, ||, < oo und insgesamt

sup HunHLp < 0.
n

Mit Satz 3.20 finden wir eine Teilfolge (u,) mit
Uy, —:u € WHP(Q).

Aufgrund der schwachen Abgeschlossenheit von % (vgl. Bem. 3.21) ist u € €. Zu
zeigen bleibt also, dass u tatsdchlich J-minimal ist. Dazu benutzen wir Lemma 3.22
und wéhlen eine Folge

N(k) N(k)
ZafaiEUO—FWOLp, ZO{?:L 04,-207
i=k 1=k

die in WhP(Q) stark gegen u konvergiert. Es folgt mit der Konvexitéit der Abbildung
L tP

» N(k) p
dzx < lil{;n/ <Z af|Vﬂi|> dx
QN ik

)
o |V [Pdr = inf J.
i=k ’

N(k)
Vu pdmzlim/‘ var
[ wupds =i [ >

Nk
< lim/
k- Ja

Dabei folgt die letzte Gleicheit aus

N(k) N(k)
k ~ : _ k ~. P :
; Q; /Q|Vui|p - 11<}fJ‘ = Z Q; (||Vui||p - I%fj)‘

i=k
N(k)
<) of | V|5 — int J|
i=k 0

N(k)
< Z afé =c
i=k

fir n(k) > ng, da (u;) Minimalfolge ist. Es gilt also

/ |Vu|Pde < infJ
Q (g
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und wegen u € €
/ |Vul|Pdz = inf J,
O 4

d.h. u is ein J-Minimierer. Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit: Nehmen wir an es gebe
zwei Minimierer uq,us € €. Da € konvex ist, gehort auch %ul + %ug zur Klasse ¢
und es folgt mir der strengen Konvexitét der Abbildung ¢ — ¥ fiir p € (1, 00)

1 1
/ |V(%u1 + %u2)|pdx < —/ [V [Pdx + —/ |Vug|Pdz = inf J,

ein Widerspruch. O

Bemerkung 3.25.

a) Satz 3.24 lisst sich deutlich verallgemeiner: Sei F : R? — [0,00) stetig und
konvez, dann hat das Minimierungsproblem

/ F(Vw)dx — min
Q

in € eine Losung (2 wie in Satz 3.24), falls
F(Z) > ¢|Z]P = ¢ fiir alle Z € R?

gilt (mit Konstanten ¢y > 0 und c; > 0). Falls F streng konvez ist, ist die Losung
eindeutig.

b) Die Forderung der Konvezitit ist sogar notwendig fir die Ezistenz eines Mi-
nimierers, wie Acerbi und Fusco 1984 zeigen konnten (vgl. [Da]). Im Fall von
vektorwertigen Mimimierern tritt an diese Stelle ein abgeschwdichter Konvexitits-

begriff.

Schlussbemerkung.
Alle Aussagen iiber die Riume W*?(Q) (oder deren Teilriume) kénnen sinngemiifiauf
die Réume WHP(Q)P (bzw. deren Teilriume) iibertragen werden.






Kapitel 4

Glattungen und
Approximationssitze
fiir Sobolev—Funktionen

Fiir viele Zwecke, wie beispielsweise den Beweis von Rechenregeln fiir Sobolev—
Funktionen, ist es niitzlich, Sobolev—Funktionen durch unendlich oft differenzierbare
(also glatte) Funktionen zu approximieren. Wir werden hier ein sehr allgemeines Ap-
proximationsschema beschreiben und schliefflich zu dem Ergebnis gelangen, dass fiir
p < oo der Raum W*P genau der Abschluss von C* in W¥*? ist. Dabei werden die
Testfunktionen eine tragende Rolle spielen.

Definition 4.1 (Glittender Kern/Mollifier). B
Eine C*°~Funktion n : R* — [0,00) mit sptn C B1(0) und [p.ndx = 1 heifit ein
glittender Kern (oder Mollifier) auf RZ.

Ein kanonisches Beispiel fiir einen glittenden Kern (sog. Standard—Mollifier) ist ge-
geben durch (vg. GdV iibung 2)

n(z) = { cexp (W;—l) Co ) <1 0

0 ;  sonst,
wobei ¢ = ¢(d) € (0,00) so gewdhlt ist, dass [p,nde = 1 ausfllt.

Mittels einer Faltung wollen wir nun die Glittung einer L, —Funktion erkliren. Zur
Erinnerung: Fiir Funktionen u € L{ (R?) und v € C°(RY) ist die Faltung u * v :

loc
R? — R definiert durch:
uxv(r) = / u(z)v(z — x) dz.
R4

Nimmt man nun fiir v eine Funktion v € L} () (@ C R? offen) und fiir v die
Funktion 7. : R — R gegeben durch
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mit einem glittenden Kern n € C°(R?) und einem ¢ > 0, so ist die Faltung u * 7.
nur noch auf der Menge

Q. = {:E € Q; dist(z,00) > 6}

wohldefiniert, weil sptn.(- — 2) C B.(z) ist und B.(r) € Q nur fiir Punkte z € Q.
gilt. Die Menge €). bezeichnet man als innere Parallelmenge zu €2 im Abstand e.

Definition 4.2 (Glittung/Regularisierung).
Seien u € L. () und n € C®(R?) ein glittender Kern auf RY. Dann heifit die

loc

Faltung u. :== uxn. : Q. — R, die gegeben ist durch
ue(z) == / Ne(z — x)u(z)dz = / N-(z — x)u(z)dz,
Q B.(z)

die Glittung (oder Regularisierung) von u mit Radius € > 0.

Anschaulich ist die Faltung u. der Mittelwert von u iiber die Kugel B.(z) versehen
mit der Gewichtsfunktion 7.. Nach dem Prinzip der Differentiation von parameter-
abhéngigen Integralen ist eine Faltung u * v stets so reguldr, wie es der , bessere®
Faktor erlaubt. Speziell hat die Glattung u. die folgende Eigenschaft:

Lemma 4.3 (Glattung).
Fiir jede Funktion v € L}, (Q) und jedes ¢ > 0 ist u. € C*°(Q.). Ist ferner v € Ng

loc
und besitzt u eine y—te schwache Ableitung, so gilt:

0u. = (87u)6 auf Q.1

Die Glattung — daher auch der Name — ist also eine auf (). glatte Funktion, und
darf mit der schwachen Ableitung (sofern existent) vertauscht werden.

Beweis von Lemma 4.3.
Zuniichst ist fiir jeden Multiindex v € Ng:

Oua) = [ w230z~ 2)) d = (<) [ u) @) - )de 2
Q Q
worin das Integral auf der rechten Seite wohldefiniert ist fiir alle x € €).. Dies zeigt
ue. € C*(£2.). Nehmen wir nun an, dass u eine y—te schwache Ableitung besitzt. Dann
ist nach Definition der schwachen Differenzierbarkeit

/Qu(z) (0"n:)(z — x) dz = (—1)M! / Dun.(z —x)dz = (—1)M (mu)a,

Q

woraus die behauptete Identitét mit (2) folgt. O

Da wir mit Hilfe von Glittungen zu Approximationssitzen fiir W*?-Funktionen ge-
langen wollen, miissen wir wissen, wie sich die entsprechenden Normen beim Glatten
verhalten. Wie sich herausstellt werden Normen bei Glattungsprozessen erhalten. Ge-
nauer:

Tist uw e L}

loc

(R?), so ist natiirlich u. € C*°(R%) und die Vertauschungsregel gilt auf R?.
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Satz 4.4 (Normerhaltung beim Glitten).
Seien Q) C R"™ offen, Q) @ Q2 und fiir ein € > 0 ses

OF = {:L‘ € R% dist(z,Q) < E}

die duflere Parallelmenge zu 2 im Abstand . Dann gelten die folgenden Aussagen fiir
Funktionen u € L;,.(S).

i) Ist uw € LY (Q) mit p € [1,00], so ist auch u. € L} () und

loc loc
e llpse < lltllp;we,
falls € > 0 so klein ist, dass w® € € ist.
ii) Ist u € WEP(Q) mit k € Ny und p € [1,00], so ist u. € WEP(Q.) und es gilt:
[tellr g < llellkpo-
i) Ist u € C*(Q) mit k € Ny, so ist u. € C*(Q.) und es gilt:

ueller oy < lluller@)-

) Ist u € CO%(Q) fiir ein o € (0,1], so ist u. € C**(Q.) mit kontrollierter Holder—
Konstante, 1. e.:

[us]a;ﬂs < [u]a;ﬂ'
Beweis:

i) Sei uw € L2 (). Fiir 2 € w € 2 ist dann per Definition

loc

1o (@)] < Iftfloror / ne(z — ) dz,

B:(z

worin das Integral auf der rechten Seite nach dem Transformationssatz und wegen
fBl(O)ndx = 1 den Wert 1 hat. Daraus folgt ||uclloc;o < ||tlco: s, also u. €
L2 (Q) fiir gentigend kleines .

Fiir u € L},.(Q) ist

ol < [ [ =) fu(2)] dzdo

_ / (/WBE@ n(z — 7) dq;) fu(z)| d= < / fu(z)| dz,

woraus die Behauptung fiir p = 1 folgt.
Sei schlieBlich u € L7 (©2) mit 1 < p < oco. Fiir ein fixiertes z € Q2 € ) definieren

loc

wir iiber 2 ein Mafy, : p(2) — [0, 00| durch

pa(d) i= (£l = 0)(A) = [ e =)

A
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d.h. . ist das mit 7.(- — z) gewichtete Lebesgue-Maf?. Damit wird unter Ver-
wendung der Holder-Ungleichung

foclhs = [ | [ e =2 ute) s
:/w /ws w(z) dpz(2) : < /w </ws |u|? du;,;) o ()Pt da
< / ( / ez — ) dz) dz,

wobei wir im letzten Schritt p.(€°) = 1 benutzt haben. Man braucht jetzt nur
noch gem. dem Satz von Fubini die Integrationsreihenfolge zu vertauschen, und
erhélt die Behauptung wie im Fall p = 1.

p

dx

ii) Da die Glattung mit der schwachen Ableitung vertauscht werden kann, folgt dies
aus 1). (Ersetze dort Q durch €; es ist (Q.)" = (0.

iii) Analog zu ii).

iv) Seien x,y € . beliebig. Dann ist

|Ua(x) - ua(y)l =

/Bs(m) u(2)n-(z — ) dz—/ w(2) (= — y) dz

Be(y)

w(z +2)n.(2)dz — u(z -(z)dz
/BE(O) (2 +2)m(2) /5@ (2 +9)n2)

S/ na(z)‘u(z—l—x)—u(z—l—y)‘dzgM|x—y|a,
B.(0)

wobei M € [0,00) die Holder-Konstante von u auf € bezeichnet. Daraus folgt
die Behauptung. 0

Der gerade bewiesene Satz besagt im wesentlichen, dass der lineare Gldttungsoperator
Ge : X(2) - X(€0), u + wu., der einen Raum von Funktionen 2 — R in den
entsprechenden Raum von Funktionen (2. — R abbildet, fiir alle géngigen Riéume
X = LP, Wkr_CF Cke eine schwache Kontraktion ist, i.e.:

HGE<U>HX(QE) < [lullx -

Dariiber hinaus ist Bild G. € X (Q2.) N C*(£2).
Zum Beweis von Approximationssétzen ist natiirlich noch die Frage zu beantworten,
ob G.(u) = u. bei e \, 0 auch in der Norm des Raums X (2.,) gegen ulq_ konvergiert,

d.h.: Man fixiert ein gy > 0 und untersucht, ob u, =0 aut Q,, in der X (Q,)-

Norm strebt bzw. lokale Konvergenz auf kompakten Teilmengen vorliegt. Diese Frage
ist positiv zu beantworten, abgesehen von dem Fall, dass sich die Norm aus L*°—
Normen zusammensetzt. Ist ndmlich X (2) = L*>(Q2), so strebt i. a. u. bei € N\ 0 nicht
gleichméfig auf 2 gegen u, da sonst u zwangslaufig stetig sein miisste. Entsprechendes

2 Fiir 5. = 1 wiire pg, = L%,
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gilt fiir die Rdume W%, Der folgende Satz beschreibt das Konvergenzverhalten des
Glattungsoperators genauer.

Satz 4.5 (Konvergenz von Glattungen).
Sei Q C R? offen.

i) Ist w € LY (Q) mit einem 1 < p < 00, so gilt:

loc

Ue 0 0 in L (Q).

loc

Ist uw € LP(2) mit einem 1 < p < oo, Q beschrankt und bezeichnet u die Fortset-
zung von u durch 0 auf ganz R", so gilt:

Ue O 4 in LP(Q).
Ferner gilt fir jedes p € [1,00] und u € LY (Q):

Ue DO, punktweise f. . in €2
nach Wahl eines Vertreters.

i) Ist u € WEP(Q) mit k € Ny und 1 < p < 00, so0 gilt:

Ue 0 in WEP(Q).

loc

Ferner gilt fiir jedes p € [1,00] und u € Wk’p(Q):

loc
0", 0 gy punktweise f. . in
fiir alle v € N& mit |y| < k nach Wahl von Vertretern.
iii) Ist u € C*(Q) fiir ein k € Ny, so gilt:
. 0, "u
lokal gleichmdfig auf Q0 fiir alle v € Nd mit |y| < k.

w) Ist u € C**(Q) mit k € Ny und o € (0,1], so bleiben die Hélder—Normen
samtlicher Ableitungen von u bis zur Ordnung k beschrinkt, es liegt allerdings
keine lokale Konvergenz in der C**~Norm vor.

Beweis:

iii) Wir zeigen die Aussage fiir ein u € C°(2) und iiberlassen dem Leser die einfachen
Folgerungen fiir u € C*(£2). Wir fixieren w € wy € 2. Dann ist w® C wy fiir alle
0 < € < 1 und wir erhalten fiir jedes x € €2

|ue(2) — u(@)| =

[ =)o) - utw) a:
B:(z)

< sup |u(y)—u(z)’, (3)

Y,zEWQ
ly—z|<e

wobel wir benutzt haben, dass [ B.(z) N-(z—x) dz = 1ist. Da u als stetige Funktion

auf dem Kompaktum @y gleichméfig stetig ist, verschwindet die rechte Seite von
(3) bei e N\ 0.
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i) Seien w € Q und ¢y > 0 so, dass wy = w® € € ist. Dann wird fir jedes

ue LP (Q)und v € C°(Q)

loc
e — u”p;w < ue — Us”p;w + [|ve — U”p;w + [Jlu — UHp;w

<l = vllpro + e = vllprw + [ = 0llpre

fiir alle 0 < ¢ < gp. Da nun C%wy) dicht in LP(wp) liegt fiir p < oo (vgl. Satz
3.2.1), gibt es zu vorgegebenem & > 0 ein v € C%wp), so dass ||u — v|[p.w, <

¢ ausfillt. Dann ist aber auch ||u — v, < ¢ und gem. iii) hat man auch

s
3 3
[ve = Vlpswe < & fiir alle & < ; mit einem ; > 0. Fiir alle ¢ < min{eg, &1}
folgt daher mit der obigen Ungleichungskette ||u. — u||p < d, was wegen der
Beliebigkeit von ¢ die erste Behauptung liefert.
Die LP(Q2)-Konvergenz fiir beschriankt €2 von 4. gegen u ergibt sich nun aus der

Konvergenz

i % 4 in L (RY).
Zum Beweis der punktweisen Konvergenz, die auch im Falle p = oo gilt, benutzt
man den Satz iber Lebesgue—Punkte (auch bekannt als Differentiationssatz von

Lebesgue): Ist u € L (), so gilt fiir Vertreter von u (die wieder mit u be-
zeichnet seien)

™\ 0
B (x)

lim f ju(z) —u(z)|dz=0 ffa zeq, (4)

worin § , udz = (Ed(A))_lfA udz den Mittelwert von u iiber der Menge A C R?
bezeichnet (vgl. etwa [AFP], Cor. 2.23, [GMS], Vol.I, §3.1.1 sowie [HS], Lem.
18.4). Die Punkte z € 2, fur die (4) gilt, heiBlen die Lebesgue—Punkte von u. Die
Menge aller Lebesgue-Punkte von v heifit die Lebesque—Menge fiir u.?

Ist nun v € LY () mit p € [1, 00|, so wird fir fast alle z €

loc

|ue(z) — u(z)| < / ne(z — ) |u(z) — u(z)| dz

B:(z)

< il /B MECRCIEE
< £9B) 7]l ][ lu(2) — u(z)]| dz,

B:(x)

worin die rechte Seite gem. (4) bei € N\, 0 verschwindet.

ii) ergibt sich aus i).

iv) Dies ergibt sich mit der Aussage iv) aus Satz 4.4. Wir iiberlassen die Details dem

Leser. |

Die Glattungen u. haben zwar gute Konvergenz— und Approximationseigenschaften,

jedoch nur auf kompakten Teilgebieten. Der folgende Satz zeigt, dass man Sobolev—

Funktionen global durch glatte Funktionen approximieren kann. Diese Aussage ist in
der Literatur als Satz von Meyers und Serrin bekannt.

3 Da fiir eine Funktion u € L}

(Q) £4f.a. x € Q Lebesgue-Punkte von u sind, hat die Lebesgue-Menge Q¢ C Q

loc

fiir u volles MaB, d.h. es ist £L4(Q\ Q) = 0.
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Satz 4.6 (Globale Approximation von Sobolev—Funktionen).
Seien Q C R offen, k € Ny und 1 < p < co. Dann gilt:

i) Zu jedem u € WP (Q) gibt es eine Folge (un,) C C(Q) mit

loc

U 5w in WP (Q).
i) C(Q)NWHEP(Q) liegt dicht in W*P(Q), d. h. zu jedem u € W*P(Q) gibt es eine
Folge (u,) C C°°(Q) N WEP(Q) mit

Uy, — u in WFP(Q).4

Bemerkung 4.7.
Seien Q C R? offen, k € Ng und 1 < p < oco. Dann ist allgemein

CHQ) NWhP(Q) S WhP(Q).

Es macht daher Sinn die Vervollstindigung H"?(2) von C*(Q) NWHFP(Q) in WHP(Q)
zu betrachten. Darunter versteht man folgenden abstrakten Begriff: Ist (X,||-|) ein

linearer Raum, so sei X die Menge aller Cauchy—Folgen von Elementen aus X, wobei
man Cauchy-Folgen miteinander identifiziert, wenn deren Differenzfolge verschwindet
(Bildung von dquivalenzklassen). Der Raum X wird dann eingebettet in X, indem
man jedem v € X die (dquivalenzklasse) der konstanten Folge (x,x,x,...) zuordnet.
In der diblichen Weise macht man X zu einem linearen Raum, auf dem man durch
die Vorschrift

()] := lim [z, ()

eine Norm einfiihrt (dieser Grenzwert egistiert fiir alle Folgen (x,) € X, weil dann
|x,|| eine Cauchy—Folge in R ist). Einfache tiberleqgungen zeigen dann folgendes:

i) X liegt dicht in X .
i) X ist ein Banach-Raum bzgl. der Norm gem. (5).

i) IstY ein Banach-Raum, in den X als dichte Teilmenge eingebettet werden kann,
so ist bereits Y isometrisch isomorph zu X.

Der (gem. i) bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte) Banach-Raum X heifit die
Vervollstandigung des Raums X. (Vgl. dazu etwa [Yo], §1.10.)

Nach Satz 4.614i) liegt C*(2) N W*P(Q) dicht in W*P(Q), und es folgt, dass die Ver-
vollstindigung H®P(Q)) von C*(Q) N WHP(Q) isometrisch isomorph zu W*P(Q) ist
(Satz von Meyers und Serrin, kurz: H = W ).

4 Beachte, dass eine C™°—Funktion i. a. nicht zu W*? gehért, sondern nur zu Wlko’cp.
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Beweis von Satz 4.6.

i) Sei (wy,) eine kompakte Ausschopfung von Q (vgl. Bem. vor Satz 6.15), so dass
W € Wy fiir alle m € N gilt.> Zu jedem m withlen wir nun eine Abschneide-
funktion 1, € C*(R?) mit n,, = 1 in @,, und sptn,, C wy1.® Nach dem zuvor
gezeigten Satz 4.5 ii) gibt es eine Nullfolge (e,,) C (0, 00) mit

Huem — qupw < 1 fiir alle m € N.
Piwm Ty

Wir setzen nun
N Ue,, auf  wpiq
Upy 1=
" 0 auf  Q\ w1
und zeigen, dass diese Folge das Gewiinschte leistet. Es ist u., € C° (wem) und
wenn &, geniigend klein ist (gehe ggf. zu einer Teilfolge iiber, die wieder mit &,,

bezeichnet sei), ist auch ,,,1 € ), , so dass u,, eine C>°~Funktion auf Q mit
Tréger in W, ist. Wir miissen also noch zeigen:

U 5w in WEP(w)  fiir alle w € €.

Zu fixiertem w € (2 gibt es ein my € N mit w € w,,,. Dann ist natiirlich auch
w € wy, fiir alle m > mg und es folgt:

1
m’

tm — ullkpw < lm —u <

ki = [|tte, — u”kz,p;wm
und damit die Behauptung.
ii) Sei (wy,) wie in i). wir betrachten jetzt fiir m € Ny die ,,Ringgebiete®
Ay = W1 \ W1 mit wo :=w_1 := 0.

Dann sind Ag = wq, A1 = wy und die A,, sind offen und schopfen 2 aus, d. h. es

ist Q = Uppen, Am- Sei nun (n,,) C C5°(§2) eine Zerlegung der Eins bzgl. (A,,),
d. h. eine Folge (7,,) mit den Eigenschaften
0<n <1inQ fiir alle k € N. (6)
Fiir alle k£ € N gibt es ein m;, € N mit sptn, € A4, . (7)
t{k € N; sptn, Nw # 0} < oo fiir alle w € (. (8)
an = 1in Q. 9)
keN

Wobei o. E. annehmen, dass spt n,, C A,, fiir alle m € N gilt (sonst gehe iiber zu
einer Teilfolge von (n,,)). Wir konstruieren nun zu vorgegebenem u € W*?(Q)
und € > 0 ein

v e C®(Q)NWH(Q) mit |lu— v, <e. (10)

5 Beispielsweise kann man wm = {& € Q N By (0); dist(z, Q) > i} wihlen, wobei man ggf. erst ab einem
geniigend groBen m zu z#éhlen beginnt, um w,, # 0 zu garantieren. Dabei ist der Durchschnitt Q N By, (0) nur
bei unbeschrinkten Gebieten 2 fiir die relative Kompaktheit der wy,, notig. Ist Q beschrinkt, so kann man einfach
wm = Q1 /y, wahlen.

6 Eine solche Abschneidefunktion erhilt man etwa durch Glittung der charakteristischen Funktion 1z, mit einem
sehr kleinen Radius, wobei wy, € Wm € w41 ist.
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Wie eine einfache iiberlegung zeigt, ist vy, := 1,, u € W*?(Q) und hat kompakten
Trager in A,,. Daraus folgt, dass auch die Glattung (v,,).,, fir geniigend kleines
em kompakten Tréger in A,, hat, also eine C§°(€2)-Funktion ist. Ferner gilt:

oN\0 0

||(Um)5 - Um”k,p;ﬂ
nach Satz 4.5 (werte die Norm {iber einer einer offenen Menge w mit sptwv,, C
w € Q aus). Nach ggf. iibergang zu einer Teilfolge von (g,,) (welche wieder mit
(em) bezeichnet sei) gilt daher:

| (Vm)er, — vakJ);Q < % fir alle m € N. (11)
Wir sehen nun, dass v := > ~_ (v)e.,, ein Kandidat fiir die gesuchte Funktion v
ist: Bei vorgegebenem w € 2 gibt es wegen der Eigenschaft (8) der Zerlegung
(Mm) nur endlich viele m € N mit wNspt(v,,)e,, # 0, so dass speziell fiir jedes = €
Q2 nur fiir endlich viele m (vy,).,, # 0 ist. Damit ist v wohldefiniert und in C'*°(€2),
da dies fiir jedes (vy,)e,, der Fall ist. Bleibt (10) nachzuweisen.” Dazu benutzt
man folgenden Trick: Sei w € 2 fixiert. Dann ist aufgrund der Eigenschaft (9)
von (7,,) und wegen (11)

||U - UHk,p;w =

0o
Z (Um)em — Um
m=0

o0
£
< Z om+1 =65
m=0

so dass also fiir Multiindizes v € N¢ gilt:

< Z H(Um)ém - UmHk,p

k.p;w

Z ‘8”’(u—v)|pd:v<€p.

lyI<k V¢

Andererseits ist nach dem Lemma von Fatou

/ }07(u — U)|p dr < lim inf/ L,
Q m o Ja

:hminf/ 107 (u — )" dz,

" (u—v) }p dx

m

und somit auch

Z /Q}a"’(u—vﬂpdx <P,

Iv|<k

was u — v € WFEP(Q) bedeutet. Daraus folgt (10), wie gewiinscht. O

Lemma 4.8.
Seien Q C R? offen und u € W(Q). Dann gilt: Ist Q C Q ein Gebiet (also offen
und zusammenhdangend) und ist Vu =0 f. . in , so ist u f.d. in Q konstant.

7 Beachte, dass v € C°°(Q2) lediglich v € W/ZCP(Q) impliziert.
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Beweis: Seien B & () eine Kugel und € > 0 so klein, dass auch B® € {2 ist. Dann gilt
fir die Glattung (Vu). von Vu nach Lemma 4.3:

Vu(z) = / Ne(z —z)Vu(z)dz =0 firalle z € B,

so dass u. = c. in B mit einer Konstante c. € R sein muss, denn u. ist ja gem. Lemma

4.3 eine auf B glatte Funktion. Andererseits strebt u,. 0 in L*(B) (Satz 4.5), so

dass
/ lc. — uldx =0
B

strebt. Damit strebt aber offenbar auch

Ce M ][udz.

B

Beides zusammen ergibt:

/u—][udz cs—][udz
B
B B

und damit u = f gudz =: cg € R auf B. Wir nehmen nun an, u sei nicht konstant
auf 2. Dann gibt es Kugeln B, » € (2, so dass cp, # cp, ist. Da () zusammenhéngend
ist, gibt es eine Kurve v, welche die Zentren der Kugeln B; und B; verbindet (z. B.
einen geeigneten Streckenzug). Da 2 offen ist, kann man die Spur von ~ mit sich
iiberlappenden Kugeln By, € (2 iiberdecken. Sukzessive ergibt sich dann cp, = const,
im Widerspruch zur Annahme. (Sind ndmlich B und B’ sich iiberlappende Kugeln,
welche kompakt in §2 enthalten sind, so muss nach dem oben Gezeigten u = cg auf B
sowie u = cp auf B’ gelten. Auf BN B’ # () gilt daher u = ¢ = ¢pr, also cg = cpr.) O

dxg/ lu — c.|dv + LY(B) Mo,
B

Satz 4.9 (Produktregel, Kettenregel).
Seien Q C RY offen (und beschrinkt®), k € N und 1 < p,q,7 < co. Dann gilt:

i) Sind u € W(]?OZ)(Q), v e WW(Q) mit p' :=p/(p—1) bzw. = oo fiir p=1, so ist
uv € Wgolc)(Q) und es gilt fast tiberall die tibliche Formel von Leibniz:

' (uwv) = Z (Z) Pud" v foi. in

d
VGNO
v<vy

fiir alle v € N& mit |y| < k.°

8 Ist Q unbeschrinkt, so erhilt man lediglich uv € W*P(Q)P bzw. pou € WFP(Q)P unabhinig davon, ob u bzw.
v global den entsprechenden Riaumen angehoren.

9 Zur Erinnerung: Fiir Multiindizes v,v € Ng bedeutet v < «, dass vm < ym fiir alle m € {1,...,d} ist.
Entsprechend ist v — v komponentenweise erklart. Es ist

wobei V! :=v1!---py! ist.
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i) Seien ¢ € CH(R) mit ¢’ € L®(R) und u € W,

(loc) (Q) Dann ist pou & WLP (Q)
und es gilt:

(loc)
Oy(pou)=¢'(u)dyu f i inQ
und fir alle y € {1,...,d}.

Bemerkung 4.10.

i) Ist € C'(R) mit beschrinkter Ableitung (wie in Satz 4.9), so ist p insbesondere
Lipschitz—stetig. Ist ¢ : R — R nur szschztz stetig, so ist ¢ f. 1. klassisch
differenzierbar 1° Eine Sobolev—Funktion u € Wz c)(Q) kann aber Teilmengen von
Q mit positivem Maf (d. h. Teilmengen, die keme Nullmengen sind) in Stellen
abbilden, in denen ¢ nicht differenzierbar ist (man betrachte etwa u : By(0) —
0B1(0), x +— %) Daher ist nicht klar, wie man ¢'(u) definieren soll, wenn ¢
lediglich Lipschitz—stetig ist.

i1) Die Kettenregel aus Satz 4.9 lisst sich noch etwas verallgemeinern. Es lisst
sich zeigen, dass sie ihre Giiltigkeit behdlt, wenn man verlangt, dass ¢ le-
diglich stiickweise von der Klasse C' ist. Insbesondere liegen die Funktionen
lul, uy, u_, max{u,c} in WP (Q) falls u € WP (Q).

(loc) (loc)

iii) Seien Q C R? wie in Satz 4.9, ¢ € CYRYHP (D, N € N) mit beschrinkter Ablei-
tung Dy (d.h. D € LR, R™P), also o Lipschitz-stetig) und u € WP (Q)

(loc)
mit 1 < p < co. Dann ist g ou € W2 (Q)N mit

(loc)
Oy(pou)=Dp(u)dyu f.i. in (12)

fir alle v € {1,...,d}. Dies ergibt sich relativ leicht mit Hilfe von ii) aus Satz
4.9,

Ist @ nicht C*, sondern lediglich Lipschitz—stetig, so ist zwar immer noch pou €

W(ll;i)(Q)D, aber die Formel (12) gilt nicht mehr f. 4. in Q (vgl. i)). Immerhin

kann man aber zeigen, dass dann
10, (pou)| < Lip(p)|0yu| [ i in Q

fir alle v € {1,...,d} gilt, wobei Lip(p) € [0,00) die Lipschitz-Konstante von
@ bezeichnet. Dies ist wesentlich aufwendiger zu beweisen und erfordert tiefer-
gehende maftheoretische Kenntnisse (es sei etwa auf [7], Lem. B.1 verwiesen;
einen Beweis fiir den eindimensionalen Fall findet sich in [Mo].).

w) Seien Q,Q C R? offen, ¢ : Q' — Q ein C*-Diffeomorphismus'! (k € N) und
€ W(llfc)(Q) mit 1 < p < oo. Dann ist uo @ € WrEP(Q) und es gelten die
entsprechenden Formeln fiir 8 (uo ) fir v € Nd mit |y| < k f.4i. auf . (Dabei

ist zu beachten, dass die Verkettung wop immer zur Klasse VV;ZCP(Q) gehort, auch
wenn u € WFP(Q) ist.) Weifiman in dieser Situation, dass die Ableitungen D'p

(L e{1,...,k}) sowie | det Dp|™! beschrinkt sind, so gilt:

[wo@llkp o < cllullkpo

mit einer Konstanten ¢ = c(n, k,p,¢) > 0.

10 Diese Aussage gilt allgemeiner auch fiir Lipschitz—stetige Funktionen ¢ : R? — RY und ist in der Literatur als
Satz von Rademacher bekannt (vgl. etwa [?], § 3.1.2).

1 Zur Erinnerung: Eine Abbildung ¢ : Q' — Q heifit ein C*-Diffeomorphismus, falls ¢ € C*(Q, Q) bijektiv ist
mit Umkehrabbildung ¢~ € C*(Q, Q).
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§ 4. Gldttungen und Approximationssétze fiir Sobolev—Funktionen

Beweis von Satz 4.9.

i)

ii)

Wir zeigen die Behauptung nur fiir £ = 1 und iiberlassen dem Leser den Beweis
fiir beliebiges k& € N. Ferner nehmen wir an, dass {2 beschriankt ist (sonst gehe
man zu w € (2 iiber und behandle alles lokal). Seien zunéchst u € W'*(Q) und
v € W (Q) mit p,p’ < co. Nach dem Satz von Meyers-Serrin (Satz 4.6 ii)) gibt
es dann Folgen (u,,) C C®(Q) N W'(Q) und (v,,) C C=(Q) N WH'(Q) mit

Upy =5 w in WHP(Q) und v, = v in WH'(Q).
Leicht sieht man die folgenden Konvergenzen:

U Um — uv in LY(Q),
. (13)
O Uy, Vyy + Uy OV, — Oyuv + 1 040 in LY(Q).

Hiermit folgt die schwache Differenzierbarkeit von uv und die Formel fiir 0, (uv).
Ist eine der Funktionen u oder v lokal von der Klasse W bzw. W' mit p, p' <
00, so approximiere man u bzw. v (gem. Satz 4.6 1)) lokal in der entsprechenden
Norm, und verfahre analog.

Bleibt der Fall ¢ = 0o bzw. r = oo zu behandeln: Sind etwa u € Wloc))(Q)

(loc

und u € W(ll’olc)(Q), so approximiert man lediglich v in W(ll’olc)(Q) durch glatte
Funktionen (v,,), mit dem eben Gezeigten ist dann 0, (uv,,) € W(Q2) mit der
ensprechenden Formel und bei m — oo folgt wie zuvor die Behauptung wegen
UV, — wv in L),
- (14)
O U Uy + 1OV, — Oyuv + udyv in LHQ).

Seien zuniichst u € W1P(Q) mit p < oo und ¢ Lipschitz—stetig mit Lipschitz—
Konstante L € [0, 00). Wieder nach Satz 4.6 ii) gibt es dann eine Folge (u,,) C
C>(Q) N W4(Q) mit

Uy, — w in WHP(Q) und £.ii. in Q,

und daher:
/ | (tm) — @(u)|" do < Lp/ |ty — ulf dz 0.
Q Q

Ferner ergibt sich fiir jedes v € {1,...,d}:

/Q | (1) Oyt — ' (w) Dyu|" dx < ¢ { /Q |/ (um) — ' (w) || 0u]" dz

+/ }(p’(um)|p‘&,um - 87u‘pda:} = c{ + I}
Q

mit einer Konstanten ¢ = ¢(p) > 0.'> Wegen der f.1{i. punktweisen Konvergenz
von (uy,,) und der Stetigkeit von ¢’ strebt

M = | () — ' (W)[*]0,u]” = 0.

12 Allgemein gilt: (a + b)P < 2P~1(aP + bP) fiir alle a,b > 0 und p € [1,00) (siehe etwa [Ad], Lem. 2.24).
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p
Da auerdem 0 < 7, < (2supte]R ‘cp/(t)D |VulP =: n f.i. in Q gilt, ist (9,)

beschrinkt durch n € L'(Q), so dass mit dem Satz von Lebesgue (majorisierte
Konvergenz) folgt:

[1:/77mdwﬁ>0.
Q

Fiir I5 erhélt man

I, < suﬂg }@,(t)‘p“a'yum — dyullh = 0,
te

womit die Behauptung im Fall p < co bewiesen ist.

Den Fall u € W'?(Q)P mit p < oo behandelt man analog wie unter i) beschrie-
ben.

Bleibt der Fall u € W(llf:;(Q): Es ist dann u € W(ll’;c)(Q) fir alle s € [1,00),

nach dem gerade Gezeigten also p ou € W(l’s)(Q) mit d,(pou) = ¢'(u)dyu f. 1.

loc

in Q. Da aber ¢'(u) 0,u sowie ¢ o u zu L, (€2) gehoren, folgt u € W(llo"cc;(Q) O

Satz 4.11 (Differenzenquotienten).
Seien Q C R offen, 1 < p < oo, u € LY (Q) und v € {1,...,d}. Dann sind
dquivalent:

i) Die y—te schwache Ableitung O,u von w ist von der Klasse L, () (bzw. von der
Klasse LP()).

i) Fir jedes w € Q gilt:
[A |y < ¢ fiir alle h € R\ {0} mit |h| < dist(w, Q)

mit einer Konstante ¢ = c(w) > 0 (bzw. mit einer von Q@ unabhdngigen Konstante
c>0).

In diesem Fall gilt die Abschditzung:
AR Ul < (101l

fiir jedes w € Q und fiir alle h € R\ {0} mit |h| < dist(w, 0N), und es strebt

Alu LN Oyu in LY (). (15)

loc

Bemerkung 4.12.
Ist u € WFP(Q) mit 1 < p < oo, so gilt:

HA’}YLqu—LP;Q\hI < [10yullypso-

Daraus ergibt sich insbesondere, dass in Satz 4.11 die Richtung i) = ii) auch im Fall
p = 1 richtig ist (nicht jedoch fiir p = 0o). Desweiteren gilt (15) auch im Fall p = 1.

Beweis von Satz 4.11.
Der Beweis erfolgt in drei Schritten. In einem ersten Schritt (1) beweisen wir zunéchst
die Hilfsaussage: Tst u € C'(Q) NWLP(Q) mit 1 < p < oo, so gilt:

1Al < 1102l in (16)
fur alle v € {1,...,d}, h € R\ {0} mit |h| < dist(w,9Q) und w € .
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(1) Seien w € © und x € w fixiert. Dann ist nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung

1

hru(z)] = —
|A7 ( ){ )

1 1
/ % u(x +the,)dt| < / |0yu(z + the,)|dt.  (17)
0 0

Fiir 1 < p < oo ergibt daher die Hélder-Ungleichung:

1 P
HAZUHP;UJ S/ </ |0y u(z + the,)| dt) dx
w 0

1
§£1(0,1)p_1// |Oyu(z + the,)|” dt do
wJO

1
:/0 /}&u(:ﬁ—i—they)‘pdazdtg/lh |0, u(z)]" dz,

was (16) in diesem Fall liefert. Fiir p = 1 bzw p = oo erhélt man (16) unmittelbar
aus (17).

(2) Sei nun u € W,2P(Q) mit 1 < p < co. Wir wollen (15) zeigen. Dazu betrachten

loc

wir eine Folge (u,,) C C§°(£2) mit
Up ~5u und Oy, —» Oyu in LY (Q)

(eine solche Folge haben wir im Beweis von Satz 4.6 i) konstruiert, wobei die
Annahme p < oo entscheidend ist). Da offenbar (16) fur jedes u,, gilt, liefern
diese Konvergenzen, dass (16) auch fiir u gelten muss:

A" U]y < (106l et

Fiir |h| < 1 kann darin aber die rechte Seite unabhénig von h abgeschétzt
werden, womit die Richtung i) = i) (sogar fiir p = 1) bewiesen ist. Nun aber
zum Beweis von (15): Sei w € 2 fixiert und sei 0 < r < dist(w, 00), so dass
also w" € Q ist. Zu vorgegebenem ¢ > 0 gibt es dann ein my = mg(e), so dass
gilt:

€
|05 — Oyt || s o < 3 fur alle  m > mo.

Andererseits strebt offenbar Agum 0, Oyt gleichmiig auf w,', so dass zu
e > 0 ein hy = ho(e) < r existiert mit

|0yt — Aﬁume;w < fir alle  |h| < ho.

Wl ™

Schlielich ist wegen (16)

£
HAZum - A’fy‘qu;w < |0y = Oyt || psr < 3 fir alle  m > my.

13 Allgemein gilt bekanntlich: Ist w € C1(Q) (2 C R? offen), so strebt

Afylw LU Oyw

lokal gleichméiig auf 2.
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Zusammmen ergibt sich fiir alle m > mg und |h| < hy also
[0yu — Azqu;w < ||0yu — Oyt |l p;eor + |05t — Agume;w
+ HAzum — Azqu;w <e,
womit (15) (auch im Fall p = 1) bewiesen ist.
(3) Wir zeigen i) = 4): Seiw € L} (€2) mit

[A |y < ¢ fiiralle w € Q, [h] < dist(w, 99)

mit einer Konstanten ¢ = ¢(w) > 0. Die Familie (A”u) ist also beschrénkt in
LP(w), so dass es wegen 1 < p < oo eine Nullfolge (h,) und eine Funktion
v, € LP(w) gibt mit

Alvu 2 v in LP(w)
(schwache Kompaktheit von LP). Sei nun (w;) eine kompakte Ausschopfung von
Q, so dass w; = w ist. Es ist dann

HAZV’””PH«D < C(w2)v
so dass es eine Teilfolge von (h!) sowie eine Funktion v,, € LP(ws) gibt mit
Afjiu 2 Uy i LP(ws).

Wegen der Eindeutigkeit des schwachen Grenzwertes gilt daher v, |, = v,,. Durch
fortgesetzte Teilfolgenwahl ergibt sich mit dem Diagonalverfahren die Existenz
einer Nullfolge (h!,) und einer Funktion v € L (£2) mit

Ag"u 2 vin LY ().
Bleibt nachzuweisen, dass v = d,u ist. Sei dazu n € C§°(Q2) beliebig. Mit der par-
tiellen Integrationsregel fiir Differenzenquotienten und der eben gezeigten Kon-
vergenz folgt:

/vnd:p:hm/Ag;funda::—lim/vA;thda::—/ﬁmudx,
Q voJa voJa Q

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass Ay h/”n = 0,n gleichmiig auf
Q) strebt. 0






Kapitel 5

Einbettungssitze

Unter einer Einbettung versteht man eine Abbildung j : X — Y zwischen zwei
normierten Raumen (X, || - ||x) und (Y, - ||y) mit X C Y und j(x) =z € Y. Uns
interessieren Einbettungen zwischen Sobolev- und Lebesgue-Réaumen, die stetig oder
kompakt sind:

e Eine Einbettung heit stetig, falls ||j(z)||y < c||z|x fir alle z € X gilt;

e Eine Einbettung heit kompakt, falls beschréinkte Folgen (z,,) vermoge j auf kom-
pakte Folgen abgebildet werden (d.h. (j(z,)) hat eine in Y konvergente Teilfolge,
falls (z,) in X beschrénkt ist).

Folgender Einbettungssatz ist fiir die Regularitidtstheorie von enormer Bedeutug und
stellt ein zentrals Ergebnis der Vorlesung dar.

Satz 5.1 (Sobolev). Sei Q C R? offen. Dann sind die Einbettungen

Li5(Q) ; p<d

Wh(Q) — { s
') p>d, LYN) < o0

stetig, d. h. fir c(d,p) > 0 gilt
Jull . < eld,p) [Vl - p<d
11
suplul < e(d,p) L") |Vul, 5 p>d

fiir alle w € W»(9).
Korollar 5.2. Sei Q) C RY offen. Dann gilt

L% (Q) ; kp<d

Wh?(Q) —
cmQ) mENg,Oﬁmgk‘—%,Ed(Q)<oo

(beachte: im zweiten Fall muss gelten k — ;—f >0 = kp>n).

69
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Bemerkung 5.3. ) Seip < d. Dann heifit

mit s(p) > p der Sobolev-Exponent zup. Z.B. d=3,p=2, u € WI’Q(Q) ergibt
uwe LS(N);d=2,p>2, uec WhH¥(Q) ergibt u € C°().

b) Ist u € WH(Q), Q beschrinkt, so natiirlich auch in WYP(Q) fir alle p < d, d.h.

Wh(Q) = () L9(9),

qg<oo

(tatsichlich gilt etwas mehr, aber nicht — L>(Q), vgl.[Alt]).

c¢) Der Beweis von Korollar 5.2 folgt durch Iteration von Satz 5.1

Beweis von Satz 5.1.
(1) Sei p = 1. Wir betrachten zunédchst u € C§°(2). Sei zunéchst d = 2, dann gilt

u(z) = u(zy, x0) = /

1 T2

al'LL(t, .]32) dt = / 82u(a:1, t) dt.

Es folgt
u?(z) < </ |Oyu(t, x2)| dt) (/ |O2u(zy,t)] dt)
=:a(z2) =:8(z1)
und damit

/]1@2 uw(w) de < /R2 a(w2)f (1) dr = /MER /xzeRa(:cQ)B(:cl)dxgdxl
= B(x1) das /szRa(xg) dw,

xr1ER

:/ lagu]d:c/ |01 u| da.
R2 R2

Fiir die L?-Norm erhalten wir damit

|ul|L2@ey < \// |32UIda:\// 01| da
R2 R2

1
<5 [ (ol + 0] ds
2 R2

1
- 5||VU||L1(R2).

Das Vorgehen fiir d > 3 erfolgt analog, wir geben eine kurze Skizze: Fiir alle ¢ €
{1,...,d} ist

z;
w(x) = w1, ooy Tie1, Tiy Tig1y ooy Tq) :/ Ou(xy, ooy i1, t, Tig1, .y Tq) di
—00
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und damit

lu(z)| §/|8iu(x1,...,xi_1,t,xi+1,...,a:d)]dt;
R

[u(@)| 7T = [u(z)| - ... - Ju(z)[]7
< [H R|3iu(...)|dt] N

Schlielich erhalten wir

Rd\u(:@)yddl dx < /R [ﬁ/Ryaiu(...)ydt] - da.

Iteratives Anwenden der Young-Ungleichung mit d — 1 und %,... ergibt schlielich

1 " -
HUHL% : < EHVU/HLI(Q) fir alle u € C5°(Q). (1)

@
Sei u € W(€), dann existiert eine Folge (u,) € C°(Q) mit ||t — tiy, |11 — 0. Aus
(1) folgt, dass (u,) eine Cauchy-Folge ist in Ldfdl(Q) mit Limes 4 € Ldfdl(Q) Wegen
Uy — win LY(Q) gilt @ = u, d.h. v € Ld%l(Q) Mit m — oo erhalten wir also (1) fir
alle u € WhH(€Q).

(2) Sei p € (1,d) und u € C§°(R2). Fiir v > 1 definieren wir v = |u|?, es folgt
v € CH(Q) und (1) gilt fiir v, also

d 1=
(/ |u|7a-1 dx)
Q

Setzen wir 7 := (”2%11))5’) € (1,00), so erhalten wir mit der Holderschen Ungleichung

s \'d
(/ |75 dx) < 1/\uy“yvuydx
Q d Q
1-1

gnvunm) (/ﬂ |u|p-1 7Y dx)
_ e\

= LVul [ [l da) "

Q

Wir koénnen jetzt annehmen, dass u nicht identisch Null ist (dieser Fall ist trivial), so
d
dass [, u|7 Y dz > 0 und daher ist

=

1
< —/7|U|W_1|Vu|dx‘
d Jo

IN

Offenbar ist 1 — cll =
p 74

—~
IS
|
—_
~
3
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fiir alle w € C2°(Q). Zu u € W'P(Q) wihle man (u,) C C°(Q) mit uy, — u in
dp dp

WhP(Q). Dann ist (u,,) Cauchy-Folge in L7, d.h. u,, — @ in L7». Wie zuvor muss

@ = u gelten, weswegen wir fiir m — (2) fiir alle u € WP(Q) erhalten.

(3) Sei p € (d, 00). Zusiitzlich ist hier £4(Q2) < oo vorausgesetzt. Ohne Einschrinkung
sei £4(Q2) = 1, falls nicht transormieren wir:

i:Q =R, az)=u (Ed(Q)5x> ,
Q= {,cd(Q)—%x, € Q} .
Wir zeigen nun

sup |u| < c(d, p) [Vl o), (3)
Q

Riicktransformation ergibt dann

sup Jul < efd, ) L) | Vul oo, (4)

Zunichst sei v € C§°(Q2), wir definieren v := d% (ohne Einschrénkung sei u nicht
P

konstant, dieser Fall ist trivial). Ist v > 1, so ist v7 € W1(Q), also gilt (1), d.h. mit

. _d
d =35

1 Yy y _
v ]|ar < C—ZHW”Hl = EIIU” "Wl < = IVollpllo Ly,

wobei wir im letzten Schritt die Holdersche Ungleichung benutzt haben. Beachtet
man jetzt |Vo| < d|Vul||Vul;, so folgt |V, < d und damit

[ lar < Y107 .
Schlielich ergibt sich

1 1
[olla = 0713 < A7 [l0" 7y =~ (/ o]0~ dx)

1 1 v—1
1 P A Rt
:ww(/WWIWm) T (5)

Koénnen wir zeigen, dass

S |
2=

[0llpr(y—1) < ([0l (6)

gilt, so erhalten wir

1.01-1
[0llyar < v llvll," (7)

Kommen wir zum Beweis von (6): es ist wegen £4(Q2) = 1 nach Hélder

- SR )
p'(v—1) o=n 'y K
AWI ar|” < ‘Aw|dx = [lvllyn-
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Man beachte, dass in (7) hohere Potenzen durch niedrigere abgeschitzt werden (be-
achte d’ > p'), dies wollen wir iterieren: mit § := 57: > 1 und v := ¢ fiir v € N folgt
aus (7)
e~V _§-v o 5V
[vllsvar < 6 Nolls ™ = 0" " [lollysr-
(7) mit v = 6"~ ergibt
lollarsr-r < 8705 o2

und damit B -
[v]|grq < §@7HITHD0 [Vl 5502

Induktiv erhalten wir B
lv]lsvar < g2 k=1 ko o] .

und wegen [Jolle = [[v]_« < }|Voll < 3 Voll, <1 folgt

1
d
[vllgvar < X157 = ¢(d, p).

Man beachte, dass obige Summe wegen § > 1 konvergiert. Lassen wir auf der linken
Seite v — oo laufen, sehen wir

[v]loo < c(d, p).
Die Definition von v liefert hieraus
ulloo < c(d, p)||Vull, 9)

fiir alle u € CS°(Q). Ist u € WP(), so withlt man (u,,) C CS°(Q) mit u,, —  in
WP (Q). Dann ist (u,,) Cauchy-Folge in L=, d.h. u,, — @ in L>=. Es folgt u € C°(Q)
(als gleichméfBiger Limes stetiger Funktionen, @ ist Vertreter von u) und (9) fir alle
ue Whe(Q). 0

Es gibt Versionen des Einbettungssatzes fiir die Raume W*»(Q), falls 9Q geniigens

glatt ist. Auf einen Beweis wird hier verzichtet, wir verweisen etwa auf [Alt].

Satz 5.4. Sei Q C R? offen und beschrdnkt mit Lipschitz-Rand. Dann sind die Ein-
bettungen
dp
Li=»(Q?) <d
WP(Q) & o
c'Q) 5 p>d

stetig, d. h. fir c(d,p,Q) > 0 gilt
lull o < e(d,p, D) [Julliy 5 p<d
sup uf < c(d,p, Q) |lullrp 5 p>d
fiir alle w € WhHP(Q).

Korollar 5.5. Sei Q C R? offen und beschrinkt mit Lipschitz-Rand. Dann gilt

dp

L (Q) ; kp<d
cmQ) mENo,Ogmgk—%, kp >d

Wh(Q) — {
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Bemerkung 5.6. a) Die Finbettungen im Fall p > d kénnen noch verschérft wer-

den (Satz von Morrey, vgl. etwa [GT] Kapitel 7): Die Riume W2(Q) und
WhP(Q) (im zweiten Fall Q beschrinkt mit Lipschitz-Rand) sind stetig einge-

bettet in COV(Q) mit v =1 — %. Die Riume W P(Q) und W?(Q) sind stetig
eingebettet in C™(Q) mit v =k — % —m, falls0 <m < k — % <m+1.

b) Fiir p = d gilt nicht W4(Q) C L®(R), die Aussage W4(Q) < Ny<coo LU(2)
lasst sich jedoch moch verbessern, es gilt

uwe Wh(Q) = / exp {const|u — (u)q|} dr < oo
Q

wobei (u)q der Mittelwert von u tber Q ist (Trudinger-Ungleichung, vgl. [GT]).
Wir kommen jetzt zu kompakten Einbettungen

Definition 5.7. Seien X und Y Banachrdume und T : X — Y ein stetig linearer
Operator. T heit kompakt, falls fiir jede in X beschrinkte Folge (x,,) die Folge (T'xy,)
eine (in'Y ) konvergente Teilfolge besitzt.

Satz 5.8 (Rellich-Kondrachov). Sei Q@ C R? offen und beschrinkt. Dann ist die
Einbettung

WLP(Q) < LYQ)  fir alle t < dﬁ
—p

fiir p < d kompakt.

Bemerkung 5.9. a) Man beachte, dass die obere Grenze der Exponenten, fir die
man kompakte Einbettungen bekommt, gerade der Sobolev-Exponent ist.

b) Iterativ erhilt man die Kompaktheit der Einbettung W*P(Q) < L'(Q) fir alle

dp
t < hp

c) Die Rdume VT/’“’(Q) sind kompakt eingebettet in C™P(Q) fiir alle B < v =
k—%—m, falls 0 <m < k—j—j<m+1 (vg. [GT] Kapitel 7).

d) Wie in Satz 5.4 gelten auch hier analoge Aussagen fiir die Riume WHP(Q) mit
Lipschitz-Rand im Fall einer beschrinkten Menge €.

Bevor wir zum Beweis von Satz 5.8 kommen, benttigen wir noch folgendes

Lemma 5.10. Sei (fy) C LP(X,u) mit 1 < p < oo und es gelte fr — [ u-f.i. sowie
sup/ | felP diw — 0,  wenn pu(E) — 0,
k JE

und zu € > 0 gibt es eine p-messbare Teilmenge E. mit u(E.) < oo und

Sup/ |fr|P dp < e.
ko Jx-E.

Dann gilt f € LP(X,u) und fr, — f in LP(X, p).
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Bemerkung 5.11. Obiges Lemma ist als Konvergenz-Satz von Vitali bekannt und
es gilt auch die Riickrichtung, d.h. aus f, — f in LP(X, p) (sowie u-f.i.) folgen die
beiden Integralkriterien (vgl. [Alt], 1.19).

Beweis: Es gilt f, — f p-f.ii. auf E.. Nach dem satz von Egorov (vgl. [Alt] 1.17)
existiert eine Teilmenge A, C E. mit f, — f gleichmiig auf A. und p(E. — A.) < e.
Es folgt

e T Ty T (0

SM(Ae)SuP|fk—fl|p+C{SuP / P dpt + sup / Ifml”du}-
Ac X—-F. m A.—E.

m

Fiir ¢ — 0 verschwinde der letzte Term, wahrend der mittlere nach Voraussetzung
< ¢ ist und demnach auch verschwindet. Wegen der gleichméigen Konvergenz auf A,
folgt, dass (fi) Cauchy-Folge in LP(X, i) ist und daher konvergiert (man iiberlegt
sich leicht, dass beide Limiten gleich sein miissen, vgl. GAV A 15). 0

Beweis: Wir zeigen zunéchst die kompakte Einbettung
WhP(Q) — LP(Q). (10)

Der Rest folgt danach relativ leicht mit Lemma 5.10. Sei uy, in W'?(Q) beschriinkt,
Fiir p > 1 erhalten wir nach iibergang zu einer Teilfolge direkt uy —: w in LP(€2).

Fiir p = 1 folgt mit dem Satz von Sobolev die Beschrénktheit von wuy, in L%(Q) und
(nach TFW) u, — u in Lﬁ(Q) und damit auch in L'(Q2) (Q ist beschrinkt). Wir

setzen uy, und u auf RY — Q durch 0 fort. Dann ist u;, € W'P(R?) mit Triiger in Q.
Die Glittung (u). gehort dann zur Klasse C5°(RY) und
(up)e "=5° u, in LP(RY). (11)

Zum Beweis betrachte man fiir fixiertes x € R? und € > 0 die Funktionale ¥% € LP(Q)*
definiert durch

T (0) = / o(y)ne( — y) dy.

Konvergiert z;, — z fiir K — o0, so konvergieren 7.(xy —-) — n.(x — -) gleichmaig auf
RY, also U — W2 in LP(Q)*. Es folgt

(ug)e(xy) = /B ( )7)5(2 — rp)ug(z) dz = W+ (uy) — VI (u).

Damit folgt sogar (uy). — u. lokal gleichmiBig auf R? also insbesondere (11), da
(ug)e und u. auerhalb von kompakten Mengen 0 sind. Eine weitere Hilfsaussage, die
wir ben6tigen ist

v — vl < ]| Vl|, fiir alle v € WHP(RY). (12)

Man beachte, dass linke und rechte Seite dieser Ungleichung stetig von v abhéngen.
Konnen wir also obige Ungleichung fiir v € C§°(Q2) zeigen, so folgt der Rest durch
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Approximation (vgl. Kapitel 1). Es ist

(ve —v)(z) = /B ( )775(2 —z)(v(z) —v(x))dz = / o ne(2)(v(z + x) —v(z))dz

_ /6(0) ne(2) (/01 Volz + 52) - zds) dz.

o-va@l<e [t ([ 1wta+saas) ae

Definieren wir F(z,z) := (...), so folgt im Fall p > 1

L. r@IF ) s [ ([ e

< [ ([0 ([ werreopa) a
= [ ([ arar) o

< sup |F(z, 2)|P dx.
2€B:(0) JR4

Wir erhalten

[RECAT

(2)F(, 2) dz)p dx

Im Fall p = 1 erhélt man obige Ungleichung direkt ohne Anwendung der Holder-
Ungleichung. Es ergibt sich

1
v — el < & sup / / |Vo(z + s2)|P dsdz
0) Jre Jo

ZGBE(
1
o [ [ et s st = 2l
R4 JO

Mit (11) und (12) ergibt sich leicht (10):

||u - uk‘“p < ||u - Ua”p + ||u€ - (ukz>€||p + H(uk)s - uk‘”p
< |lu— us”p + [Jue — (uk>€Hp + EHVUICHP-

und die Beschranktheit von Vuy in LP(2) liefert

kh—{go [l — |, < ce + [Ju — uell,

was wegen der Beliebigkeit von ¢ (10) impliziert (beachte Satz 1.5).
Sei jetzt (uy) C WP(Q) beschréinkt: wir wissen nach Teilfolgenwahl wj, — w in LP(Q)

sowie punktweise f.ii. Mit Satz 5.1 ist uy, in L*®)(Q) beschrinkt. Fiir t < s(p) folgt
s(p)

mit Hilfe der Hélderschen Ungleichung (Exponenten = und %)

s(p)—t d
sup [ Juel'de < sup g £4(E) 5“5
E
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Zu § > 0 existiert eine messbare Menge Es C  mit £4(Q2 — E.) < § (z.B. eine innere
Parallelmenge) und

s(p)—t
sup/ |ug|" dz < sup ||uk||i(p)£d(§2 — Ej) ) <e
k Jo—Es k

bei passender Wahl von ¢. Lemma 5.10 ergibt uy — w in L*(). O

Der folgende Satz zeigt unter anderem wie man Kompakheit fiir Rdume Holder-
stetiger Funktionen erhélt (und als Spezialfall Raume Lipschitz-stetiger Funktionen).
Zunichst beachte man noch den Zusammenhang zwischen Lip(Q) und Wh>(Q).

Lemma 5.12. a) Sei Q C R? offen, beschrinkt und konvex, so gilt WH>(Q) =
Lip(Q2), wobei

Lip(Q) := {u :Q — R: Lip(u) = sip W < oo} .

Insbesondere gilt | Vul|s = Lip(u).
b) Fiir nichtkonveze beschrinkte Gebicte gilt W,o™(Q) = Lip,,.(Q).

Satz 5.13 (Arzela—Ascoli). B
Sei Q C R? offen und beschrinkt und sei (uy,) C C°(Q) und habe die Eigenschaften:

i) (Beschrdnktheit)

Sup [|tml|co < 00
m

ii) (Gleichgradige Stetigkeit)
sup }um(x) — um(y)‘ 20

fiir alle x,y € Q mit |z — y| — 0.

Dann gibt es eine Teilfolge (umk) von (uy,) sowie eine Funktion u € C°(Q), so dass
qilt:

U, LA gleichmdiq in Q.

Die gleichgradige Stetigkeit ii) in Satz 5.13 ist insbesondere dann gewéhrleistet, wenn
(u) C C%(Q) mit einem o € (0,1] ist und die Holder-Konstante gleichméBig
beschrankt ist:  sup,,[tum]o < 00. Ferner kann man dann i) aus Satz 5.13 abschwéchen
zu

sup |um (z)| < oo fiir alle x € €,

braucht also keine gleichmiiiige Beschranktheit bzgl. . Man beachte, dass gleichméBi-
ge Beschranktheit und gleichgradige Stetigkeit sogar dquivalent zur Existenz einer
konvergenten Teilfolge sind (vgl. [Alt], S. 87). Eine beschrinkte Folge in W1>((2)
hat also eine Teilfolge, die gleichméig gegen eine stetige Funktion konvergiert. Man
iiberlegt sich leicht, dass auch die Lipschitz-Stetigkeit erhalten bleibt, d.h. also der
Limes gehort wieder zum Raum W1 (Q).
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Beweis: Da Q7 dicht in R? liegt ist §2 seperabel, d.h. wir finden eine abzihlbare dichte
Teilmenge {z,, n € N} von 2. Wegen (i) ist (f(x1)) beschrinkt in R, so dass wir
eine konvergente Teilfolge (f/,(x1)) wéhlen kénnen. Analog ist (f! (z2)) beschrankt
und wir finden eine konvergente Teilfolge (£ (z2)). Mit dem Diagonalverfahren finden
wir sukzessiv eine Folge f,,, C (fn), so dass f,, (z;) fur alle i € N konvergiert. Wir
definieren gy, := f,,, und wollen zeigen, dass g punktweise konvergent ist.

Seien = € 2 und ¢ > 0 beliebig. Dann folgt aus (ii) die Existenz von p = p(e) mit

fm(By(2)) C Be(fim(x)) Vm € N. (13)

Da gi(z;) konvergent ist gilt |g,(z;) — g4(x;)| < ¢, falls p,q > ng = ng(e, 7). Zud >0
existiert 4 > 1 mit ; C B,(x) und es folgt fiir alle p, ¢ > ng

190(%) = 94(2)] < |gp(2) = gp(@i)| + [gp(2i) — gg ()| + |gq (i) — gq(2)] < 3e. (14)
Demnach ist (gi(z)) fiir alle z € Q eine C.F., d.h.
g(x) := lim gi(x)
existiert fiir alle z € 2. Wir miissen noch zeigen
e g is stetig;
e g — ¢ gleichméBig bei k — oo.

Sei xz € Q, ¢ > 0. Wahlen wir ¢ wie in (13), so erhalten wir fiir alle y € B,(x)
l9(y) = g()| = lim [gi(y) — g(2)| < e,

d.h. g ist stetig. Die gleichméflige Konvergenz sieht man wie folgt: Nehmen wir an,
wir hitten keine gleichméfiige Konvergenz. Dann existiert eine Teilfolge (g;.) C (gx)
und ine Folge z, C € mit

|91 () — g(ax)] = 3e.
Ohne Einschrénkung nehmen wir an x; —: x (sonst gehe man zu Teilfolgen iiber).
Fiir n > 1ist ,, € B,(x) und aus (14) folgt

3e < |g(@k) — g(xn))
< gk(2x) — gr(@)| + gk () — g(2)] + |g(2) — g(zr)] < 3e,
ein Widerspruch. O

Das folgende Lemma zeigt schlielich noch welche Bedingung notwendig ist fiir Kom-
paktheit in LP(2). Lemma von Riesz (siche etwa [Ad], Thm. 2.21 oder [Alt], Satz
4.24):

Lemma 5.14 (Riesz).
Seien 1 < p < oo, Q C R? offen und (u,,) C LP(Q) beschrinkt. Zu jedem & > 0
ezistiere ein w € ) und ein 6 > 0 gibt, derart dass gilt:

sup/ |t (z + h) — u(x)}p de < e und sup/ !um(x)‘pdx <eP
m Jo O\w

m

fir alle h € R™ mit |h| < 0. Dann existiert eine Teilfolge (uy,, ) und u € LP(SY) mit
U, — w10 LP(Q).
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Bemerkung 5.15. ) In Lemma 5.1/ bedeutet die zweite Bedingung, dass die Ele-

mente einer relativ kompakten Menge auf ,Randstreifen® im LP-Sinn gleichmdig
klein werden miissen.

b) Wie auch schon im Satz von Arzela-Ascoli sind obige Bedingungen notwendig
und hinreichend fiir Kompaktheit in LP(§2).






Kapitel 6

Punktweise Eigenschaften und
Randverhalten

Wir wissen konnen Lebesgue-Funktionen nur bis auf Nullmengen eindeutig definiert
werden. Der folgende Satz (Differentationssatz von Lebeguse) charakterisiert dies mit
Hilfe von Mittelwertintegralen, Spéter werden wir sehen, dass die Aussage fiir Sobolev-
Funktionen verbessert werden kann.

Satz 6.1. Seien Q C RY offen und v € L}, (). Dann gilt

loc

lim udz = u(x)
r—0
By (x)
fir f.a. x € Q.

Satz 6.2. Seien Q C RY offen und u € L} (Q) mit s € [0,d). Wir betrachten die
Menge

1
A = As(u) = {x SVE limsup—s

|u| dz > 0}.
r=0 77 JB,(2)
Es gilt H*(As) = 0.

Ein wesentliches Hilfsmittel zum Beweis ist der Uberdeckungssatz von Vitali.

Lemma 6.3. Sei & eine Familie von abgeschlossenen Billen in R? mit gleichmifig
beschrdankten Radien, d.h.

sup diam(B) < co.
Be#

Dann gibt es eine abzdhlbare Teil-Familie " C % mit
1. Die Kugeln in %' sind disjunkt;
2. fiir alle B € A existiert B' € %' mit BN B # () und B C 5B’.

Beweis von Satz 6.2: Nach Satz 6.1 wissen wir £4(A,) = 0. Das Haussdorff-Maf
kann folgendermafien definiert werden: Betrachte fiir A € R? und 6 > 0

H3(A) = inf { Za(s)(‘hamT(A’f)f . Ac (A A CRY diam(4,) < 5\%}.
k=1

81
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Hierbei ist a(s) :=
ist definiert als

F(’;—il) eine dimensionsabhéingige Konstante. Das Hausdorff-Maf}
2

HP(A) == lim H;(A) = lim H5(A).

d—0 sup 0

Sei zunéchst v € L'(2) (ansonsten argumentieren wir auf inneren Parallelmengen),
U C Qund 0 > 0. Dann existiert n > 0, so dass £4(U) < n impliziert [, |u|dz < o
(Stetigkeit des Integrals bzgl. U). Fiir ¢ > 0 definieren wir

1
AS = {J;EQ: limsup—/ \u|dz>5}.
=0 T JB.(2)

Wir erhalten wieder £4(AS) = 0. Daher existiert eine offene Menge U C Q mit A C U
und L4(U) < n. Wir definieren

B = {Er(x): reli, 0<r<y, Er(x)CU,/ |u|dz>ars}.
B

r(2)

Offenbar ist % eine Uberdeckupg von {AS}.so. Fiir die Kugeln in & gilt
diam(B,(z)) < 24. Daher ist der Uberdeckungssatz von Vitali anwendbar und wir
finden eine abzdhlbare Familie 8’ C £ disjunkter Bélle aus % mit

A C U B C U B =: GBm(%‘)
i=1

Be# Be#'

mit o < r; < 0 und z; € AS. Die Definition des Hausdorff-Maf} es ergibt

C A < N s als)5 ¢
W) < Yaleny < RS [ e
i=1 € D1 /Br(@)
< a(s)5 lu| dz < ()5 o.
€ U €
Es folgt mit 6 — 0
e(ne) < 2 g

Die Stetigkeit des Mafles von oben ergibt
Ho(AD) 8 H5(A).

da {AZ}.~¢ eine fallende Familie von Mengen ist. O

Korollar 6.4. Seien Q C R? offen und u € W,2P(Q) mit s € [0,d) und 1 < p < oc.
Es gilt

][ lu — (u)p,@)|F dz — 0, 1 =0,
B (x)
fiir H*P-f.a. x € €.
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Beweis: Mit der Poincaré-Ungleichung erhalten wir

r_d/ [u — (u) B, ()| dz < crp_d/ \VulPdz — 0
BT(-'E) BT(JC)
bei r — 0 fiir alle z € Q\ Ag_,(|Vul?), also fiir H"P-f.a. x nach Satz 6.2. O

Bisher haben wir Randwerte von Sobolev-Funktionen im folgenden Sinn interpretiert:
u = ug auf 9 genau dann, wenn u — ug € W1P(Q), wobei W1P(Q) fiir p < oo der
Abschluss von C§°(Q) in W'P(Q) ist. Wir werden in diesem Kapitel eine priizisere
Definition von Randwerten erarbeiten und zeigen, dass diese mit der uns gewohnten
iibereinstimmt.

Zunéchst benotigen wir dazu noch eine verbesserte Version des Approximationssatzes
»2H=W*“von Meyers-Serrin. Notwendig dazu, sowie fiir die Folgeiiberlegungen ist ein
verniinftigerRand 092 von €. Unter allgemeinen Bedingungen (wie in Kapitel 2) ist
die Aussage falsch. Einen Beweis findet man in [Ad], Thm. 3.18.

Satz 6.5. Sei () ein beschrinktes Gebiet und geniige einer inneren Kegelbedingunyg.
Dann gilt fir k € N und 1 < p < oo: C®(Q) ist dicht in WkP(Q)

Bemerkung 6.6. ) Fine innere Kegelbedingung bedeutet, dass es EINEN Kegel
qibt, der in JEDEM Randpunkt so angelegt werden kann, dass der gesamte Kegel
in Q liegt. Dies schliefit z.B. exponentielle Spitzen aus. Eine innere Kegelbedin-
gung ist unter anderem erfillt, wenn OS2 ein Lipschitz-Rand ist.

b) Im Gegensatz zu Satz 1.6 gibt es hier eine Folge (u,,), bestehend aus Funktionen,
die bis zum Rand glatt sind mit ||u,, — u|lg, — 0 bei m — oo. In Satz in 1.6
erhielt man nur (u,) C W*P(Q) N C>(Q).

Im Folgenden bendtigen wir Rdume von Funktionen die iiber den Rand integrierbar
sind, d.h. fiir Q C R? offen sei LP(9Q):= Menge aller H¢ !-messbaren Funktionen mit

11l v o0y = </ |f|pd’Hd‘1) < .
o0

Fiir C'-Funktionen definieren wir den Operator B : C*(Q) — LP(99) durch Bu :=
u|gn und erhalten (vgl. [Alt])

Lemma 6.7. Sei u € C'(Q) mit Q C R? offen und beschrinkt mit Lipschitz-Rand.
Dann gilt
1Bull o) < e(d, p, Q) |[ullwrr@).

Fiir v € W'?(Q) betrachten wir eine Approximationsfolge u,, € C*(Q) und ||u,, —
ull1p, — 0, deren Existenz nach Satz 6.6 gewihrleistet ist. Aus Lemma 6.7 folgt,
dass (Bu,,) eine Cauchy-Folge in LP(0f2). Der Limes dieser Folge, der nich von der
speziellen Wahl der Folge abhéngt wird nun als Spur von u bezeichnet.

Definition 6.8. Der Operator B — WY(Q) — LP(0Q) (@ C R offen und be-
schrdnkt mit Lipschitz-Rand, 1 < p < co) mit Bu := LP(0Q2)-Limes von um|oq ((Um)
Approzimationsfolge zu w) heifit Spur-Operator.
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Bemerkung 6.9. ) Der Fall p = oo, der hier ausgeschlossen wurde, kann einfa-
cher ebhandelt werden, falls Q konvez ist. In dieser Situation gilt W1>(Q) =
Lip(2) (vgl. Lemma 5.12). Lipschitz-stetige Funktionen kénnen unter Erhalt der
Lipschitz-Konstanten zum Rand fortgestezt werden. Auferdem gilt nach Satz 5./
Whe(Q) c C°Q) (auch ohne Konvezitit), so dass hier Randwerte wie gewohnt
definiert werden konnen.

b) Es lisst sich zeigen (vgl. [Mo], Thm. 8.6.3), dass Bu fiir u € W'P(Q) N C°(Q)
die klassische Spur von u auf 02 ist.

Wir kommen zu dem entscheidenden Satz dieses Kapitels

Satz 6.10. Sei Q C R? offen und beschrdnkt mit Lipschtz-Rand. Dann gilt fiir 1 <
p < 00 )
Wh(Q) = {u e W'?(Q); Bu=0}.

Beweis: Die Hinrichtung ist klar: Jede Funktion u € W'?() lisst sich nach Defini-
ton durch C§°(€2)-Funktionen approximieren (bzgl der W'?(Q)-Norm). Aufgrund der
Stetigkeit des Spuroperators (vgl. Lemma 6.7) folgt

0 = Bu,, — Bu

in LP(052) bei m — oo.
,<="“:Sei u € WP(Q) mit Bu = 0. Ein entscheidender Schritt betsehzt darin zu
zeigen, dass die Fortsetung

Ju(x), xz €
v(@) =1, r e R\ Q

von u schwach differnzierbar ist. Wir wiihlen eine Approximationsfolge (u,,) € C*°(Q)
fiir w und berechnen fiir ¢ € C5°(R?)

/ vdivpdr = / udivp dr = lim/ U, divp dx
R4 Q moJa

zlim</ umgo~Nd7—ld1—/Vum«<pdx)
m o Q

:/ Bugp-./\/'de_l—/Vu-godw
o0 Q
——/ xoVu - pdx.

Ra

Das heifit es gilt
v € WHP(RY) (1)

mit Vv = yqVu.

Q) hat Lipschitz-Rand, falls sich 092 durch endlich viele offene Mengen U*, .., U' iiber-
decken lisst, so dass 9Q N U’ fiir j = 1, ...,1 der Graph einer Lipschitz-stetigen Funk-
tion ist und Q N U’ auf jeweils einer Seite dieses Graphen liegt. Mathematisch 1isst
sich das folgendermaflen formulieren: Es gibt ein [ € N und fiir j = 1,..,1 ein eukli-
disches Koordiantensystem e, ...,/ in R?, einen Referenzpunkt ¢/ € R Zahlen
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r7 > 0 und A/ > 0 und eine Lipschitz-stetige Funktion ¢/ : R*! — R, so dass mit der
Bezeichnung

d
vy = (2], 1Y), T= Zzgeg,
1=1
gilt | S S |
Ul = {x e R¢: |xfd —y’| <r’ und |z, — gj(:cfd)] < hj},
und fiir z € U’
r) = gj(a:?;l) == 1z € 01,
O<xi,—gj(:ci1) <h = xeq,
0>a—¢/(a)) = x¢Q
Es folgt
!
o c| v
j=1

und, wenn wir noch eine passende offene Menge U° mit U'cQ hinzunehmen,
I
acl v
j=0

Wir lokalisieren beziiglich der Mengen U7, j = 0, ..., j. Dazu sei n°, ..., 7 eine Partition
der Eins beziiglich Q, d.h. 0 <7/ <1, Y € C5°(U?) und

!
an =1 auf Q.
j=0

Ist u € WP(Q), so gilt

Insbesondere ist n°u € WH?(Q2) mit kompaktem Triger in Q und fiir j = 1,...,1 ist
u € WP(Q7), wenn

O = {:c eR%: 0 < 962 — gj(afjd)} )

wobei (nfu)(z) = 0, falls |27, — 37| > 17 oder a, — g’(2;) > h7. Durch Approximation
von u sieht man

B(nu) = lim B( uy,) = lim 1/ u,,| a0 = im 7’ |aqt,|aq = By’ Bu = 0
fiir j =1, ..., 1. Definieren wir

v;(z) ._{ (Pu)(z) ; zeW

10 ; sonst
Es folgt v; € WP(R?), also fiir § > 0 auch

v = v;(x — 56&)
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und es konvergiert v; s — v; in W'?(R?). AuBerdem gilt wegen Bv; = 0 sptv; € Q.
Somit konvergiert auch

k
us = n"u + ZU]"(; —su in WHP(Q) bei § — 0.
j=1
Da u; aber kompakten Tréger in {2 hat, lasst sich diese Funktion mittels Glattung
durch Funktionen in C§°(Q) approxmieren. Es folgt u € W'?(Q). O

Korollar 6.11. Sei Q) C R? offen und beschrinkt mit Lipschitz-Rand. Dann gilt
Wha(Q) = WhpP(Q) N Wha(9Q)

Beweis Wegen W4(Q) ¢ Wh4(Q) und Whe(Q) = WL»(Q) fiir beschréinktes 2 ist
die Inkulsion 'C’ klar. Man beachte, dass W(Q2)-Funktionen durch glatte Funktio-
nen in W14 approximiert werden kénnen, wihrend in W1?(Q) nur die schlechtere

Approximation in W!?(Q) verfiigbar ist. Mit dem Spursatz 6.10 ergibt sich aber:
ue WP Q) NWH(Q) = v e WH(Q) und Bu =0 = u € WP(Q). O

Zum Abschluss dieses Kapitels besprechen wir noch eine Variante der Satze von So-
bolev und Rellich-Kondrachov fiir den Spur-Operators. Einen Beweis findet man in
etwa in [Ad], Thm. 5.22.

Satz 6.12. Sei Q C R? offen und beschrinkt mit Lipschitz-Rand und 1 < p < oo.
Dann gilt

a) Fir p < d ist die Finbettung
BW'(Q)) c L1(0N)

tir alle g < @ stetig.
d—p g

b) Fiir q < 422
Bemerkung 6.13. a) Man beachte, dass fir p > d WP(Q) c C°(Q) gilt (nach
Satz 5.4). In diesem Fall existiert die Spur also im klassischen Sinn.

1st obige Finbetung kompakt.

e b) Der Integrabilititsexponent in Satz 6.12 ist schlechter als im Satz von Sobolev:
Fir p =1 bekommt man keine neue Aussage (im Vergleich zu Lemma 6.7), fir

p > 1 gilt aber % > p.

¢) Satz 6.12 zeigt insbesondere, dass fir p > 1 B(W'?(Q)) & LP(0Q) gilt. Im Fall
p =1 erhdlt man BW'1(Q)) = L'(09).
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Kapitel 7

Fraktionale Sobolev-Riaume

In diesem Kapitel werden wir uns mit Sobolev-Réumen beschiftigen, deren Differen-
zierbarkeitsstufe keine ganze Zahl ist. Beispielsweise wird fiir © € (0,1) der Raum
W2 definiert mit
2 0,2 1,2
L7 G We2 G w2,

Inbesondere gibt es auch hier Versionen des Satzes von Sobolev, die zeigen, dass die
Integrabilitit im Raum W®2 besser ist als im L2, aber schlechter als in W12, Auch
mit Differenzenquotienten kann ein Zusammenghang hergestellt werden: Im W12 gilt
bekanntlich

[Anull; < e,

whrend im L?
[Apull3 < ch™?

richtig ist. Passend dazu liefert W2

1A ullz < ch®®7,

Es gibt verschiedene Zugnge zur Definition dieser Rdume. Wir werden die Rdume
WO» mit Hilfe der Fourier-Transformation definieren. Da die Fouriertransformation
aus der Ableitung eine Multiplikation macht, erscheint dieser Ansatz am einfachsten.
Zunéchst werden wir uns daher mit den Eigenschaften der Fourier-Transformation
beschéaftigen.

Definition 7.1. Sei f € L*(RY), dann ist

Fk) = (2m)8 /R @) dr, kRS
die Fourier-Transformierte zu f.
Die folgenden Eigenschaften lassen sich elemtar beweisen.
Lemma 7.2. a) Die Abbildung f — f ist linear;
b) 1 FIl < @m) 75| fl und F st stetig;
) Or f = ikyf;
d) Zizof = 0, [, falls f € WI(RY).

89
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Mit obiger Definition sind wir lediglich in der Lage die Fourier-Transformation fr
L*-Funktionen zu definieren. Da L!(R?) anders als bei beschriinkten Gebieten nicht
LP(RY) enthlt, scheint diese Definiton nur von bedingtem Nutzen zu sein. Auflerderm
ist die Riicktransformation

fla) = em) [ e fia)da

nur mglich, wenn ]?E LY (RY) gilt. Dies ist aber im Allgemeinen falsch.

Definition 7.3. Die Schwartz-Klasse S(R?) ist definiert als Menge aller Funktionen
f e C°(RY) mit

sup |z D° f(z)| = pa,s(f) < o0
z€R4

fiir alle o, B € N€.

Offenbar gilt Cg°(RY) C S(R?), S(R?) enthilt aber auch Funktionen, die keinen kom-

pakten Trger haben wie z.B. e~ #°. (Pa,s) ist eine abziahlbare Familie von Seminormen
auf S und gestatte es uns eine Topologie auf S(R?) zu definieren: Eine Folge (¢y) C S
konvegriert gegen 0 genau dann wenn fr alle o, 3 € N¢

lim pa,5(¢k> = 0
k—o0

Mit dieser Topologie ist S ein Fréchet-Raum (vollstindig und metrisierbar) un liegt
dicht in LP(R?). Insbesondere gilt S C L'(R?), d.h. die Fourier-Transformation im
Sinne von Def. 7.1 ist wohldefiniert auf S.

Definition 7.4. Die Menge der stetigen linearen Funktionale auf S, S', wird als
Menge der temperierten Distributionen bezeichnet. Fine lineare Abbildung T : S — R
gehort zu S’ falls

klggo T(¢r) =0 sobald ]}erolo ¢r=01in S.
Satz 7.5. Die Fourier-Transformation ist eine stetige Abbildung von S nach S mit
[ rade= [ Faa: (1)
fla) = ) [ e fia)da ¢
fur alle f € S.

Beweis: Wir beweisen zunéchst die folgende Hilfsaussage
fla)=es = k)=

Offenbar gilt hier

22

N[
]
=~
=
&

flz) = _He—

=1 =1
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und damit

22

Daher geniigt es sich (3) in einer Dimension zu Beweisen. Die Funktion f(z) = ez

is Losung der Differentialgleichung
v +au=0
u(0) = 1.
Mit Lemma 7.2 ¢) und d) folgt, dass fdie selbe Differentialgleichung 16st mit Startwert
~ 1

1 12 _
f(O):E/Ru(x)dx:E/Re 2 dx = 1.

Der Satz von Picard-Lindeloff zeigt f: f
Mit Lemma 7.2 ¢) und d) sicht man
£*Df(€) = (~1)Plit P Deaty(e)
so dass N o
€D f(§)] = |D*a? f|loe < cl| D2 f]]1.
Die rechte Seite kann jetzt durch eine endliche Linearkombination von Seminormen

beschrinkt werden, D.h. f, — 0 in § impliziert ﬂ —0in S.
Mit dem Sazu von Fubini erhalten wir

Rdfﬁdz:(%)‘ /Rf(z)/ e " g(z) dv dz

d Rd
/ f(z)e " g(z) dz dx
Rd JRd

[NJisH

:(271-)_%
— —g —ixz dz d
en [ o) [ ) e
= fgdz.
Rd

~

Fr g(x) = A4f(\"tx) ist g(k) = f(\k), also
[ 1wataa = [

s [ FOT2)g(x) de = /R ) Fz)g(\ ') da.

Rd

GleichméBige Konvergenz ergibt fr A — oo
10) [ g1z =90 [ Fa e
R4 Rd

Wihlen wir g(z) = e~21%* erhalten wir wegen (3)

-~

J0) = @m)5 [ Fw)dk
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also (2) fiir x = 0. Erstzen wir f durch die Abbildung z — f(x + z) mit fixiertem x
folgt

f(x) = (2m)" / e Fk)

fiir alle z € R9. O

Definition 7.6. Fir ein Element T € S’ definieren wir die Fourier-Transformierte
als die get. Distribution T mait

A~

T(f)=T(f). feS

Mit Satz 7.5 sieht man, dass die Fourier-Transformation T stetig auf S ist und damit
zu 8’ gehort. Wird T' durch eine L!'(R?)-Funktion uy erzeugt, so erhlt man fiir f € S
mit (1)

) =10 = [ wrfao= [ arfa

dh. T entspricht der Fourier-Transformierten in ihrer ursprnglichen Definition.

Satz 7.7. Die Fourier-Transformierte ist eine stetig-lineare Bijektion von &' — S’
mait stetiger Inverser.

Beweis: Es gelte T, — T in &', dann erhalten wir fr alle f € S

~ ~

T.(f) = Tu(f) = T(f) = T(f),

also die Stetigkeit. Aus (2) folgt, dass die Fourier-Transformation Periode vier
hat (d.h. viermal angewendet ergbt sie die Identitdt). Die Inverese der Fourier-
Transformation ist also dquivalent zur dreifachen Anwendung, woraus invertierbarkeit
und Stetigkeit der Inversen folgen. O

Wir wollen nun die Fourier-Transformierte fr Funktionen f € LP(RY), 1 < p < oo,
definieren. Wir betrachten

T(9)= | fodz,  gES.

Offensichtlich ist dieses Integral endlich. Die Stetigkeit von T} sieht man wie folgt: es
gelte ¢ — 0 in S, dann ergibt sich mit der Holder-Ungleichung

Ty (Pe)l < S llpll Pkl

wobei die rechte Seite gegen Null konvergiert.

Satz 7.8. Die Fourier-Transformation ist eine Isometrie auf L*(R?), d.h. fr f €
L2(RY) ist f € L*(R) und || fll2 = [If]2-

Beweis: Wir setzen in (1) g = ?und erhalten wegen g = f
ffde= [ f-fdr <= |flla=|fl:
Rd Rd

fiir alle f € S. Da S dicht in L*(R?) liegt, erhalten wir die Aussage auf ganz L*(R?).
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Bemerkung 7.9. e Fiir Funktionen f € L*(R?) erhlt man die iiblichen Formeln
fir die Fourier-Transformierte (7.1) und (2).

o Ist f € LP(RY) mit 1 < p < 2, so lisst sich immer noch zeigen, dass f eine
Funktion ist und es gilt

17l < 111l

Mit diesen Vorbereitungen sind wir jetzt in der Lage Sobolev-Riaume WO fiir © ¢ N
zu definieren. Zunichst sei u € WH?(R?), wir wollen einen Zusammenhang zwischen
der Norm von u und der Norm der Fourier-Transformierten F(u) herstellen. Nach
Satz 7.8 ist

[ullf 2 = llullz + [Vulls = [F@)]3 + 1F (V)3 = [|F(@)]3 + [lkF ()3
_ / (1+ k) [af? dk.
Rd
Allgemeiner betrachten wir fr © € R das Bessel-Potential
JOu(z) = F! ((1 + |k|2)—%f(u)(k)) , ues.

Offenbar gilt (J©)~! = J=© sowie

lulliz = () ullo.
Definition 7.10. Sei © > 0 und 1 < p < oo. wir definieren

LOP(R?) := JO(LP(R)),
lulley = 1(T°) ™ ull,.

Die Definition ergibt zwar auch fiir p = 1 und p = oo Sinn, das folgende Resultat gilt
aber im Grenzfall nicht mehr (vgl. [St] Kap. 6.6).

Satz 7.11. Sei © € Ny und 1 < p < oo, dann gilt
LOP(RY) = WO»(RY)
und die Normen sind dquivalent.
Der Beweis folgt im Wesentlichen aus dem folgenden Lemma (siche [St])

Lemma 7.12. Sei © > 1 und 1 < p < oco. Dann gilt u € L®P(R?) genau dann wenn
u € LO7VP(RY) und Oju € L9~V (RY) fir alle j € {1,...,d} ist. Die Normen

d
lullop, Ilullo-1p+ D 0ullo-1,
j=1

sind dquivalent.

Beweis von Satz 7.11.
Fiir © = 0 ist J° = id, so dass die Aussage trivial ist. Den Fall © = 1 kann man mit
Hilfe von Lemma 7.12 auf die Situation © = 0 zuriickfithren. Der Rest folgt induktiv.[]

Die wichtigsten Eigenschaften der Riume L®?(R?) sind im folgenden Satz zusam-
mengefasst (vgl. [Ad], Thm. 7.63)
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Satz 7.13. Sei © >0 und 1 < p < oo, dann gilt
a) LOP(RY) ist ein refleviver Banachraum.
b) C°(RY) liegt dicht in LOP(RY).
¢) Es ist [LOP(RY)] = L=97 (RY).
d) fiir ©, < O, ist die Einbettung LO>P(RY) C LOvP(RY) stetig.
e) Ist ©1 < Oy und

1<p§€l§%<00 frp>1;

dann ist die Einbettung L®?P(R%) C LO14(RY) stetig.
f) Fro<p<e—9<1 gt L%(R?) C CO*(RY).
Als Beispiel betrachten wir die Einbettungen

2d
LO?(RY) — LYRY), 2<
(RY) < LIRY, 2<g< o,
Lo RY) — C(RY), 20 >d.
Falls ¢ > 2 ist erhalten wir mit Bemerkung 7.9
, o e o4 L
HWZS¢M@=/‘@+WW > (1+ k7)) 2 [al” dk
Rd

/

AN
< ([ asmwry ae) ([ e @ea)
R4 Rd

g
Dabei gilt (1 + |k|2)_2—q‘1’ € LY(R?) vorausgesetzt

4
2

2@q’< J e J> 2d N - 2d
2_¢ 7= 0520 =420
so dass
[ullg < (O, d)l[ulle,2-
Fiir ¢ = oo ergibt sich
_e e
!MMSdWhZAALHW)QU+W3HM%

'
2

< (/R (1+|k|2)_®dk>é(/Rd (1+|k|2)@|a|2dk>

Nun ist (1+ |k:|2)7® € LY(R?) sofern —20 < —d gilt.

Bemerkung 7.14. e Die Abbildung J® : LP(R?) — LOP(RY) ist ein Isomorphis-
mus, so dass die Reflevivitit der Riume : LP(R?) und LOP(RY) dquuivalent ist
(sofern man gezeigt hat, dass L®P(R?) ein Banachraum ist).



95

e Aussage d) zeigt, dass die Giite einer Funktion mit wachsender Differenzierbar-
keitsstufe wdichst, wie es zu erwarten ist bei einer sinnvollen Definition.

e ¢) und f) sind Sobolev-FEinbettungen fir fraktionale Sobolev-Riume. Ist © € N,
so erhdlt man die uns bekannten Aussagen aus Kapitel 5.

Ebenfalls in der Literatur weit verbreitet ist die folgende Definition fiir fraktionale
Sobolev-Raume. Man definiert fr Q c R?

X Du(e) = Du(y)
fullsy =4 kg, + 3 [ [P g

lal=m

fir 1 < p < oo, m € Ny mit © = m + o fiir 0 € (0,1). Der Raum L®?() ist dann
definiert als Menge aller messsbaren Funktionen fiir die obige Norm endlich ist. Es
lésst sich zeigen

e Fir © € Ny erhélt man die gewhnlichen Sobolev-Rume.
e Fiir ¢ > 0 und alle O gilt
LO+er(RY) ¢ LOP(RY) ¢ LO~P(RY).
e Die Aussagen aus Satz 7.13 gelten auch fiir die Rdume Le# (), falls 0 verniinf-
tig ist.
Der Vorteil in der Definition (4) ist, dass als Menge nicht unbedingt der gesamte R?
benétigt wird.
Satz 7.15. Sei © > 0. Dann sind die Normen |Julle 2 und ||lul|g, auf R? dquivalent.
Beweis: Wir erhalten fiir v € Nd
[07ull2 = [|K"ul[.
Auflerdem gilt
Nulz +z) — Du(z) = F (™ = 1) F(0u))(x)

was wiederum

@ue +2) ~ Ou() do = [ e = 1P ) Kk
R4 Rd

ergibt. Daher haben wir

|07 u(z) — uly |0 u(z + 2) — Nu(z)|®
/ / \x _ ‘d+20 - da dy / / |2|4+80 dz dz

ik-z 2
_ 20 2 e — 1]
= [ @O [ s de
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Wir wihlen w = |[k| 'k und y = |k|z so dass

1k-z 1 2 Wy 1 2
/ ‘ % d+2|a dz _/ ‘ d+20| dy
ra k?7|z] re Yl

:/ 2(1 — cos(w - y)) .

|y‘d+20

Da der Wert des Integrals unabhingig von w ist! folgt

|07 u(x) — Ou(y)|® B / 20 1 oy )
// |:I;— y|tr2o dr dy = ¢, - |k[?7 F(07u)) k| dk
= ||I%[7 %@

Insgesamt haben wir gezeit, dass

o \2 . o1~
(lullgs)’ = 3 (Hmun%mnw muuz)

[v|<m

=[5 (o cu o)

[v|<m
~ / (14 &)™ [a)? dk
R4
O~
= [ ) k=l
Rd
Als letztes Resultat besprechen wir eine Version des Lemmas iiber den Zusammenhang
zwischen schwacher Differenzierbarkeit und Differenzenquotienten (vgl. [Ad]).
Lemma 7.16. Sei u € LP(Q) mit 1 < p < oo und es gelte fiir 5 € (0,1], M > 0,
d
> [ 18l do < cloppup>r

fiir alle h < dist(w, 9Q) und alle w € Q dann gilt u € ng(Q) fiir alle © € (0, ).

IDies sieht man wenn man w durch Qw ersetzt mit einer orthogonalen Matrix Q
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