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Laplace-Gleichung: Maximumprinzip

Satz (Maximumprinzip fiir die Laplace-Gleichung)

Sei Q C R™ offen, beschrinkt und sei f : Q0 — R Lésung der
Laplace-Gleichung, d. h. Af(x) =0, x € . Dann gilt
max f(Q) = max f(9Q) bzw. fiir alle x € :

f(x) € [min f(90Q), max f(9Q)] = conv hull(09)

flz,y)=a?—y*+2
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Beweis

’LMU

o Mittelwerteigenschaft: f(x for

e Sei x € 2 sodass f(x) ¢ [min f(99), max f(0€)] globales Maximum
(Minimum) ist, dann folgt aus der Mittelwerteigenschaft dass f
konstant ist in B(x,r) C .

e Wiederholtes Anwenden liefert, dass f im gesamten
zusammenhingenden Gebiet um x konstant ist, Widerspruch! B
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’LMU,:'IU Convex Hull Property

e Verallgemeinerung auf nicht-homogenes Problem:
Af(x) =h(x) >0 Vx e Q (Maximumprinzip)

e Verallgemeinerung auf weitere (z. B. elliptische o. nicht-lineare)
PDG’s, z. B. p-Laplace-Gleichung:

= | 1
{ AP}LS :: gQ & /p\Vf|P—>min in g+ WIP(Q) (1)

mit A, f ==V - (|[Vf[P2Vf).

e Verallgemeinerung auf vektorwertige Losungen: Convex Hull Property:

Satz (Convex Hull Property fiir die p-Laplace-Gleichung)
Sei f (vektorwertige) Lésung zu (1). Dann gilt

f(x) € convhull (f(02)) VxeQ (CHP)
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Lemma

Sei K C R™ abgeschlossen und konvex. Definiere die orthogonale
Projektion 1 : R" — K durch Iljcx := arg mingc g |[x — y/|.
Fiir alle x € R™ und alle z € K gilt

(x —IIgx) - (z —Igx) <0

| fQe



Lemma
Sei K € R™ abgeschlossen, konvex und f : R™ — R"™. Dann gilt Vx € R™:

VI f(x)] <[V f(x)]

Mk f(x) = g f(y)] = (Wi f(x) = f(x) + f(x) = fy) + [(y) =T f(y))
(Mg f(x) = Mk f(y))
(f(x) = f(y)) - (Mg f(x) — Tk f(y))

|f(x) = fF(W)I Mk f(x) = Mk f(y)]

i A6~ T )] _ 1569~ 5O
yox |x — y] yox  |[x—y]

<
-5
S
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e Existenz einer eindeutigen schwachen Losung (ohne Beweis)

e Wihle K = conv hull (092), dann gilt fir 7[f] = f%|Vf|p
Jf] < Tk f]

e Wegen Monotonitat von J[f] in [V f| und |V (Il f)| < |Vf]:

= lgf=f

JMk f] < JI[f]
[ ]



T E Verallgemeinerung des CHP

Benutzt:
e Existenz und Eindeutigkeit der Lésung
* Monotonitdt von F in J[f] = [, F(x,|Vf(x)]) im zweiten Argument

Satz (Convex Hull Property)

Sei f eindeutiger Minimierer der Energie J[f] = [ F(x, |V f(x)|) wie
oben. Dann gilt

f(x) € conv hull(0f2), VxeQCR" (3)
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Finite Elemente

y

g

LMU
:

Sei T eine konforme Triangulierung von ) in n-Simplexe T
Sei N die Menge der Ecken in T.
Sei P1(T") der Raum der affin-linearen Funktionen auf 7' € T.

Definition (Finite Lagrange Elemente)

Der Raum der finiten Lagrange Elemente ist definiert als

V(T):={VeC(Q)|VirePy(T) firalle TeT}.
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’LMU,:'IU Finite Elemente

Sei T eine konforme Triangulierung von ) in n-Simplexe T
Sei N die Menge der Ecken in T.
Sei P1(T") der Raum der affin-linearen Funktionen auf 7' € T.

Definition (Finite Lagrange Elemente)

Der Raum der finiten Lagrange Elemente ist definiert als

V(T) :={V € C(Q)| Vip € Py(T) tiir alle T € T} . (4)

V(T) wird aufgespannt von der nodalen Lagrange Basis ., z € -

fur alle y,z € N gilt p.(y) =06y, = Z v, =1
zeN
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http:/ /www.cwscholz.net/projects/da/node18.html
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ILA. gilt fir V.e V(T), dass IIgV ¢ V(7)!

(PkV)(Q2) C K durch

Definiere den Projektionsoperator Px : V(7)™ — V(7)™ mit

(PkV)(z) :=1kV(2), zeN - (5)
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ILA. gilt fir V.e V(T), dass IIgV ¢ V(7)!

Definiere den Projektionsoperator Px : V(7)™ — V(7)™ mit
(PkV)(Q2) C K durch

(PkV)(z) :=1kV(2), zeN (5)

F = = E 9DAC¢



Nicht-Stumpfwinkligkeit

u
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Definition (nicht-Stumpfwinkligkeit)

Ein Simplex T" € T heift nicht-stumpf wenn die Winkel zwischen allen
Paaren von Seiten kleiner oder gleich 7/2 sind.

Eine konforme Triangulierung 7 von €2 heift nicht-stumpf, wenn alle
Simplexe T' € T nicht-stumpf sind.
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Nicht-Stumpfwinkligkeit

’LMU

Definition (nicht-Stumpfwinkligkeit)

Ein Simplex T" € T heift nicht-stumpf wenn die Winkel zwischen allen
Paaren von Seiten kleiner oder gleich 7/2 sind.

Eine konforme Triangulierung 7 von €2 heift nicht-stumpf, wenn alle
Simplexe T' € T nicht-stumpf sind.

Mit anderen Worten:

Lemma
Ein n-Simplex T € T ist nicht-stumpf genau dann wenn

Vour - Veyr <0 Vz,y e TON mit 2 #y (6)

Eine konforme Triangulierung T von € ist nicht-stumpf genau dann wenn

Vo, Vo, <0 fast iiberall in Q, Vz,y e Nmitz#y (7)
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Lemma
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Lemma
Sei T eine nicht-stumpfe, konforme Triangulierung von ) und sei K € R™
abgeschlossen und konvex. Fiir alle V€ V(T)™ und fast iiberall in Q gilt

VV : VPV > |VPxV|* und (8)
IVV] > [VPg V], (9)

d.h. unter diesen Bedinungen gilt (CHP)
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o VV:VPLV > VP, V|%:

Vir= ZV(Zi)soilT mit {2}y 0 =N

[]= L
M-

VVir: VPV |p = (VSOle V‘PJIT) (V(zi) - Uk V(z))

-
Il

-
<.
Il

—

[
M-
NE

(Veour - Veojr) V(z) - Mk V(z) - Mk V()

i=1 j=1 ;-0
f""",'“>nnvzv MgV (z) - (TxV(z) — Mk V(2
Ve wgsﬂ—;;( i Veir) UiV (zi) - (Hx V(z) — Dk V(zi))

Ej—>0
2

|\VV| > |VPgV|: Cauchy-Schwarz: [VV|- |VPrV| > VV VPV

(] = = = a



o VV:VPLV > VP, V|%:

Vir= ZV(Zi)soilT mit {2}y 0 =N

[]= L
M-

VVir: VPV |p = (V%lT V‘PJIT) (V(zi) - Uk V(z))

s
Il
-
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Il
—

[
M-
NE

s
Il
-

<.
Il
-

(Veour - Veojr) V(z) - Mk V(z) - Mk V()

>2,;,—0
v«mlTeVnsZ;%(IJ 2 Z Z (Veourr - Vjr) TV (z:) - (T V() _\HKV(Zi,))

1

-
Il

1 ;=0

=V (P&V)r:V (P&V) = ‘V(PKV)H"‘Q

e |VV| > |VPkV|: Cauchy-Schwarz: |[VV] - |V’PKV| > VV VPV
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Satz

J[V]:/ 1—1)|VV|p—>min in G + Vo(T)™
Q

Hat eine eindeutige Lésung.

J ist durch 0 nach unten beschrankt und eine infimale Folge { Vi }ren
durch C' > 0 nach oben

V(7)™ endlich-dimensional = {V}}ren ist prakompakt in V(7)™
= Es gibt Vi, = U € G + V(7)™, Minimierer

Angenommen, es gibt mehrere Minimierer U # V, dann
. : TUP D .
}TU;TV‘I’ < \V;ﬂ + WZV\ fiir p > 1

= JUY) < »’7[2U] + »7[2\/] = J[U], Widerspruch!

=] F = = DA



Existenz& Eindeutigkeit (p-Laplace FE)
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Satz

JIV] :/ ;|VV|p—>min in G+ Vo (7)™
Q

Hat eine eindeutige Lésung.

e 7 ist durch 0 nach unten beschrankt und eine infimale Folge { Vi }ren
durch C' > 0 nach oben
V(T)™ endlich-dimensional = {Vj}ren ist prakompakt in V(7)™
= Es gibt Vi, = U € G + Vo(7)™, Minimierer

e Angenommen, es gibt mehrere Minimierer U # V, dann
p
’VU;—VV }P < IV;J\ + |v2V\P firp>1
= J[YY) < IM 4 IV = 7[U], Widerspruch!
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’LMU e Existenz&Eindeutigkeit (allgemein)
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Satz
Sei das Funktional J : V(T)™ — R stetig und sei F': QO x R> — R

(1) streng konvex im zweiten Argument, d. h. fiir alle 6 € (0,1) und
s,t >0, s #t gilt fast iiberall in )

F(-,0s+ (1—0)t) < 0F(,s) + (1 — 0)F(-, 1)

(2) koerzitiv, d. h. es gibt eine stetige, monotone Funktion F : R> — R
mit g(t) — oo fiir t — oo, sodass fast iberall in Q gilt:

F(-,t) > g(t) firallet>0.
Dann existiert ein eindeutiges U € G + V(7)™ sodass

J(U) =min{J(V): Ve G+Vy(T)"}
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(Nagib Mahfuz)

“Ob ein Mensch klug ist, erkennt man an seinen Antworten.
Ob ein Mensch weise ist, erkennt man an seinen Fragen.”
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