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Lebesguerdume

Lebesgueraume

Seil<p<oo, GCR.

LP(G)={f: G =R | f Lebesgue-messbar mit ||f||, < oo}

1
(fG|f(X)|”dx)5 fir p < o0
fllp = inf sup |f(x)| firp=o0
N {\I\{J%mcinge G\N

LP

loc

(6)={f: 6 = R[VG' CC G, G offen: flg: € L? (G")}
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Lebesguerdume

Lebesgueraume

Satz von Fischer-Riesz

LP mit || - || ist vollstandig, also ein Banachraum.

Sei < f,g >»= [ fg ein Skalarprodukt.

= [2(G) mit < f,g >7 ist ein Hilbertraum.
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Lebesguerdume

Lebesgueraume

Betrachte f: [1,00 ) = R mit f (x) := % :
o fell [P1idx=[T"Ldx= ILm JiLdx=
a— o0
. a1 - ©
Jim [In (x)]{ = lim [In(a) =In (1)] = o0
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Die Schwache Ableitung

Schwache Ableitung

Sei € N§, u,vy € LL_(G), und ¢ € C§°(G) Testfunktion.

Falls gilt: [ uD%p = (—1)l J¢ vay fiir alle ¢, dann ist v, die
schwache Ableitung von u mit v, = D%u, wobei gilt:

Ge(G) ={p e C*(G)[suppp={x€ G| p(x)#0} C
G kompakt}
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Die Schwache Ableitung

Schwache Ableitung

o f: G—=R, f(x)=|x|, G=]—-1,1[CR, a=1. Dann gilt:

1 x>0
' (x) = sgn(x) = { beliebig x =0
-1 x <0

x x€1]0,1]

, a = 1. Dann gilt:
1 xe€]1,2|

e 1:]0,2[—= R, f(x)—{

L)1 xe]o,1]
f(x)_{o x€]1,2]
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Die Schwache Ableitung

Schwache Ableitung

Sei p € C§°(]0, 2[) beliebig.

fo ) dx = fo x¢' (x) dx+f1 1o’ (x) dx
= [xe (5 — fo 9 (x) dx+[p (DB = — [y 0 (x) dx+¢(2)
:—folgo(x) dx+0=— [} (x) ¢ (x) dx—fff’(x)cp(x) dx

= — f02 ' (x) ¢ (x) dx
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Sobolevraume

Sobolevraume

Sei p € [1,00], m € No.

H™P(G) ={u € LP(G) | u besitzt v, € LP(G) fiir 0 < |a| < m}

1
m P
S ||D%ul|f fir p < 00
Lol o

ujlgmp =

m

Ullso iir p=o00
S 0oulle firp
|a|=0
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Sobolevraume

Sobolevraume

Eigenschaften Schwacher Ableitungen

Seien u,v € H™P |a| < m.

@ Linearitat: VA, u € R: Au+pv € H™P und
D% (Au+ pv) = AD® (u) + uD® (v)

e Fiir G’ C G offen gilt: u e H™P(G’)

@ Unabhangigkeit der Ableitungsreihenfolge: Seien «, 8 mit
la| + 8] < m. Dann gilt: D* (DPu) = DP (D*u) = D**Fu

e Dimensionsabhingig: |x|* € H1P & s > 1 — -
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Sobolevraume

Sobolevraume

Fir 1 < p < oo, me Ng gilt: H™P ist ein Banachraum.
m
Sei < u,v>ymy= Y. < D%, D% >, ein Skalarprodukt.

|ae|=0

= H™(G) mit < u,v >pm(g) ist ein Hilbertraum.
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Sobolevraume

Sobolevraume

Sei (vi)en € H™P (G) CF. Es gilt:

HDaUk — DaU/Hp < HUk —U/HHm,p(G) also f0|gt2 (Davk)keN CF.

Sei v € LP(G) mit ||D%y —v?|[, — 0, v=1% ¢ € C°(G).
k—o00

Es gilt: [ovD% = (—1)ICYI Jc v®p, und somit folgt:

v¢ = D*v.
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Sobolevraume

Sobolevraume

Sei me Np, 1 <p< .
H™P(G) = ¢ (G)H'HHm’p(G) ist ein Banachraum, wobei:

G (G) ={p € C"(G)| suppy C G kompakt}
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Sobolevraume

Sobolevraume

Fir % + ﬁ = 1 definieren wir:

H-mP' (G) = (ﬁmm(c))l

|f (V)]

1Fllmrrey = P ooy

veH™P(G)\{0}
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Sobolevraume

Sobolevraume

Seien j € {1,...,n}, g € LP' (G) fest.
— Jc Djvg = f (v) mit f € H=™P"(G) fiir m € N. f ist linear.

Yo € H™P (G) :
If (V)] < J¢ IDllgl < [1Dllpllgller < [[v]lHme(e)llg] e

= Il g=me gy < I8y
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