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Sobolew-Raume (Wdh.)

Definition: Sei U € R offen und 1 < p < oo.

Der Sobolew-Raum W*P(U) ist der Raum aller lokal integrierbaren
Funktionen u : U — R, sodass fiir jeden Multiindex o := (a4, ..., ap) mit
la| < k die schwache Ableitung D®u in LP(U) existiert.

Erinnerung: v = D%u ist die a-te schwache Ableitung von u, falls

/ uD“®dx = (1)O‘|/ v@dx VP e C°(U)
U U
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Sobolew-Raume
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Der Sobolew-0-Raum

Definition: Die Sobolew-Norm ist definiert als:

&
lullwrrcuy = (Z|a\§ka|Dau|de)p l1<p<oo
() > |aj<k €5S sup|Dul p=

Definition Der Sobolew-0-Raum Wok’p(U) ist der Abschluss von C2°(U) in
WHP(U).

u liegt also in Wok’p(U) gdw. 3(tum)men C C°(U) sodass uy — v im

Sinne der Sobolew-Norm.
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Der Spuroperator
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Der Spuroperator - Motivation
Sei im Folgenden wieder U € R" offen.
Definition Der Rand dU ist CK, wenn Vxq € QU 3r > 0 und eine CK

Funktion v : R"~1 i R, sodass unter eventueller Anderung der
Koordinatenachsen gilt:

Uun Br(XO) = {X € Br(XO)‘Xn > V(le "'7XI7—1)}

Sei nun AU C! und u € WHP(U).

Problem bei Berechnung von RWP: u € W1P(U) ist auf QU schwer zu
definieren, da QU Lebesgue-Nullmenge und v auf Nullmengen nicht
definiert. Losung:

Maximilian Kling Spursatz

4/15



Der Spuroperator
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Spursatz

Sei U beschriankt und U C!. Dann existiert ein beschrinkter linearer
Operator

T : WHP(U) +— LP(OU)

sodass:
o Tu = u|py wenn uc WHP(U) N C(0)
o [[Tullrouy < Cllullwreuy
Yu € WHP(U), wobei C nur von U und p abhingt.

Wir nennen Tu die Spur von u auf 0U.
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Der Spuroperator
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Beweis des Spursatzes (1/1V)

Sei zunichst u € C(U), x° € QU und AU flach bei x°, in der Ebene
{xn = 0} liegend.
Dann existiert ein offener Ball B := B,(x%) mit

Bt :=Bn{x,>0}cU

Definiere B := Bé(xo) und wahle n € C2°(B) mit n|g > 0 und 7|z = 1.
Zuletzt sei [ := U N B und X' = (x1,..., Xp_1) € R = {x, = 0}.
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Der Spuroperator
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Beweis des Spursatzes (11/1V)
Es ergibt sich:

/ |U|de/ S / ,’7|u|pdxl Ggﬂ / (’[’]|U|P)Xndx Prod.:Regel
r {ano} B+

Young-Ungl.

= [ 1ulPns, + plul (sgm whusnx E™ € [ Jule -+ 0wl
B+ Bt

Im Fall X% € QU, aber einem nicht-flachen Rand, wird der Rand in einer
Umgebung von x° verflacht und es ergibt sich mit Verdnderung der
Variablen:

/yuypd5g c/ |ulP + | DulPdx
r U

wobei mit dS das jeweilige Oberflichenmall gemeint ist.

Maximilian Kling Spursatz 7/15



Der Spuroperator
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Beweis des Spursatzes (111/1V)

dU ist kompakt = 3(x?)icq1,..ny, N < oo und entsprechend
(Ti)ieqa,...,ny sodass AU = UM, T; und

llullerry < C||U||W1,p(U) Vie{l,.. N}
Mit der Konvention: Tu = u|sy gilt also:
I Tull vy < Cllullwanw), CeR (1)

wobei € nur von U und p abhingt.
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Der Spuroperator
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Beweis des Spursatzes (1V/IV)
Bisher:u € C1(U). Sei also u € WLP(U).
. — WLAU) . .
Dann gibt es (um)men C C*°(U) sodass up, u. Mit (1) gilt also:
| Tum — Turlleouy < Clltm — willwre(u)

Also ist ( Tum)men Cauchy-Folge in LP(OU). Definiere Tu := lim Tup, in
m—00

LP(0U). B

Ist u € WP 1 C(U), liefert ein Approximationsargument auch

gleichmaRige Konvergenz von u,, gegen u und:

Tu = ulpy
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Nullspurfunktionen in W2:P(U)
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Nullspurfunktionen in WP(U)

Im Folgenden werden Funktionen mit Nullspur betrachtet.

Satz Sei U beschrinkt, 9U C! und u € W'P(U). Dann:

ue WyP(U) <= Tu=0 auf QU

1,
Beweis , =" Sei u € W2P(U) = I(tm)men € CZ(U) : tm —8" 0.

Da Tu =0 auf QU Vm € N und T : WLP(U) — LP(AU) lin. beschr.
Operator, folgt Tu = 0 auf OU.

Maximilian Kling Spursatz 10/15



LMU

Nullspurfunktionen in W2:P(U)
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Beweis des Nullspursatzes (1/V)

.<=" Sei Tu =0 auf QU. Mit Zerlegung der Eins und erneutem Verflachen
von dU, kann auch angenommen werden:

ue WHP(RT) A u hat kompakten Triger A Tu =0 auf OR] = R"™*

1/ W1P(RY) .
Dann I(um)meny € C(RY) © uy  — " wund es gilt:
Tum = Up|gn-1 — 0 in LP(R"1)

Ist nun x’ € R™1, x, >0, so gilt:

Xn
[t )| < [t 0)] / s (' )]t
0
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Sobolew-R3ume Der Spuroperator Nullspurfunktionen in WI'P(U)
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Beweis des Nullspursatzes(I1/V)

Also:
/ (X', 30 [P’ <C(/ lum(x', 0)[Pdx'+
Rn n—

ST 1/ / | Dupm|Pdx'dt)
Rn— 1
m — oo liefert:

/ lu(x’, xp)|Pdx” < CxP~! / / |Du|Pdx’dt fiir fast jedes x, > 0
Rn—1 0 Rn—1
(2)
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Nullspurfunktionen in WI'P(U)
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Beweis des Nullspursatzes(I11/V)
Sei nun n € C*°(R4) mit n =1 auf [0,1], n =0 auf R\ [0, 2] und
0<n<1und:

Nm = n(mx,), (x € RY)
W = u(x)(1 = nm)

Dann:

Wm,xn = Uxy (L = 1m) — mun’

Dx/ Wm = DXIU(]. — nm)

Es ergibt sich:

/ |DWp, — DulPdx < C/ |7m|P|Du|Pdx + Cmp/ / |u|Pdxdt
Rn—1
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Nullspurfunktionen in WI'P(U)
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Beweis des Nullspursatzes (1V/V)

Nun gilt: C [zn [7m|P|DulPdx — 0 und mit (2) ldsst sich folgern:
+

2 2 2
Cmp/m/ |u|Pdxdt < Cm”(/m tp_ldt)(/m/ | DulPdx’ dx;,)
0 Rn—1 0 0 Rn—1

2
< C/ / | Du|Pdx"dx, — 0 wenn m — oo
0 Jrr-1

Insgesamt also: Dwy,, — Du in LP(RT)
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Nullspurfunktionen in W2:P(U)
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Beweis des Nullspursatzes

Da offensichtlich auch wy, = u(1 — 1n) = u(1 —0) = v in LP(R7) kdnnen
wir folgern, dass:

Wm — uin WHP(RTY)

nach Def. der Sobolew-Norm.

Aber w,, = 0, sobald 0 < x, < # Deswegen konnen wir die w,, so
modifizieren, dass 3(um)men C C°(RT), sodass um — u in WHP(RT).

Es ergibt sich u € W, P(R7) O
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