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UNIVERSITAT
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Das Problem und dessen Diskretisierung

Poissongleichung: —Au = f in G, u = g auf G bzw.
Tu= b mit Tu = (—Au,ulpg), b= (f,g)
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Das Problem und dessen Diskretisierung

Poissongleichung: —Au =7 in G, u = g auf 3G bzw.
Tu= b mit Tu = (—Au, ulpg), b= (f,g)

Diskretisierung: ordne Tup, = by, zu, |6se nach up,.

Ziel: ||u — upl|x "% 0
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MAXIMILIANS- Diskretisierung der Poissongleichung
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Das Problem und dessen Diskretisierung

Poissongleichung: —Au = f in G, u = g auf 3G bzw.
Tu= b mit Tu = (—Au, ulpg), b= (f,g)

Diskretisierung: ordne Tup, = by, zu, |6se nach up,.

Ziel: ||u — upl|x 2290

Verfahren: Differenzenverfahren, Ritz-Galerkin-Verfahren,
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Das Problem und dessen Diskretisierung

Poissongleichung: —Au = f in G, u = g auf 3G bzw.
Tu= b mit Tu = (—Au, ulpg), b= (f,g)

Diskretisierung: ordne Tup, = by, zu, |6se nach up,.

Ziel: ||u — upl|x 2290

-
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Th
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Verfahren: Differenzenverfahren, Ritz-Galerkin-Verfahren,
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Diskretisierung der Poissongleichung Interpolationsabschidtzung Beispiel mit Abschatzung
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Diskretisierung mit Ritz-Galerkin-Verfahren
Kontinuierliches Problem: Losung u der Poissongleichung minimiert / mit

I(v) = %fc |Vv|2 — f(v) fiir v e A

/o—/l(G) __A) H—l(G)
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Diskretisierung mit Ritz-Galerkin-Verfahren
Kontinuierliches Problem: Losung u der Poissongleichung minimiert / mit

I(v) = %fc |Vv|2 — f(v) fiir v e A

o I(u)=inf,_pu I(v) = [ Vu- Ve =f(p) Ve € H(G)

/o—/l(G) __A, H—l(G)

X

X
_A‘Xh
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Diskretisierung der Poissongleichung Interpolationsabschdtzung Beispiel mit Abschatzung
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Diskretisierung mit Ritz-Galerkin-Verfahren
Kontinuierliches Problem: Lésung u der Poissongleichung minimiert / mit

I(v) = %fc |Vv|2 — f(v) fiir v e A

o I(u)=inf,_pu I(v) = [ Vu- Ve =f(p) Ve € H(G)
o Mit —A = [ Vu- Vi haben wir —(Au)(p) = f(p)

/o—/l(G) __A, H—l(G)

Xh
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_A‘Xh
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Diskretisierung mit Ritz-Galerkin-Verfahren
Kontinuierliches Problem: Lésung u der Poissongleichung minimiert / mit

I(v) = %fc |Vv|2 — f(v) fiir v e A

o I(u)=inf,_pu I(v) = [ Vu- Ve =f(p) Ve € H(G)
o Mit —A = [ Vu- Vi haben wir —(Au)(p) = f(p)

/o—/l(G) __A, H—l(G)
"Xh

X b

_A‘Xh
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Diskretisierung mit Ritz-Galerkin-Verfahren

1
Diskretes Problem: Losung uj, minimiert / mit /(v) = 5 Jo IVv]2 = f(v)
fiir v € X, € HY(G), endlichdimensional
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Diskretisierung mit Ritz-Galerkin-Verfahren

1
Diskretes Problem: Losung uj, minimiert / mit /(v) = 5 Jo IVv]2 = f(v)
fiir v € X, € HY(G), endlichdimensional

o Xh = span{zpl, ...,¢N}, up = Z_;Vzl Uj¢j
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Diskretisierung mit Ritz-Galerkin-Verfahren

1
Diskretes Problem: Losung uj, minimiert / mit /(v) = 5 Jo IVv]2 = f(v)
fiir v € X, € HY(G), endlichdimensional

o Xh = span{z/)l, ...,¢N}, up = Z_;Vzl Uj¢j

o [cVup-Vo,="1(pn) & [cVup - Vii=f()1<i<N
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Diskretisierung mit Ritz-Galerkin-Verfahren

1
Diskretes Problem: Losung uj, minimiert / mit /(v) = 5 Jo IVv]2 = f(v)
fiir v € X, € HY(G), endlichdimensional

o Xp = span{t)1,....,¥n}, up = Zszl ujp;
° vauh -V = f((ph) = fGVUh -V = f(w,) 1<i<N
& Ty [ Vi Vi =) 1<i<N & Sy

=5;
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Diskretisierung mit Ritz-Galerkin-Verfahren

Diskretes Problem: Losung uj, minimiert / mit /(v) = %fG |Vv|? — f(v)
fiir v € X, € HY(G), endlichdimensional
o Xp = span{t)1,....,¥n}, up = Zszl ujp;
o [cVup-Vor="f(pp) © [cVup-Vipi=Ff()1<i<N
o ,-”_luj/Gw,--v@b,:fw,-) 1<i<N & Su=f
—s;

Ziel: ||u — up|l1(6) LmaNyy
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Diskretisierung der Poissongleichung Interpolationsabschidtzung Beispiel mit Abschatzung
000@e00 [e]e]e} 0000

LMU| i

Bestapproximation: Céas Lemma
Mit den Variationsproblemen fiir u, uy, folgt

diskret kontinuierlich
Yon € X Vo € HY(G)
fGVUh‘V<Ph:f(90h) fGV”'VSDZf(SD)

Leite Abschétzung fiir [|u — up|[p1(g) her:
Da X, € H'(G) gilt insbesondere
VQOhEXh:/V(U—Uh)'VQDhZO
G
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Diskretisierung der Poissongleichung Interpolationsabschdtzung Beispiel mit Abschatzung
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und fiir
||V (u— uh)||%2(G) = /GV(u —up)-Vu— /GV(u — up) - Vup

deshalb mit u, € X,

— /G V(u— up) - V(u—op) < ||V — up)llizcey - 11V — on)llizcey

sodass folgt

Satz
Fiir schwache Lésung u, diskrete Lésung uy, € X, C HY(G) :

_ — inf _
IV (u = un)lli2(6) SD;EX”HV(U en)lle2(6)
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und fiir
||V (u— uh)||%2(G) = /GV(u —up)-Vu— /GV(u — up) - Vup

deshalb mit u, € X,

— /G V(u— up) - V(u—op) < ||V — up)llizcey - 11V — on)llizcey

sodass folgt

Satz
Fiir schwache Lésung u, diskrete Lésung uy, € X, C HY(G) :

_ — inf _
IV (u = un)lli2(6) @LthHV(U en)lle2(6)
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Geeignete Xj,: Simpliziale Lagrange-Elemente
FEM: Simpliziale Lagrange-Elemente
1. Zerlege G in Simplizes T;, (h = maxrc7 h(T))
2. Stiickweise polynomiale Funktionen Py (T;)
3. Xp={vh € C°G) | up|lT € Pu(T), T € T} N AL
Xp: endlichdimensional, € A = u, eindeutig iiber Su=f bestimmt,

[IV(u = un)llizeey ~ v = unllHie) < llu = @nllm(e)

moglich.

Michael de Mourgues Konvergenz der diskreten Ldsungen und Fehlerabschiatzung 7/14



LubwiG-

Diskretisierung der Poissongleichung Interpolationsabschidtzung Beispiel mit Abschatzung
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Geeignete Xj,: Simpliziale Lagrange-Elemente

FEM: Simpliziale Lagrange-Elemente
1. Zerlege G in Simplizes T;, (h = maxrc7 h(T))
2. Stiickweise polynomiale Funktionen Py (T;)
3. Xp={vh € C°G) | up|lT € Pu(T), T € T} N AL

Xp: endlichdimensional, ¢ A = uj, eindeutig tiber Su=f bestimmt,

[IV(u = un)llizeey ~ v = unllHie) < llu = @nllm(e)

moglich.

Ziel: ||u — up||1(g) < ch®: Konvergenz & Abschitzung von RG fiir X,
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LMU MAXINILIANS- Diskretisierung der Poissongleichung Interpolationsabschitzung Beispiel mit Abschatzung
UNIVERSITAT
000000 @00 0000

Konvergenz und Abschatzung per Interpolation

Konstruiere Operator | mit Ju € X, sodass ||u — lu||y1(g) < ch®

1. Einfiihrung von Interpolationsoperatoren

2. Abschatzung Norm mit Halbnorm

3. Transformation mit Halbnormen

4. Transformation und Gitterweite
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MAXWHLV»LJS Diskretisierung der Poissongleichung Interpolationsabschitzung Beispiel mit Abschatzung
UNIVERSITAT
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’LMU
Konvergenz und Abschatzung per Interpolation

Konstruiere Operator | mit Ju € X, sodass ||u — lu||y1(g) < ch®

1. Einfiihrung von Interpolationsoperatoren
Lagrangeinterpolator, Scott-Zhang-Interpolator,

2. Abschatzung Norm mit Halbnorm

3. Transformation mit Halbnormen

4. Transformation und Gitterweite
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Diskretisierung der Poissongleichung Interpolationsabschitzung Beispiel mit Abschatzung
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Konvergenz und Abschatzung per Interpolation
Konstruiere Operator | mit Ju € X, sodass ||u — lu||y1(g) < ch®

1. Einfiihrung von Interpolationsoperatoren
2. Abschitzung Norm mit Halbnorm
o = Tullmey < ([ + [IEIDIu = Tu| yesa gy

3. Transformation mit Halbnormen

4. Transformation und Gitterweite
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Poincaré-Ungleichungen
Nur hochste Ableitungen = beste Potenzen von h

Satz

Fiir G C R" konvex und beschrankt gibt es fiir u € H%P, fG u=20 ein cp,,
sodass

[ulle(cy < IV Ullp()

| - |g1p(G) enthdlt nur héchste Ableitungen
Folgerung
Sei u € H'P

/GDau =X() (‘Oz| = 1,...,/— 1) = HUHHI,p(G) S C’U‘Hl,p(G)
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omvERSITAT
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Konvergenz und Abschatzung per Interpolation

Konstruiere Operator | mit Ju € X, sodass ||u — lu||y1(g) < ch®
1. Einfiihrung von Interpolationsoperatoren
2. Abschatzung Norm mit Halbnorm
3. Transformation mit Halbnormen

|Uh|H'"(T0) S C|A|mdet|A|71/2|uh|Hm(-,—)

4. Transformation und Gitterweite
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Diskretisierung der Poissongleichung Interpolationsabschitzung Beispiel mit Abschatzung
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Konvergenz und Abschatzung per Interpolation
Konstruiere Operator | mit Ju € X, sodass ||u — lu||y1(g) < ch®

1. Einfiihrung von Interpolationsoperatoren

2. Abschatzung Norm mit Halbnorm

3. Transformation mit Halbnormen

4. Transformation und Gitterweite
C|A|’"det|A| I|Uh|Hm < O'(T)h(T)mil|Uh|Hm(T)

Michael de Mourgues Konvergenz der diskreten Ldsungen und Fehlerabschiatzung 9/14



’LMU

Diskretisierung der Poissongleichung Interpolationsabschitzung Beispiel mit Abschatzung
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Konvergenz- und Abschatzungsbeweis

Sei G CR" o(T) < 0o, T zulassig triangulisiert,
Xp = {vy € COG) | up|T €Pr(T), T € T}N H, u die schwache und uj,

die diskrete Lésung.
Mit Céa's Lemma und der Wahl ¢}, = Ilu folgt
lu = upl| 16y < |lu = lul| 1)

1. | =Lagrangeinterpolator, k > s

Lemma
Hotl s H' n <3 = |u — lu|p () < co( T)h(T)k‘U‘Hk+1(T)

o < oo = ||u— upl|pi(g) < ch®lu|psirg), fiirein 1 <s < k
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Diskretisierung der Poissongleichung Interpolationsabschitzung Beispiel mit Abschatzung
000000 ooe 0000

Konvergenz- und Abschatzungsbeweis

Sei G CR" o(T) < 0o, T zulassig triangulisiert,
Xp = {vy € COG) | up|T €Pr(T), T € T}N H, u die schwache und uj,

die diskrete Lésung.
Mit Céa's Lemma und der Wahl ¢}, = Ilu folgt
lu = upl| 16y < |lu = lul| 1)

2. | =Scott-Zhang-Interpolator

Lemma
|u— lulpr(ry < co(T)A(T) |ul i

o < oo = ||u— upl|pi(g) < ch®lu|psirg), fiirein 1 <s < k

Michael de Mourgues Konvergenz der diskreten Ldsungen und Fehlerabschiatzung 10/14



LubwiG-
MAXIMILIANS-
UNIVERSITAT
MONCHEN

Diskretisierung der Poissongleichung Interpolationsabschitzung Beispiel mit Abschiatzung
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Beispiel mit Abschatzung
1
Sei auf G = (0,1)? Funktion u(xi,x2) = Ze_5xf+x‘§ kontinuierliche Ldsung.

 verwende FEM (linear) fiir diskrete Lésung
o schitze Fehler ab bez. L2, H1? fiir Gitterweite h.

Beobachte auch eoc = log E(hl)(log %)_1 Idee: E(h) = ch®°¢
2

E(h2)
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Diskretisierung der Poissongleichung
000000

[e]e]e}

Interpolationsabschatzung Beispiel mit Abschitzung

[e] le]e]

N h L*(G) eoc | H'X(G)) eoc

4 1.4142136 0.1692133 - 04144152 -

9 0.7071068 2.9763055 E-02  2.507 | 0.1711424 1.276
25 0.3535534 9.9723443 E-03  1.578 | 0.1014180 0.755
81 0.1767767 2.5503217 E-03  1.967 | 5.3172370E-02 0.932
289 8.8388348 E-02 | 6.3369808 E-04 2.009 | 2.6427903 E-02 1.009
1089 44194174 E-02 | 1.5773425E-04 2,006 | 1.3154480 E-02 1.007
4225 2.2097087 E-02 | 3.9321173 E-05 2.004 | 6.5603181 E-03 1.004
16641 1.1048544 E-02 | 9.8138439 E-06 2.002 | 3.2757036 E-03  1.002
66049 5.5242717 B-03 | 2.4512634 E-06 2.001 | 1.6367118 E-03 1.001
263169 | 2.7621359 E-03 | 6.1260703 E-07 2.001 | 8.1806776 E-04 1.001
1050625 | 1.3810679 E-03 | 1.5324733 E-07 1.999 | 4.0896146 E-04  1.000
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LM MAXINILIANS- Diskretisierung der Poissongleichung Interpolationsabschitzung Beispiel mit Abschiatzung
UNIVERSITAT
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Riickblick zum Vorgehen

Idee der Diskretisierung
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Riickblick zum Vorgehen
Idee der Diskretisierung

Aufbau eines Verfahrens
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Riickblick zum Vorgehen
Idee der Diskretisierung

Aufbau eines Verfahrens
e Wahl des Verfahrens: Ritz-Galerkin
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’LMU
Riickblick zum Vorgehen

Idee der Diskretisierung

Aufbau eines Verfahrens
e Wahl des Verfahrens: Ritz-Galerkin

e Verwende dafiir Lagrangeelemente auf Simplizes
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LMU MAXIMILIANS- Diskretisierung der Poissongleichung Interpolationsabschitzung Beispiel mit Abschiatzung

UNIVERSITAT
MONCHEN 000000 [e]e]e} [e]e] e}

Riickblick zum Vorgehen
Idee der Diskretisierung

Aufbau eines Verfahrens
e Wahl des Verfahrens: Ritz-Galerkin

e Verwende dafiir Lagrangeelemente auf Simplizes

Bestatigung des Verfahrens
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Riickblick zum Vorgehen
Idee der Diskretisierung

Aufbau eines Verfahrens
e Wahl des Verfahrens: Ritz-Galerkin

e Verwende dafiir Lagrangeelemente auf Simplizes

Bestatigung des Verfahrens

Beispiel mit Abschatzung
[e]e] e}

e diskrete Losung approximiert optimal von Funktionen in X},

Michael de Mourgues Konvergenz der diskreten Lésungen und Fehlerabschitzung
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Riickblick zum Vorgehen
Idee der Diskretisierung

Aufbau eines Verfahrens
e Wahl des Verfahrens: Ritz-Galerkin

e Verwende dafiir Lagrangeelemente auf Simplizes

Bestatigung des Verfahrens

e diskrete Losung approximiert optimal von Funktionen in X},

e Schon nicht optimale Funktionen /u € X}, approximieren gut ~ h*
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LMU MAXIMILIANS Beispiel mit Abschatzung
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Riickblick zum Vorgehen
Idee der Diskretisierung

Aufbau eines Verfahrens
e Wahl des Verfahrens: Ritz-Galerkin

e Verwende dafiir Lagrangeelemente auf Simplizes

Bestatigung des Verfahrens

e diskrete Losung approximiert optimal von Funktionen in X},

e Schon nicht optimale Funktionen /u € X}, approximieren gut ~ h*

= diskrete Losung aus Verfahren konvergiert gegen schwache Lésung
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Konvergenz der diskreten Losungen und
Fehlerabschatzung

Michael de Mourgues
LMU Miinchen

Bruck am Ziller, 08.01.2015
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