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Aufgabe 1 (3,5) Punkte
Seien f,g € L'([a,b]) mit a,b € R und a < b. Fiir = € [a, b] seien

_ /;f(t) . Glz) = /;g(t) dt.

Zeigen Sie die folgende Formel:

b b
/F(t)g(t)dt:F(b)G(b)—/ FOGE) dt

Integrieren Sie hierzu h : [a,b]* = R, (z,y) — f(y) 9(2)X{y<s} (2, y) iber [a, b]*. Begriinden Sie
Ihre Schritte.

Losung zu Aufgabe 1

Auf [a,b)? sei h(x,y) == f(y)g(x)Xy<z. Dann ist h als Produkt messbarer Funktionen messbar.

gs gilt [h(z,y)| < [fW)llg(x)|- Da f.g € L([a,b]) ist ((z,y) = [fW)llg(x)]) € L'([a,b]).

b b
/ / [FWllg(e)| dx dy = [|fll 11 a9/ 21 o) < 00

Also ist h € L'([a, b]?).
Damit gilt mit Fubini (da h € L'(]a,

b)?
/[]Qh(xyd)\Qxy //f T)Xy<az(T,y)dedy =: 1.
a,b

= /abf(y)(/abg(x)xy@(%y) dl’) dy

= | fW)(G(®) —Gly)) dy

b b

Hieraus folgt

Ebenfalls mit Fubini gilt

<

(x) ( / fWperlay) dy) "

b (x)( [ s dy) d

b

I
— T
Q

g(x)F(z)dx.
Wir erhalten insgesamt

/ g(x)F(x) dx = I = GB)F(b) — / ()G

Dies ist die Behauptung.

O Ankreuzen, falls Rest der Losung auf Riickseite oder zusétzlichem Blatt.
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Aufgabe 2 (6) Punkte
Sei P der abgeschnittene Paraboloid

P:={(r,y,2) eR® : 2 +y* < 22,0< 2 < 1}.
Bestimmen Sie mit ausfiihrlicher Rechnung
Jim [ 4 ) ¥ 2)
P
Tipp: Zylinderkoordinaten.

Losung zu Aufgabe 2
Wir benutzen Zylinderkoordinaten mit Ausrichtung in Richtung der 2-Achse, d.h.

r T COS @
®: || |rsing], (0,00)x(0,271) xR —R*\ {(x,0,2) : x>0}
2 2

@ ist ein Diffeomorphismus .
Die Funktionalmatrix ist

cosip —rsing 0
V& = (0,9,0,9,0.9) = | sinp rcosp 0
0 0 1

Damit gilt det(V®) =1 .
Sei

U={(r,p,z) : 0<r?<22,0<2<1,0<p<2r}

Dann ist @(U) = P bis auf eine Nullmenge (Teilmenge von {(z,0,z) : > 0}).
Wir berechnen das Volumen von P mit Hilfe des Transformationssatzes und Fubini als

N(P) = / (22 + 12 + 2N, v, 2)
P
= /( )(mQ +y? + zQ)d)\?’(m, Y, 2)
(U
= /(7”2 + z2)|det (Vo(r, p,z2)) ‘ dN*(r, p, 2) Trafosatz
U

:/T3+22rd/\3(7",g0,z)

U

:/ xu(r, o, 2)(r* + 2%r) dX\’(r, ¢, 2)
0,00) % (0,27) xR

V2z 27
/ / / 3+ 22rdodrdz Fubini
—2#// 3+ 2%rdrdz

1 2z
9 [_4 _22] d
71'/0 47“ +22r Vi z

1
:27r/ 224+ 23dz
0

1 1 7
™3 + 4) 7
O Ankreuzen, falls Rest der Losung auf Riickseite oder zusétzlichem Blatt.
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Aufgabe 3 (7,5) Punkte
Sei f € LY([0,00)). Fiir alle s € [0, 00) definiere

F(s) = /OO e " f(t)dt.

0
Zeigen Sie:

(a) [+1,5] F ist wohldefiniert und F' € L*°.
(b) [+3,5] F ist stetig auf [0, 00) und lim,_,o, F'(s) = 0.

(c) [+2,5] Zeigen Sie, dass F differenzierbar ist auf (0, c0). Bestimmen Sie F”.

Loésung zu Aufgabe 3

(a) Es gilt [e 5 f(¢)] < |f(t)| € L'((0,00)) . Damit ist F(s) wohldefiniert und es gilt fiir all
s>0

o< [ letrolas [ o=,
Also ist F' € L*((0,00)) mit ||F|| < [|f]l;-
(b) Sei g(s,t) := e ' f(t). Dann ist s — g(s,t) fiir jedes ¢ stetig . Auferdem gilt

l9(s, )| < |F(®)] € L'((0,00)).

Damit hat g¢(s,-) eine von s unabhingige Majorante . Es folgt mit dem Satz {iber Para-
meterintegrale, dass F\(s) = [~ g(s,t) dt stetig ist .

Fiir alle ¢ > 0 gilt
lim g(s,t) = lim (e"*f(t)) = 0.

§—00 S§—00
Damit gilt g(s,t) — 0 fiir s — oo fast iiberall, denn {0} ist eine Nullmenge.
Da |g(s,t)] < |f(t)| € L*((0,00)) folgt mit dem Satz iiber majorisierte Konvergenz

lim F(s) = / 0dt = 0.
§—00 0
(c) Sei g wie oben. Dann ist g(s,t) fiir s > 0 diffbar und es gilt dsg(s,t) = —te 5" f(t) . Es
gilt
e ()] <t £ (1)

Fiir jedes feste s > 0 ist te=*" auf [0, 00) beschrénkt . Es ist sogar gleichméfig beschrinkt
fir s > sg mit sg > 0 fest .

/ y—te—stf(t)ydtg/ [te™*!|| | f(2)] dt
0 0
= ||te™ d .
[te HOO/O |f(t)]dt < o0

Mit dem Satz iiber Parameterintegrale folgt:
O.F(s) — / Du(e= F(1)) dt = / Cte=tf(t) dt.
0 0

O Ankreuzen, falls Rest der Losung auf Riickseite oder zusétzlichem Blatt.
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Aufgabe 4 (2,5) Punkte
Sei A := (&) die von & erzeugte o-Algebra iiber R mit

€ 1= {(0.00). (~1.1). (=5, ). (=5, ). (5. D). |

(a) [+1,5] Ist (—o0,0) € A?

(b) [+1] Ist die folgenden Funktion A-messbar?

1 fiir x > 0,
f R=>R 2—~<0 fiir x =0,
-1 fiir < 0.

Losung zu Aufgabe 4

(a) Ja: (0,00) € A = R\ (0,00) = (—00,0] € A . Aus (—1,1) € Afolgt 7, (—1,1) =
{0} € A, also auch (—o0,0) = (—00,0]\ {0} € A .

(b) f =1 X000 + (=1)X(00,0) ist als Treppenfunktion messbarer Mengen messbar .

O Ankreuzen, falls Rest der Losung auf Riickseite oder zusétzlichem Blatt.
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Aufgabe 5 (3,5) Punkte

Seien f(x) := x xjo1)(x) mit x € R. Berechnen Sie die Fouriertransformierten von f und f * f.

Losung zu Aufgabe 5

14t 1
e 2
Somit: . . .
A t
f) = —= (e =
27T t2 t?

Ferner gilt:

O Ankreuzen, falls Rest der Losung auf Riickseite oder zusétzlichem Blatt.
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Aufgabe 6 (3) Punkte
Berechnen Sie den Grenzwert

o0

nh_{& 1 e " (sin(z))" da.

L6sung zu Aufgabe 6
Betrachte e™*(sinz)”. Sei E := T + 7Z. Fiir alle v € R\ E ist [sinz| < 1, somit

lim e “(sinx)" =0
n—oo

fir x € R\ E. E ist abz&hlbar und somit eine Nullmenge , d.h.

lim e *(sinz)" =0
n—0o0

fast iiberall. Ferner gilt
e~ (sina)"| < [e77| € L'((1,00)),

so dass man mittels majorisierter Konvergenz erhilt:

o0

1
lim e “(sinx)"dx = / 0dz = 0.
0

n—oo 1

O Ankreuzen, falls Rest der Losung auf Riickseite oder zusétzlichem Blatt.
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Aufgabe 7 (5,5) Punkte
Wir betrachten die Funktionenfolge f, : [0,1] = R mit fu(2) :== S x 1 (@)

Entscheiden Sie mit Begriindung, ob f,, im jeweiligen Sinne fiir n — co gegen die Nullfunktion

konvergiert:
(a) [+1] punktweise,
(b

[+1] in L,
(
(d
(e

L6sung zu Aufgabe 7

)
)
c¢) [+0,5] fast iiberall (bzgl. des Lebesguemafes),
) [+1,51 in L'([0,1]),

)

[+1,5] in L?([0,1]).

(a) Fiir z > 0 gilt |f(2)] < ﬁ, somit lim,, o fn(z) = 0.
Ferner f,(0) = 0, somit lim,,_, f,(z) = 0 fiir alle z € [0, 1].

(b)
1
Il = Il
1
n,
2

d.h. lim, o0 || fu]l ., = 00. Also keine Konvergenz in L.

(c¢) In a) wurde punktweise Konvergenz iiberall gezeigt. Dies impliziert punktweise Konver-
genz fast iiberall.

(d)

1 1 1
/0 f@)ldr = [ ——ds

1
= —(Inl—1In—
(in1-1n-)

vn

B Inn

Nk

Somit lim,, .« || f4]]; = 0. = Konvergenz in L'.

3=



A rfn<x>12dx=/;( }1)d

|
= | —dz
1 Nr

n

S
== :

_n—l

n

Somit lim,, e || full, = 1. = Keine Konvergenz in L2

O Ankreuzen, falls Rest der Losung auf Riickseite oder zusétzlichem Blatt.
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(Extrablatt)

O Ankreuzen, falls Rest der Losung auf Riickseite oder zusétzlichem Blatt.
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(Extrablatt)

O Ankreuzen, falls Rest der Losung auf Riickseite oder zusétzlichem Blatt.



