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Aufgabe 1: 5 Punkte

Sei © C R™ messbar. Sei f : © x R™ — R eine Abbildung mit den folgenden
Eigenschaften

(a) f(,y) @ Q,— Rist fiir alle y € R™ messbar.
(b) f(x, ) : R™ — R ist fiir alle z € ) stetig.

Zeigen Sie, dass fiir jedes messbare u : 2 — R™ die Abbildung g : 2 — R,z —
f(z,u(x)) messbar ist.
Tipp: Benutzen Sie Treppenfunktionen.

Aufgabe 2: 3-+3 Punkte
Sei (X, A, 1) ein Mafraum. Sei f : X — R integrierbar. Zeigen Sie:

(a) Zu jedem e > 0 gibt es ein § > 0 so, dass fur alle A € A mit p(A) < gilt

[ sl <

(Wir sagen auch: Das Integral tiber kleine Menge ist klein.)
Tipp: Widerspruchsbeweis mit § = 27".

(b) Zu jedem & > 0 gibt es ein A € A mit u(A) < 0o so, dass

/ |fldp <e.
X\A

(Wir sagen auch: Das Integral ist auferhalb einer grofsen Menge klein.)
Bemerkung: Es geniigt uns, wenn Sie die Aufgabe fiir (X, A, u) = (RY, B(R?), \%)

zeigen.

Aufgabe 3: 3+3+3 Punkte
Sei f : R — R Lebesgue integrierbar, d.h. f € £!(R). Definiere F' : R — R durch

F(x) ::/ fly) dy. (Lebesgueintegral)
0
Zeigen Sie:
(a) F ist stetig.
(b) F ist gleichméBig stetig. (Tipp: Aufgabe 2)

(c) Ist f stetig in zg, so ist F' in z( differenzierbar und F'(x¢) = f(x0).
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