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Aufgabe 1: 5 Punkte

Sei H ein Hilbertraum, (z,)nen eine Folge in H. Ferner gebe es ein « € H, so dass
Vy € H: (wn,y) = (2,y)

und

n—oo

[zl —= llz[|-

Zeigen Sie, dass dann
n—oo .
T, —— x in H.

Aufgabe 2: 4 Punkte
Sei H ein Hilbertraum und T € L(H). Zeigen Sie:

(ranT*)" =kerT.

Aufgabe 3: 2+1+2-+2 Punkte

Sei H ein Hilbertraum und U ein abgeschlossener Unterraum von . In der Vorle-
sung wurde gezeigt, dass sich dann jedes z € H eindeutig in © = u + u* zerlegen
lasst, wobei u € U und u* € UL. Wir definieren die Abbildungen Py : H — U und

Pyi :H — Ut durch

Pyz:=wund Pyoz:=u .

(a) Eine Abbildung P : H — H heisst Projektion, wenn P? = P gilt. Zeigen Sie,
dass Py und Py lineare Projektionen sind.

(b) Zeigen Sie: Py =1 — Py.
(¢) Zeigen Sie, dass Py und Py selbstadjungiert sind.

(d) Zeigen Sie, dass milljl |l — u|]| = || — Pyz]|.
ue
(e) Zeigen Sie ker Py = ran Py und ker Py = ran Py .

Aufgabe 4: 4 Punkte
Sei w : [0, 1] — R stetig. Betrachten Sie auf C[0,1] x C[0,1] die Abbildung

1
() (fr9) = /0 f(®)g(t)w(t)dt.

Geben Sie notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir an, dass (-, ), ein

Skalarprodukt ist. Wann ist die von (-,--), abgeleitete Norm &quivalent zur vom
iiblichen Skalarprodukt (f,g) — fol f()g(t)dt abgeleiteten Norm?
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