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Stochastische Integration

Brwonsche Bewegung (1)

Eine Brownsche Bewegung W = (W;).c[o, 1] liber einem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, P) ist ein zeitstetiger
stochastischer Prozess mit folgenden Eigenschaften.

@ Die Abbildung [0, T] 5 t — W, is P-f.s. stetig;
e Esgilt P{Wp, =0} =1,
@ Die Zuwichse sind stochastisch unabhangig, d.h. fiir
t3 > to > t; > tg sind Wy, — Ws, und Wy — Wy unabhangig.
e Die Zuwichse W, — W, fiir t > s sind N(0, t — s) verteilt.



Stochastische Integration

Brwonsche Bewegung (2)
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Abbildung: Brownsche Bewegung



Stochastische Integration

Das It6-Integral (1)

Fiir einen stochastischen Prozess (o¢)¢c[o, 7] definieren wir

@ Gegeben sei eine Filtration {F:,0 <t <1} mit Fs C Fy C F
fir0<s<t<T;

o Der Prozess (0t)¢c[o, 77 ist an die Filtration adaptiert, d.h. o;
ist Fs-messbar fiir alle t;

e Konvergenz in L2(Q; CO([0, T])), falls
o€ l2(Qx (0, T);P® LY.



Stochastische Integration

Das It6-Integral (2)

Fiir einen stochastischen Prozess (o¢)¢c[o, 7] definieren wir

o Wir erhalten E[ [; o5 dW;] = 0;
@ Es gilt falls der Prozess o bekannt ist

t t
Var[/ os dWs (Gs)se[o,t]] =/ o2 ds;
0 0

@ Stochastische Integrale konnen auch bzgl. allgemeineren
Prozessen gebildet werden.




Stochastische Differentialgleichungen

Differentialschreibwese

Finde stochastischen Prozess (X:):c[o, 7] mit

dXy = u(t, X¢) dt + o(t, X¢) dWe,  X(0) = Xo.

@ 1,0 : R? — R stetig und Lipschitz stetig in X, d.h.
(e, X) = p(t, V) < LulX = Y],

@ Xp zufdlliger Startwert;
o Als System X = (X1, .., XN) mit p: R xRV = RV,
o RxRVN RN ynd W = (W, ..., WN).



Stochastische Differentialgleichungen

Integralschreibweise

Finde stochastischen Prozess (X:):c[o, 7] mit

t t
Xe = Xo + / (5, Xs) ds + / o (5, X:) dW,.
0 0

Idee: Picard-leration.
o X[ :=Xo+ [y u(s, X2V ds + [ o(s, X271) dW;
@ AuBerhalb einer P-Nullmenge N gilt

sup |[X™(t) — X"(t)] — 0, m,n— oo;
te(0,T)

o (X"xq\nx[o,T]) konvergiert gleichmaBig gegen einen stetigen
Prozess (Xt)te[o, 7]



Stochastische Differentialgleichungen

Existenzsatz

Sei ein Wahrscheinlichkeistraum (€2, F,P) und eine Brownsche
Bewegung W = (W;)scpo, 1) iber (2, F,P) gegeben. Dann gibt es
zu jedem Xj € L?(Q, Fo,P) genau eine starke Losung der
stochastichen Differentialgleichung.

@ Analog zum Staz von Picard-Lindel6ff im deterministischen;

e starke Losung: X(0) = Xp P-fs.;

@ schwache Losung: die Wahrscheinlichkeitsverteilungen von
X(0) und Xy stimmen Uberein.



Stochastische Differentialgleichungen

[td's Lemma

Sei f € C?(R) und (Xt)ecpo, 1] €in Semi-Martingal

f(Xt) = f(Xo) + /Ot f'(Xz) dX; + /Ot f"(Xz) d{X)¢.

o (X); ist die quadratische Variation von (X;).c[o, 7]:

(X) :: ||m Z|th thl;

|—>O

mit MN(t) = {0 = to, t1, ..., tm = t} Zerlegung von [0, t].
@ Beispiel: <f0 Os dWs> = fot o2 ds.
t



Stochastische Partielle Differentialgleichungen

Warmeleitungsgleichung mit Rauschen

Finde u: Q2 x (0, T) x G — R mit
du = Audt+ @(u) dW, u(0) = wp,

u(t) = uo + /0 Au(s) ds + /0 B(u(s)) dWs.

e ¢ : R — R Lipschitz stetig, z.B. ®(u) = |ul;
@ ug € L2(Q x G:P x Ed) zufilliger Startwert;
e Fiir jedes w € Q ist u(w, -,-) — R Funktion in Raum und Zeit.



Stochastische Partielle Differentialgleichungen

Schwache Formulierung

Finde u: Q2 x (0, T) x G — R mit

/G ()‘de—/UOQOdX—/ /Vu -V dxds
//(p@ (s)) dx dW

fiir alle ¢ € C§°(G), P x L1-f.ii.
o ue [2(Q; L0, T; L3(G))) N L2(Q- L2(0, T; W,%(G)));

e Benutze It&'s Lemma fiir f(u) = 5 [, [u? dx.




Stochastische Partielle Differentialgleichungen

Existenzsatz

Sei ein Wahrscheinlichkeistraum (€2, F,P) und eine Brownsche
Bewegung W = (W;)scpo, 1) iber (2, F,IP) gegeben. Dann gibt es
zu jedem ug € L%(Q; L?(G)) genau eine Lésung u der
stochastichen Warmeleitungsgleichung.

o up € L2(; WK2(G)) ergibt u € L2(Q; C([0, T]; WK2(G)));
@ Die Brownsche Bewegung ist nirgendwo differenzierbar =
keine Zeitableitungen von u;

@ Beweis: Galerkin-Ansatz, Halbgruppen.
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Galerkin-Ansatz

Schreibe uV = 22121 cM(w, t)ex(x) mit

de, — _)\kck—l—/ e B(u(s)) dx dW,
G

c(0) = / Ug €y dx.
G

o (ex) ONB des L2(G) aus EV des Laplace-Operators:

1 1
eceidx = ———— [ Ver- Ve dx = d;
/G k € by ﬁ)\j/G k J kj

@ System stochastischer Differentialgleichungen fiir
CV = (..., cl).
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Halbgruppen

Sei S die von A erzeugte Halbgruppe

(Ku)(t) == S(t)uo + /OtS(t — )B(u(s)) dWs.

ODE: y' = Ay, y(0) = yo = y = e"yp;

PDE: 9;u = Au, u(0) = up = u = e*Pup;
Halbgruppe entspricht (S(t))iepo, 7] mit S(t) := e'4;
Zeige: K hat einen Fixpunkt.
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