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Die Ungleichung
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Die Poincare Ungleichung

Sei Q C R” konvex und beschrinkt; u € W1P(Q). Dann gilt:
Ju—pllp < C[Vullp

Wobei @, = [ u(y)e(y)dy ein "gewichtetes Integral”.

Q
— Die Funktion u kann anhand ihrer Ableitung und Gegebenheiten auf
dem Gebiet Q abgeschatzt werden.
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Die Ungleichung Der Beweis Sonderfall ohne Mittelwert
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Im eindimensionalen Fall:

Sei f : [0;d] — R stetig; 0 <t < d und f(0) =0

t d
()] = |£(2) - F(0)] = | / f(s)ds| < / 1#1(s)]ds
0 0

Uber t integrieren ergibt:

d d

/|f(t)|dt < d/ Fs)ds & [Fl < dIVF]s

0 0
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Der Beweis
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Allgemeiner im R":
Wir wollen [ u(x) — Tg|Pdx < Cf|Vu )|Pdx beweisen!
Q
Dazu sei:

e x € Q C Bgr(x) konvex, beschrinkt und u € WHP(Q) N C>=(Q)
e g = [u(y)e(y)dy ein "gewichtetes Integral”
Q

wobei ¢(y) := XQ(Y)ﬁ

1 Q
wenny € "Indikatorfunktion”

/Qw(y)dy =1
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Der Beweis
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e S ={z:|z| =1} Einheitsball im R"
e y € Q in Kugelkoordinaten: y = x +tz,t >0,z € S
e §(z):=sup{t:x+tzeQ}
Es gilt:
t 8(2)
lu(x) — u(y)| < / |Vu(x + sz)|ds < / |[Vu(x + sz)|ds &
0 0
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Der Beweis

Somit: [u(x) — Ta| = | [(u(x) — u(y))e( & [ lu(x) = u(y)\dy
Q Q

. 0(z) ) ) . )

= !( Of t"Hu(x) — u(x + tz)|dt)dz (— "Zwiebelformel™)
i v
< oy J(f £ dt f ' Nubtsallgn-gs)d; (@)
S0

= ﬁ%g \J(V;ﬁﬁh dy (< "Zwiebelformel”)
= B [IVulx—y[=ndy = C (VU (mit € = £5)
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Die Ungleichung Der Beweis Sonderfall ohne Mittelwert
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/y (x) — Tig|Pdx < CP/|/1(|vuy Pdx < / VulPdx
Q

Q

= lu—Tgl, < C|Vul, fir ue WRP(Q)N CYQ)
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MAXINILIANS- Die Ungleichung Der Beweis Sonderfall ohne Mittelwert
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MONCHEN [e]e) 0000e [e]e]

Schluss von C*(Q) auf WP(Q) :

o C™ liegt dicht in WhP
o ue WHP(Q) = Ju, € C®°(Q) mit: u, — uin WP

— |Jup — ull[, =220 und

[V, — Vul, =250

= Die Gleichung gilt auch in WP(Q)
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MAXINILIANS- Die Ungleichung Der Beweis Sonderfall ohne Mittelwert
MONCHEN 00 00000 0

Ohne Mittelwert - mit Nullrandwerten:

o Sei i € WyP(Q) mit Q C Br(0) und u € W,P(B(0)) und
Q' c Br(0) mit QN Q' = 0.

e Fiir u gilt somit: u|g = & und u|g, )0 =0

e Sei ¢ = ﬁXQ/ und somit 7y, = [ u(x)y(x)dx =0
Br(0)
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Die Ungleichung Der Beweis Sonderfall ohne Mittelwert
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:>/|u(x)|pdx: / |u(x)[Pdx = / |u(x) — Ty |Pdx
Q

Br(0) Br(0)

<c / Vu(x)[Pdx = C/]Vu(x)|pdx
Br(0) a

= llully < ClVullp
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