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Losung eines speziellen Randwertproblems

Existenz von Lésungen des klassischen Randwertproblems in
beliebig beschrinkten Gebieten

Au=0 Vx € Q
u=20 Vx € 022

wobei g € C(0Q)
und Q ein beschranktes Gebiet des R"
und
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LMU | :
» Wichtige Anwendungsinformation:
Existenzproblem im Inneren und Existenzproblem am Rand werden getrennt
betrachtet!!!!

» Vorwissen :
* Losung des Problems in Billen:

Sei g € C%(B) B
3th € C3(B) N C°(B)
so dass Ah=0in B und h= g aufoB

* Starkes Maximumsprinzip:
Vx € B : h(x) = max = h(y) = max = Vy € B = h ist konstant

* Starkes Maximumsprinzip fiir subharmonsiche Funktionen:
Sei xp € Q mit u(xg) = supqu(x) = u ist konstant
Vy € Q: u(y) < maxpqu(y), wenn u € C(Q)
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Sub - und Superharmonischen Funktionen

» Subharmonische Funktionen im C°(Q) :

VB C Q und Vh :
u< haufdB=u<hinB

» Superharmonische Funktionen im C°(Q) :

VB C Q und Vh :
u>hauf9B = u>hinB

» Subharmonische Losung : -Au <0

» Superharmonische Losung: -Au >0
» Harmonische Losung: -Au =0
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Harmonische Liftung

Sei u subharmonsich in Q und B ein offener Ball mit Abschluss in Q

u B
Harmonische Liftung von u in B: U(x) = i(x) xe
ulx) xeQ-B

mit U(x) € C(Q)

5 oo 9 2 |x— 2
Definition von &i(x) = - r|u>,(Jan0‘ i |Xu£})/,)|n dy
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Beweis

Harmonische Liftung ist subharmonisch in Q und v < Uin B :

(i) u subharmonisch < u< U in Q

i(x) xeB
ulx) xeQ-B

(ii) u subharmonisch = U ist subharmonisch

B’ c Q: Sei h harmonische Funktion in B’
= U< h auf 9B’

Da u(x) < U(x) = u< hin B’

= U<hinB —B=U<hin BNB
= U< hin B’ = U subharmonisch in Q
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Die Perronsche Methode

uy(x) = sup v(x) mit v e S,

Perron-Klasse: S, = {v | —Av < 0;v < ¢ Vx € 0Q}
Zu zeigen:
» (1) uy ist harmonisch in Q

» (2) o€ C(Q) und u, = ¢ Vx € 00
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Beweis: Die Funktion u, : £ — R ist harmonisch in Q

(i) u, ist wohl definiert:

v = mingg ¢ ist subharmonisch = S, ist nicht leer

(i) Es gibt Vx € Q eine Folge {v,} C S, mitlimv,(y) = u,(y)

- Ersetze v, := max{vy, vs, ..., vp, infoq ¢}

— {v,} ist monoton steigend

— begrenzt von unten

- Harmonische Liftung von v, in Bgr(y):

V() = {v",,(x) harmonisch in Bg(y)
Va(x) x € Q—Bgr(y)

— V,(x) ist monoton steigend

mit: lim,_, o Va(y) = u(y) mit V, € S,

Stephanie Seger Die Perronsche Methode

8/13



LMU
(iii) Kompaktheitstheorem:

Jede beschrankte Folge von harmonischen Funktionen auf Q enthélt eine
Teilfolge, die gleichmaRig gegen eine harmonische Funktion auf einem
kompakten Teilgebiet von Q konvergiert.

= {V,} enthdlt eine Teilfolge {V,«} , die in B,(x) mit p < R gegen eine
harmonische Funktion v in B konvergiert

(iv) zeige: v = u, in B, :

- da u, ist Supremum : v < u, Vx € B

- Sei x' € B, mit u,(x") > v(x’)

= Ju € S, subharmonisch mit u(x’) > T(x’) > v(x’)

- Setze wy = max{V,,,u}

=Harmonische Liftung von Wy : Teilfolge von {wy} konvergiert gegen
harmonische Funktion w inB, mit v < w < u

= v(y) = w(y) = u (y)

= v =w in B, = Widerspruch zu 7
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Beweis:p € C(Q) und u, = ¢ Vx € 9Q

= Randeigenschaft der Losung

u, muss Grenzwerteigenschaft erfiillen :

Fiir x € Q ist limy_,x, u(x) = ¢(x0)
mit xg € 0L ein reguldrer Randpunkt

Definition: Barrierefunktion und reguldrer Randpunkt

1. Eine Funktion w € C(Q) heiBt Barrierefunktion in einem Punkt
xo € 09, wenn gilt:

(a) w ist superharmonisch in Q (—Aw > 0)

(b) wix)) =0

(c) w(x) >0in Q\{xo}

2. Ein Punkt xp € 09 heillt reguldrer Randpunkt, falls es eine
Barrierefunktion im Punkt xq gibt.
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Vorraussetzungen fiir den Beweis:

P>  ist stetig in xp:

Ve>0:30>0mitx € 9Q: | x —x [<d =] p(x) — px0) < 5
» w ist positiv und stetig auf Q \{xp}:

Im>0mitx€Q [x—x [>0=w(Xx)>m

»Sei M = supyeoq | ¢(x) | und k = 2M.

2M
m

mit x € Q: | x — xo |[> § = k w(x) > 2M

Definiere Hilfsfunktionen:

> v = p(xo) — 5 — kw(x)

- Subharmonische Funktion in ©
-v<p(x) Vx €0 = v eES,

> v = p(xo) + 5+ kw(x)

- Superharmonische Funktion in Q
-V > ¢(x) Vx € 00
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= Es gilt p(x0) — 5 — kw(x) < u(x) < ¢(x0) + 5 + kw(x) in Q
= | u(x) = (x0) [< 5 + kw(x)

Da w(x) — 0 wenn x — xop = u (x) = ¢(xp) wenn x — xp
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Danke fiir eure Aufmerksamkeit!!!

Stephanie Seger

Die Perronsche Methode

13/13



