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Beispiel im Eindimensionalen

o fixr— x?
x €]—R,R[ firein ReR
u'(x)=2>0
— kein Maximum im Inneren
= mlaxf = rr})a;xf

2

o fix+— —x
x €] —R,R[ firein ReR
u'(x)=-2<0
— kein Minimum im Inneren
= mlin f= rgiln f
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Beispiel im Zweidimensionalen

o u:(x,y)— x* —y? auf B,(M)
Au:8§u+8§u:2—2:0
— kein Maximum und kein Minimum im Inneren

— Mmaxu = maxu
B 0B

= minu =minu
B OB
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Das schwache Maximumprinzip

Es soll gelten :
(i) Zjla? ()P <A
(i) a¥(x)&i& = A | €2 | Vx € Q, € €R”

und fiir das schwache Maximumprinzip:
ue Wt2(Q)
Lu <0 aufQ

= supu <suput
Q 12,9}

mit Lu = —X;;0x; (a,-l-(x)c?xj u)

QCR"
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Beweis

Annahme : u ist lipschitz stetig

Lu: C§° + R es soll gelten Lu < 0, also Lu = —¥ ;0 (ajj(x)0xu) <0
Wir multiplizieren Lu nun mit ¢ € Wg’z beliebig,

L(u, ) = —X;j0x(ajj(x)0gu)p < 0
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Beweis

Annahme : u ist lipschitz stetig

Lu: C§° + R es soll gelten Lu < 0, also Lu = —¥ ;0 (ajj(x)0xu) <0
Wir multiplizieren Lu nun mit ¢ € Wg’z beliebig,

L(u, ) = —X;j0x(ajj(x)0gu)p < 0

X Jo Oxi(ajiOxu)p dx = Xjj [(a;j0xu)0x e dx < 0 Ve in Wol’2

Setze ¢ = max {u — k,0} und k = supu™
5Q

| Oiuwennu>k(p#0)
:>(9,cp—{ 0 wenn u < k (p =0)
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Beweis

= Ty fQ ajj0x; ulx, dx = X fﬂﬁ{u>k} ajjOx; u0x,u dx <0
0>%; me{u>k} ajjOx; Uy, u dx > AXj; f{u>k} |7 ul>>0

= | <7 u| = 0 fast uberall auf {u > k} = kein Supremum auf Q
= supu <suput

Q o0
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Beweis
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Das schwache Minimumprinzip

Es gelten die gleichen Voraussetzungen (i,ii)
wie im schwachen Maximumprinzip.
AuRerdem soll gelten: u € W2 (Q)
Lu >0 auf Q
= infu>infu™

Q o2
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Beweis.

Wende das schwache Maximumprinzip auf L(—u) = —Lu < 0 an,

Wenn — Lu <0

= sup —u < sup(—u)
Q Bl9)

= —infu< —infu™
Q o0

+

= infu>infu™ ]
Q o0
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Korollar der Eindeutigkeit:

Sei u € W,*(Q) und Lu = 0 auf Q
Dann gilt u = 0 auf Q

Beweis.

Lu=0=supu=supu™ A inffu=infu~
Q Fle) Q o

Aber dau € W01’2(Q) sind die Randwerte gleich Null.
= u=0auf Q
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Das starke Maximumprinzip

Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie beim schwachen
Maximumprinzip (i,ii)

Theorem

Fiir das starke Maximumprinzip gilt nun :
u€ Wh2(Q) und Lu <0 auf Q
Dann folgt aus : supu = supu >0

B

Q
fir einen Ball B C Q
= u muss in Q) konstant sein
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Beweis.

Setze B = Bg(y) 0.B.d.A. sei Byr(y) C Q.
Sei M = sup u und wende die schwache Harnack Ungleichheit

B
fur die Sublésung v = (M — u)* an
= 0<R " [ (M—u)tdx < Cinf(M — u) =0
2R
u = M auf Bg und wir erhalten u = M auf Q
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Das starke Minimumprinzip

Es gelten die gleichen Voraussetzungen (i, ii) wie im starken
Maximumprinzip.

Es sei uc W2(Q) und Lu > 0 auf Q

Dann folgt aus:

iréfu = i?zfu < 0 fir einen Ball B Cc Q

= u muss auf Q konstant sein
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Vielen Dank fiir eure Aufmerksamkeit!
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