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Definitionen:
Sei der Operator L von der Form Lu =V - (AVu), A: Q — R™",
ue W2(Q), ve G(Q)

= L(u,v) = /(AVUVV) dx =" — / V- (AVu)vdx"
Q Q
Man nennt u € W12(Q) schwache Lésung von Lu=f, falls
L(u,v) = —/ fvdx Vv € CG}(Q);
Q

Ziel:
u € W2(Q) schwache Losung der Operatorgleichung Lu=f

Vora%an Af = W272(Q/) VQ/ ccQund Lu=f fii.
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Voraussetzungen:
e u € WH?(Q) schwache Lésung von Lu = f in Q mit
fel?Q), Aje COYQ) Vi,je{L,..,n}
o L strikt elliptisch in €, d.h.
X > 0: (A(x)E)E > NE[2,Vx € Q, € € R”

Aussage
o VQ' cc Q:ue W2(Q)
o genauer: [[ul| 220y < C(llullwrzq) + Iflli2()
mit C(n, \, K, d"), wobei
K := max(||Ajjllcoa(q)), d = dist(Q,0Q) > 0;
o Lu=ffi..
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Der Differenzenquotient
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Der Differenzenquotient
Definition
Fiir u: Q — R sei der Differenzenquotient von u in Richtung e, def. durch

Ahu(x) = AZU(X) = ks he;;) — U(X), h #0;

Lemma 1
Sei u € LP(Q),1 < p < co. Zudem existiere eine Konstante K, s.d
Ay e LP(Q) sowie || A"u|| 1y < K Vh>0,Q CCQ
(mit h < dist(Q',09)).

Dann existiert die schwache Ableitung Ok u und erfiillt |9y ul[1p(0) < K.
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Der Differenzenquotient
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Beweis von Lemma 1

Mit der schwachen Kompaktheit von beschrinkten Mengen in LP(Q)

(reflexiver, separabler Banachraum) gilt:

I{hm}m, hm — 0 und v € LP(Q) mit ||v|, < K, s.d

/go‘Ah'"udx—>/g0-vdx Vo e Q)
Q Q

Ziel: v = 0iu
Es folgt fir hy, < dist(supp ¢, 09):

/@-AhmudXZ/(p(X)- u(x + hmex) — u(x) dx —
Q Q hm
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Der Differenzenquotient
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:/Q M-u(x)dx—/ﬂgoh(':)~u(x)dx:

+hmek hm

:—/U-A_h’"godx—>—/u-8kg0dx
Q Q

Mit der Eindeutigkeit des Grenzwertes folgt:

/(p-vdx:—/u-akgodx Vo € CH(RQ)
Q Q

also
vV = 8ku
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Beweisstrategie fiir den Satz:

1.
1A"(Vu)ll 20y < K = Clllullwrz) + Il 2()
= ue W?(Q)
2.
luel} = Lu=ffi.
Lemma 2:

Sei u € WLHP(Q).
Dann gilt:

o APy e [P(Q) VQ' cc Q mit h < dist(Q,0Q)
o [|A"u]| ooy < IVulle(e)
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Beweis des Satzes
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Beweis des Satzes

Da Lu = f schwach, gilt [, AVuVvdx = — [, fvdx Vv e C3(Q).
Sei also v € C}(Q).

;»/Ah(Avu)(vv) dx e =mma /
Q

(AVU)V(Ahv)dx:/ fANY dx
Q Q

D-T nun (AN(AVW))(x) = A(x + hel) (AP (V) (x) + (A"A)(x)(Vu)(x),
gilt:

/A(X—l—hek)V(A u)Vvdx:/—(AhA)Vqu+fAhvdx
Q

= / (x + hel) V(A" )V dx < ([(APA)Vull2 + [IF2) |V vz
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Mit ||(AhA VUHZ (/ Z | IJ X+ hek U(X)aju2)

ij=1
<n- G [Aill corqayllullwrz(q)
= / A(x + hek)V(Ahu)Vv dx < (C(n, K) - ||ullwrz + |fll2)[[V V|2
Q

Sei nun n € C}(R), 0 <n <1 und setze v = n?Ahu.
(=veWi (@) =G(Q)

Elliptizitat

o / V(AP )R dx S / PA(x + hey)V(A"u)V(APY) dx
Q Q

_ /Q A(x + her) V(AP ) (Vv — 2(APu)nVn) dx
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v=n2Ahy
vy LA ’?V(AM) +2(AMw)nVy
Nun gilt:
1.

/QA(X + hek ) V(A u)Vv < (C(n, K)ullwrag) + [If]12)[IVv]l2

< (C(n, K)llullwrz(@) + I Fll2)(InV (A )|z + 2| (A"u)Va]l2)

/Q A(c+he) V(AP L) (AP u)gTn < C(n, K) [V (AR [2]|(AP6) V2
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= A/Q [V (A")?dx < (C(n, K)lullwrag) + I l12)(InV (A" u) 2+

2)|(A"u)Vnll2) + C(n, K)InV (A" w)|2) (AP u) V|2 <
Clllullwrzgy + Ifll2 + I(APu)Vnll2) (InV (A" W)z + 2[(A" ) V) 2)
bzw.

%22 < a(z + x)
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Die Young'sche Ungleichung l3sst sich schreiben als

b2
2ab§sza2+€—2 Ve >0

Damit erhalt man:

%22 <a(z+x) <

2 2¢2
2.2 2
€ca 1 5 5 5 o  Z
_&a (1+62)X2 (62+1)z2
2 2e2 2242
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Wihlt man nun ¢,d so, dass (gi;g%) < 5 erhlt man
722 < C(\)a?
bzw.
InA"(Vu)ll2 < Cu(n, K, A)(lullwazy + [ Flliz) + 1A aV7l2)
< G(n K, A)(1+ SgP|V77|)(HUHWL2(Q) + 1l 2()
mit

h h
1A%uVnllz < sup[Vnl|A%ullz < sup|Vallu w2
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Wahlen wir nun 7 als Abschneidefunktion mit

2

Mo = 1fir Q cc Q,|Vn| < P

erhalten wir
HAh(VU)HLZ(Q/) < G(n, KA d ) (lullwrz) + 1 Flliz))
also nach Lemma 1
Vue WH(Q'), dh. ue W?(Q)VQ cc Q

sowie
lullwezry < Cln KA d)([Jullwrz) + 1 fll2@)
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Beweis des Satzes

LMU

Mit u € W22(Q)
= Lu=V-(AVu) € L2 _
und da

L(u, v):—/Q(Lu)vdX:—/vadx Vv € G3(Q)

& /(Lu —flvdx =0 Vv e G(Q)
Q
gilt mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung (bzw. Lemma von

du Bois-Reymond)
Lu=f f.i.
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Satz

Voraussetzungen:

e u € WH?(Q) schwache Lésung von Lu = f in Q mit
fel?Q), Aje COYQ) Vi,je{L,..,n}

o L strikt elliptisch in €, d.h.
X > 0: (A(x)E)E > NE[2,Vx € Q, € € R”

Aussage
o VQ' cc Q:ue W2(Q)
o genauer: [[ul| 220y < C(llullwrzq) + Iflli2()
mit C(n, \, K, d"), wobei
K := max(||Ajjllcoa(q)), d = dist(Q,0Q) > 0;
o Lu=ffi..
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