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Ziel des Vortrags

Sei u ∈ H1(Ω) eine schwache Lösung der Differentialgleichung

Lu = −∇ · (A(x)∇u) = 0 (x ∈ Ω ⊂ RN)

mit

1
Λ

I ≤ A(x) ≤ ΛI (Λ > 0)

Wir wollen zeigen, dass u ∈ Cα(Ω̃) und(
‖u‖Cα(Ω̃) ≤

)
‖u‖L∞(Ω̃) ≤ C‖u‖L2(Ω) (Ω̃ ⊂⊂ Ω)
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1. Schritt: Beschränktheit der Lösungen

Wir zeigen zuerst, dass

‖u‖L∞(Ω̃) ≤ C‖u‖L2(Ω)

Dies folgt direkt aus

‖u+‖L∞(Ω̃) ≤ C‖u‖L2(Ω)
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Ansatz
Dazu zeigen wir, dass für alle Lösungen von Lu = 0 gilt:

‖u+‖L∞(Ω̃) ≤ 1

wenn wir ‖u+‖2L2(Ω) ≤ δ klein genug wählen. Dann ist auch

(
√
δ/‖u+‖L2(Ω))u ist eine Lösung von Lu = 0 mit

√
δ

‖u+‖L2(Ω)
‖u+‖L∞(Ω̃) ≤ 1

und es folgt wie gewünscht

‖u+‖L∞(Ω̃) ≤ C‖u‖L2(Ω) (C =
1√
δ

)
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Definition von Hilfsfunktionen

Wir definieren die Hilfsfunktionen

uk = (u − (1− 2−k))+

und

Uk =

∫
Bk

|uk |2dx

und zeigen, dass Uk → 0 und somit uk → 0 (in Bk) für k →∞.
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Beweisidee

Wir zeigen

Uk+1 ≤ C24kU
1+ 1

N
k

Daraus folgt iterativ, dass für k →∞

Uk+1 ≤ C2akUbk
0 (a, b ∈ R+)

Ist

U0 = ‖u+‖2L2(Ω) <
(1
2

)a/b
= δ

folgt U∞ = 0 ( zur−−−−−−→
Erinnerung

‖u+‖L∞(Ω̃) ≤ 1)
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Definition einer weiteren Hilfsfunktion
Sei ϕk eine Sequenz schrumpfender cut-off Funktionen

ϕk =

{
1, x ∈ Bk = {|x | ≤ 1

2(1 + 2−k)}
0, x ∈ BC

k−1

mit ‖∇ϕk‖ ≤ C2k
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Kern des Beweises
Mit dieser Definition von ϕk kann man Uk+1 schreiben als

Uk+1 =

∫
Bk+1

(ϕk+1uk+1)2dx

[Hölder]
≤

(∫
Bk+1

(ϕk+1uk+1)pdx
)2/p∣∣∣{ϕk+1uk+1 > 0}

∣∣∣2/N

[Sobolev]
≤ C

∫
Bk+1

(∇[ϕk+1uk+1])2dx︸ ︷︷ ︸
≤C22kUk [Energy]

∣∣∣{ϕk+1uk+1 > 0}
∣∣∣1/N︸ ︷︷ ︸

≤22kU1/N
k [Chebyshev]

≤ C24kU
(1+ 1

N )

k
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Chebyshev Inequality

Mit der Chebyshev Ungleichung

λ|{|f | > λ}| =

∫
χ{f>λ}dx ≤

∫
f>λ
|f |dx ≤

∫
|f |dx

folgt∣∣∣{(ϕk+1uk+1)2 > 0}
∣∣∣1/N ≤ ∣∣∣{(ϕkuk)2 > 2−2k}

∣∣∣1/N︸ ︷︷ ︸
(falls uk+1>0 gilt uk>2−k) & Def.ϕk

≤
(
22k
∫

(ϕkuk)2dx
)1/N

︸ ︷︷ ︸
≤22kU1/N

k
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Energy Inequality
Wir erweitern Lu = 0 mit ϕ2u und erhalten durch partielle Integration∫

B
∇T (ϕ2u)A∇udx ≤ 0

und erhalten so∫
B1

(∇[ϕu])2dx ≤ C‖∇ϕ‖2L∞
∫

B1∩suppϕ
u2dx

daraus folgt∫
Bk+1

(∇[ϕk+1uk+1])2dx ≤ C22k
∫

suppϕk+1

u2
k+1dx ≤ C22k

∫
Bk

(ϕkuk)2dx︸ ︷︷ ︸
=C22kUk
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2. Schritt: Hölderstetigkeit der Lösungen

Nun zeigen wir noch u ∈ Cα. Ohne Beweis verwenden wir dazu

oscB1/2 ≤ λoscB1u (oscDu = supDu − infDu)

und betrachten eine Folge sich halbierender Intervalle 2−k um einen
beliebigen Punkt x0 ∈ B1/2 herum

sup
|x0−x |≤2−k

|u(x0)− u(x)| ≤ oscB2−k u(x0) ≤ λkoscB1u(x0) ≤ λk2‖u‖L∞(B1)
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Beweis der Hölderstetigkeit

Für |x0 − x | ≤ 2−k (und insbesondere für |x0 − x |α = 2−kα) gilt

|u(x0)− u(x)| ≤ 2‖u‖L∞(B1)λ
k = Cλk

und somit folgt für geeignetes α

|u(x0)− u(x)| ≤ Cλk !
= C2−kα = C |x0 − x |α

Also u ∈ Cα(B1/2) mit

α = − lnλ
ln 2

.

Immanuel Maurer Beschränktheit von Lösungen 12/12


