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Ziel des Vortrags

Sei u € H'(Q) eine schwache Losung der Differentialgleichung
lu=-V-(Ax)Vu) =0 (xeQcRM)

mit

Wir wollen zeigen, dass u € C*({2) und

(lllcaay < Ylull oy < Cllulize  (Ecc @)
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1. Schritt: Beschranktheit der Lésungen

Wir zeigen zuerst, dass
lull ooy < Cllull2e)
Dies folgt direkt aus

o™l ooy < Cllullizg)
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Ansatz
Dazu zeigen wir, dass fiir alle Lésungen von Lu = 0 gilt:

HUJFHLoo(Q) <1

wenn wir ||u+\|i2(9) < 6 klein genug wahlen. Dann ist auch

(V3/l|u™ || 12(q))u ist eine Lésung von Lu = 0 mit

Ve

VY (T "
o gy @ =1

und es folgt wie gewiinscht

Sl

lut ey < Cllullizy (€=
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Definition von Hilfsfunktionen

Wir definieren die Hilfsfunktionen

ue=(u—(1—-275))4

und

Uk:/ g |2dx
Bk

und zeigen, dass Ux — 0 und somit uy — 0 (in By) fir k — oo.
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Beweisidee

Wir zeigen

1
Uepr < C2HUHN

Daraus folgt iterativ, dass fiir k — co

Upr < C22FUEK (a3, b eRy)

Ist
1\ a/b
Uo = llu* 2oy < (5)” =6
. zur + .
folgt U =0 (m Ju ||L°°(Q) <1)
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Definition einer weiteren Hilfsfunktion
Sei o eine Sequenz schrumpfender cut-off Funktionen

1, xeBi={]x|<ia+275)}
Pk= 0, xeBE,

-(k+1) _-(k+1)
2

mit [|[Vipi|| < C2¢

| L L]
Bl k-lBk BlIZ
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Kern des Beweises

Mit dieser Definition von ¢y kann man Uy schreiben als

Uk+1=/ (Prr1ups1)’dx
Bk+1

[Holder] 2/p 2/N
< (/B (SDk+1Uk+1)de) ’{90k+1uk+1 > 0}’
k+1

[Sobolev] 1/N 141
< C/ (V[@k+1uk+1])2dx ‘{90k+1uk+1 > 0}‘ < C24kU;(< )
k+1

1/N
<C22kU;  [Energy] <22ky, [Chebyshev]
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Chebyshev Inequality

Mit der Chebyshev Ungleichung

A{If] >A}\=/X{f>x}dxs/f Arf|dxs/rf|dx
>

folgt

1/N 1/N 1/N
{((Prnunc)? > 0 " < (o > 22| < (2 [ (e

(falls uy 1 >0 gilt ug >2—k) & Def. )

<22k Ui/N
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Energy Inequality

Wir erweitern Lu = 0 mit ©?u und erhalten durch partielle Integration
/ VT (p?u)AVudx <0
B
und erhalten so

/ (Vipul)2dx < C||Veol3e / Pdx
B1 B

1Nsuppy

daraus folgt

/ (Vipksuisa])2ax < C22¢ /

Brs1 SUPP@k+1

upqdx < C22k/B (g )?dx
k

=C22k U,
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2. Schritt: Holderstetigkeit der Lésungen

Nun zeigen wir noch u € C%. Ohne Beweis verwenden wir dazu
oscg, , < Aoscg, U (oscpu = suppu — infpu)

und betrachten eine Folge sich halbierender Intervalle 2=% um einen
beliebigen Punkt xo € By herum

sup  |u(x0) — u(x)| < osc,_, u(x0) < Xeosc, u(x0) < A2 ullL(ay)
|xo—x| <2~k
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Beweis der Holderstetigkeit
Fiir |xo — x| < 2% (und insbesondere fiir |xg — x|* = 27k®) gilt
|u(x0) — u(x)] < 2|Jull gy A = CA¥
und somit folgt fiir geeignetes
|u(x0) — u(x)] < CAK = C27@ = C|xg — x|
Also u € C¥(By /) mit

)
In2
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