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Mittelwertformel

Sei u € C%(U) harmonisch, genau dann gilt

u(x) = ][ u dS = ][ u dy

OB(x,r) B(x,r)

fur jeden Ball B(x,r) C U
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=
Setze o(r de(X n uly) dS(y JCaB (0.1) U(x +rz) d5(2)
¢'(r) = fop(o,1) Dulx + r2) z dS(2)

r)—*fB(xr y)dy =0
also ¢ konstant

o) = fim () = im f g0y uy) dS(y) = u(x)

t— 0
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< (indirekter Beweis)

Wenn Au # 0, existiert ein Ball B(x,r) C U, sodass Au > 0
Dann gilt

im Widerspruch zur Annahme.
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Maximumsprinzip

U C R"ist offen und beschrankt.

Sei u € C?(U) N C(U) harmonisch.

(/) max u=max u (schwaches Prinzip)
U ou

(i) Existiert ein Punkt xo € U mit (starkes Prinzip)

u(xg) = max u
U

dann ist u konstant.
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Beweis zu (if)

Sei xo € U mit u(xo) = mgx u.

Fir 0 < r < dist(xp,0U) und der Mittelwertformel gilt

M = u(xp) = JCB(xo,r) udy < fB(XM) M dy = /\/lfB(XM) ldy=M
= u(y) =M Vy € B(x,r)

Wenn U zusammenhangend ist, folgt aus der Vereinigung
{x € U| u(x) = M} die gewiinschte Behauptung.
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Beweis zu (i)
Annahme : u # konstant, und es existiert ein xo € U mit
u(xg) = max u
U
Widerspruch zu (ii) : #xo € U: u(xp) = max u
]

= max liegt auf OU
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Lage der Lésung

Sei das starke Maximumsprinzip erfiillt und u € C?> N C(U) erfiillt

Au=0 inU
u=g aufol
wobei g > 0

dann ist u uberall in U positiv, wenn g positiv ist.

Ahnlich wenn g < 0 ist.
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Eindeutigkeit der Losung von Poissongleichung

Sei g € C(0U), f € C(V).

Es existiert hochstens eine Losung u € C*(U) N C(V)
von Poissongleichungen mit dem Randwertproblem

—Au=f inU
u=g aufol

Wende fiir den Beweis das Maximumsprinzip an.
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u und U erfillen die 0.g. Voraussetzungen. Wende das Maximumsprinzip

auf die harmonische Funktion w = £(u — @) an.

Aw=Au—Al=—-f+f=0
Wipy = Ujgy — Ujgy =8 — 8 =10

= max w =max w =0
U ou

analog : min w =min w =0
U ou

>0<w<0=>w=0=u—10

u=1u
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Harnacksche Ungleichung

Sei u eine harmonische Funktion und nicht negativ.

Dann existiert fiur V CC U zusammenhangend und offen
eine positive Konstante C mit

sup u < C inf u
v |74

Dies folgt unmittelbar aus der Gleichung
1
) sul) < Culy)Vx, y €V.
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1
Sei r = Zdist(V,@U). Seix,y e V,|x—y| <r.

1
= 2"u(y) 2 u(x) 2 uly) frxyeV,x—yl<r
Da V zusammenhangend und V' kompakt ist, wird V von Ballen B; mit i =
{1,..., N} und Radius % abgedeckt.

= u(x) = WU(Y)
— 27N D) y(x) > u(y)

= Cinf u>supu
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