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Einfihrung

n
lu=-Au=-Y Ofu="finU
i=1
u =g auf OU

Lasst sich verallgemeinern:

n

Lu=—Y (a"(x)uy) = in U

ij=1

u=g auf OU

mit u Losung, f, g Funktionen, L Operator, a’l Koeffizientenfunktion
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sei g = w w € HY(U)
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in U
t=0 auf OU
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mit f == f — Lw € [2(U)
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Von der klassischen zur schwachen Formulierung

Lu=fin U
u=0 auf OU

mit U C R” offen und beschrinkt, uv: U > R, u = u(x)
f: U — R, L partieller Differentialoperator 2.0rdnung

n

= Lu=—> (a¥(x)uy)y
ij=1
al € L>°(U) f € [2(V)
Dieses Problem kann nicht klassich geldst werden, da 0;a nicht definiert ist

= Schwache Lésung
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n

Lu== (a"(x)uy) = f

ij=1

1) Multiplikation mit v, ve C2°(U)
2) Integration iiber u
3) Partielle Integration auf der linken Seite

n
/ Za'juxl.vsz/ fvdx
U U

ij=1
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Bilinearform und Schwache Lésung

Bilinearform

n
B [u, v] ::/ Z alu,, Vg
U

ij=1

mit u,v € H} (V)
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Schwache Losung
Wir sagen, u € H}(U) ist eine schwache Lésung des Randwertproblems

Lu=finU
u=0 auf OU

wenn

Blu,v]=(f,v)

fiir alle v € H} (U) und mit (, ) Skalarprodukt in L2(U) gilt.
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Beweis Bilinearform

n
Blu,v] = /U Z a"jux,.vxj

ij=1

1) linear in jeder Komponente

2) Abschitzung von oben: | B [u, v] |< al|ul|||v||
3) Abschitzung von unten: B|ul|> < Bu, v]
mit u,v € Hund o, 8 >0

Kathrin Hotscher Existenz von schwachen Lésungen zu verallgemeinerten elliptischen Glei8/15



DWIG-

L . " q Aefl n
’LMU MAXIMILIANS- Existenz von schwachen Lésungen zu verallgemeinerten elliptischen Gleichungen

UNIVERSITAT
MONCHEN 0000000 @000000

zu 1)

n
BlAu,v] = Z /Ua’.j)\uxl.v)g = A\B|u, v]

ij=1
n ar
Blu,A\v] = Z / a’ U vy, = AB [u, v]
ij=17Y
n .
Blutav)= Y [ i+ 0w,

ij=1"U

n B n 3
= Z/a”ux,.vijr Z/aU‘N’Xf"Xj
ij=1"U ij=1"U

= Blu,v]+ B[, v]
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| Bu,v] | =] /U S g |

ij=1

< [ 1a w1l v

U

<Hauoo/|vu|rwr
U

< Jlalloo / 17[2)05( / 7V [2)0°
U U

= ol ull g1V
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n
Blu,v] = Z alu,, Vx;

u ij=1

w/ |Vuf?
U

= Blul®
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Lax-Milgram Theorem

B : H x H — R ist eine bilineare Abbildung, fiir die Konstanten o, 5 > 0
existieren, so dass

| Blu,v] | < allull||lv]
Bllull® < Blu,v]

mit u,v € H gilt.
f : H — R ist eine beschrankte und lineare Funktion auf H.
= Es gibt ein eindeutiges Element u € H, so dass

Blu,v] = (f,v)

fir alle v € H gilt.
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Beweis Lax-Milgram
Zeige: Bu,v] = (f,v)

e Anwendung des Rieszschen Darstellungssatzes:
es gibt ein eindeutiges Element w € H, so dass (f,v) = (w, v), d.h.
Blu,v] = (w,v) mit v € H gilt.

e Wir definieren w := Au
= Blu,v] = (Au,v) mit u,v

e Wir zeigen, dass A linear und beschrankt ist; sei A: H — H ein
linearer und beschriankter Operator.
Fir A1, A2 € R und vy, up € H gilt fiir jedes v € H:
(A()\1U1 +A2U2), V) =B [)\1U1 + Apup, V] = \1B [Ul, V]—I—/\zB [u2, V] =
/\1(Au1, V) =+ )\2(AU2, V) = ()\1AU1 + A2 Aus, V)
= A ist linear, da diese Gleichung fiir alle ve H gilt.
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o Es gilt: |Aul|> = (Au, Au) = B[u, Au] < o|ul|||Aul|
= A ist beschrinkt, da diese Ungleichung fiir alle ue H gilt.

e Wir wollen zeigen, dass A bijektiv ist und R(A) abgeschlossen ist in H.
R(A)={w e H|Au=w}
Bllul> < Blu, u] = (Au,u) < [|Aull]j]
Bllull < [|Aull
ker(A) =0
= A ist bijektiv und R(A) in H

e Wir zeigen, dass R(A) = H
Angenommen dies gilt nicht, dann wiirde es ein von Null
verschiedenes Element w € H mit w € R(A)* geben:
Bllw|? < B[w,w] = (Aw, w) = 0 Widerspruch
= R(A)=H

e Somit gilt: B [u,v] = (Au,v) = (w,v) = (f,v)
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Zusammenfassung: Lax-Milgram

B : H x H — R ist eine bilineare Abbildung, fiir die Konstanten o, 5 > 0
existieren, so dass

| Blu,v] |
Bllull?

al|uff}v]]

<
< Blu,v]

mit u,v € H gilt.
f : H — R ist eine beschrankte und lineare Funktion auf H.
= Es gibt ein eindeutiges Element u € H, so dass

Blu,v] = (f,v)

fir alle v € H gilt.
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