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Gliederung

¢ Die parabolische Mittelwerteigenschaft fiir die
Warmeleitungsgleichung

e Das Maximumsprinzip

¢ Eindeutigkeit auf beschrankten Gebieten
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Definitionen
Sei U eine offene, beschrankte Teilmenge des R”, Zeit T > 0.

Definiere:

e Parabolischer Zylinder: Ur :=Ux(0,T]
e Parabolischer Rand von U7: M:=Ur-Ur
t t
T+ 9 -H  yr-—----

| |
| |
| |
| |
| |
| |
l I
| |
= T— xER x
SE C 2
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Definitionen

Fiir feste x € R", t € R, r > 0 definiere:
1
E(x,tir):={(y,s) ER™! [s < t,B(x —y,t =) > —}
wobei

o .
d(x,t) = Gry2€ 4 (x eR", t > 0)

0, (x eR"t <0)

die Fundamentallésung der Warmeleitungsgleichung ist.
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Die parabolische Mittelwerteigenschaft fir die
Warmeleitungsgleichung

Satz:

Sei u € C2(Ur) eine Lésung der Wirmeleitungsgleichung.
Dann gilt fiir alle E(x, t; r) C Ur:

_ 1 x —y?
u(x,t) = Y //E(X,t;r) u(y,s) Y dyds
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u
M
u
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Die parabolische Mittelwerteigenschaft - Beweisskizze

Setze die Raum- und Zeitkoordinate so, dass x =0 und t = 0.
Schreibe E(r) = E(0,0; r) und setze

o(r) = 1// u(y,s)% dyds = // u(ry, rzs)% dyds.
" JJEwn s E(1) s

1. Schritt: Zeige: ¢'(r) =0
= ¢(r) ist konstant

2. Schritt: Zeige: Die Konstante ist 4u(0, 0)
= u(0,0) = 3¢0(r)
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Berechne

// Z uy,y, |y| +2rus|y| dyds

- Zu |y|2+2u|y|dds A+ B
7r”+1 = . Yi s y

i=1

Nun wird folgende Funktion eingefiihrt:

Iy\

WP = Iog( 47s) + + nlog(r)

1 n
= B=—0 //E(r) 4ug > yitby, dyds

i=1

1 2n <
:---:’M-//;(r)—4nus¢_SZU}’iyidyds_A

i=1
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o'(r) = A+B—rn+1// —4nAu¢—?Zuy,y,dyds

i=1

1 // 2n
= — 4nuy)y, — —uy,y; dyds =0
,-;r"“ ey s

= @ ist konstant

t—0 t—>0 i

2
o(r) = lim p(t) = u(0,0)(lim — // M dyds) = --- = 4u(0,0)

u(0,0) =
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Das Maximumsprinzip

Satz:
Wir nehmen an u € C2(Ur) N C(U7) 16st die Warmeleitungsgleichung in Ur.

(i) (Schwaches Maximumsprinzip):
Dann gilt

maxX u = max u
Ur rr

(ii) (Starkes Maximumsprinzip):
Falls U zusammenhéngend ist und ein Punkt (xo, to) € Ut existiert sodass

u(xo, to) = max u
Ur

gilt, dann ist u konstant in Uy,.

Die gleiche Aussage gilt auch fiir das Minimum.
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Maximumsprinzip - Beweis

Wir nehmen an, es existiert ein Punkt (xo, tp) € Ur mit
u(xo, to) = M := maxy

Lo Fiir ausreichend kleines r > 0 ist dann
E(Xo, to; r) C Ur.

Aus der Mittelwerteigenschaft folgt nun:

1 _ |2
M=o, 0)= gz [ aty, )= dvis
Xo0,to;r

<supu // |0_y’2 dyds = M
4rn E(xo,to;r) tO _S)

da 4r" ffE (xo0, o dyds = 1.

t‘or (t() S)

= u(y,s) = M fir alle (y,s) € E(xo, to; r).
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Eindeutigkeit auf beschrankten Gebieten

Satz:

Sei g € C(r'r), fe C(UT) .
Dann existiert maximal eine Lésung u € C2(Ut) N C(UT) des
Grenzwertproblems:

ur—Au=1~, (x,t)e Ur
u=g, (X,t)ErT
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Eindeutigkeit - Beweis

Angenommen uy, up sind Ldsungen, sodass fiir u = u; — up gilt:
us—Au=0, (x,t)eUr

u=0, (x,t) el

Aus dem schwachen Maximumsprinzip folgt:

u(x, t) = 0 fiir alle (x,t) € Ut
= U = U
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Danke fur die
Aufmerksamkeit!
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