Darstellung harmonischer Funktionen

Renate Harbich

LMU Hdttenseminar

13. bis 16. Dezember

Renate Harbich harmonische Funktionen



wichtige partielle Differentialgleichungen

@ Laplace Gleichung
Au=0 (1)

@ Poisson Gleichung
—ANu=f (2)

u=ux);xeUiu:U—-RUCRf: U— R Au=3 ", Uy

Definition: Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion u, mit Au = 0 heif3t
harmonische Funktion.
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Fundamentallésung der Laplace Gleichung

@ Die Laplace Gleichung ist invariant unter Drehung

e definiere u(x) = v(r) mitr = [x| = \/x2 + X3 + ... + x3
@ wahle v so, dass Au = 0 weiterhin gilt

@ = wir bendtigen Au in Abhangigkeit von v
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Au in Abhangigkeit von v

fiirx #£0

r'(x) = z—mz’ﬁ =7
Uy, = V()r'(x) = V()%
U, = V()% +V/(N)(E — %)

alsofiri=1,...,nqilt| Au=v"(r)
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Fundamentallésung der Laplace Gleichung

seiv/ #0

umgeformt: ¥ = =1 = log(|v'])’

auBerdem gilt: v/(r) = 2 mit a konstant

fallsr >0

2)
3)

\Y

blogr+c, (n
vir) = {b (n
rm-24c,

also ergibt sich als Fundamentallésung der Laplace Gleichung
firx e R"und x #0

1 _
¢(x):={ ool 2 ©

n(n—2)a(n) |x\”_2
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von Laplace zu Poisson

wir wissen nun, dass x — ®(x), (x # 0) harmonisch ist.

Ebenso sind x — ®(x — y) und x — ®(x — y)f(y),
(y € R"; x; f: R” — R) harmonische Funktionen.

= u() = [ o= p)indy

— log(|x — y|)f(y)dy, (n=2
n(n—2)a(n) JR |x_y|1=2qy,

muUsste die Laplace Gleichung lésen.

Problem: D?*®(x — y) ist in der n&he der Singularitat nicht summierbar.
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Poisson Gleichung

sei f € C2(R") = {f: R" — R|f € C?(R") A support(f)kompakt}
alle 2 mal stetig differenzierbaren Funktionen, die einen kompakten Trager haben

wir zeigen, dass flr unsere Vermutung von u(x) aus Gleichung
(4) folgendes gilt:

Q uc C3(RM
Q@ —LAu=f

u ist 2 mal stetig differenzierbar und I6st die Poisson Gleichung
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Beweis 1.Teil

X) = [pn ®(X = Y)(¥)dy = [gn ®(¥)f(x — y)dy

Nehmen wir nun m = Jan @)l f(X+her f(Xfy)]dy

& Uy (X) = [pn @) (x — y)dy

fur h# 0,6 = (0,...,1,...,0),i = 1,..., n; uy, existiert wegen der gl. Konvergenz bei
Kompaktheit

nach gleichem Prinzip ergibt sich flr die 2. Ableitung folgendes:

Uy (X) = / S(y)fux(x —y)dy fari,j=1,..n
dieser Ausdruck ist stetig in x = u € C?(R")
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Beweis 2.Teil

sei ¢ > 0; definiere einen Ball um die Singularitat

)= [ OBty [ o) A )y

le Je

< (Satz von Green)

AU(X):IE_/Rn 50 )vcb(y) vy f(x—y dy+/ )—(X—y)dS( )

Ke Le

v ist der nach innen zeigende Normalenvektor

= Au(x) =L+ K. + L.
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Abschatzung .

2)

Ce?|loge|, (n
n>3)

L] < CHDZfHLw . /B(Oﬁ) ()| dy < {c , (

Y

@ Anwendung der Jensenungleichung und der
Holderungleichung

@ Der Laplace Operator entspricht der Spur der Hessematrix
(D?f)

@ Es handelt sich um die Menge aller Lebesgue messbarer
Funktionen mit co-Norm

@ Beim integrieren Uber die Fundamentallésung in der
2.Dimension, erhalte man fir jede Dimension ein ¢
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Abschatzung K.

Kaz—/ o )v¢(y) vy f(x —y)ady

-/ 0y SO =)V = oo 50X ) dS()
=0da A$=0

=- Joo.c) v V oW)(x — y) dS(y)

@ Umformung 1 nach Satz von Green

@ im folgenden wird man erkennen, warum bei der Fundamentallésung die
Konstante b so gewahlt wurde.
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o mit yo(y) = na(n Iy\" mit (y # 0)

@ und v = |y| = —ZL auf 9B(0,¢)
e folgt: v 7 d(y) = W ; na(n)e"~" ist Oberflache der
e-Kugel
=K ——1/ f(x — y) dS(y)
T na(me™ T Joo,

e—0

< K= _7,7&(,,1)@71 faB(x,s) f(y) dS(y) — —f(x)
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Abschatzung L.

Celloge|, (n=2)

L€<CDfoon/ o(y)[dS(y) <
L] | Df|l, (RN aB(o,a)| (¥)Ias(y) {Ce, (n>23)

@ gleiche Argumentation wie bei .
@ Rand der Kugel ist eindimensional
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Zusammenfuhrung

Insgesamt ergibt sich:

Aulx)= L + K+ L =-f(x)
e—0 0 e—0 —f(X) e—0 0

Anmerkung: die Abschatzung im Betrag gentigt, da folgendes gilt:

|le| = 0 < le = O filr (¢ — 0)
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Vielen Dank fur die

Aufmerksamkeit




