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Gliederung

Hilfsbeweise:
» harmonische Funktionen sind glatt, d.h. w € C*°(U)

» Abschatzung von partiellen Ableitungen

Anwendungen:

» Anwendung der Abschitzung bei Liouville und
Darstellungsformel

» Analytizitat: Darstellung Harmonischer Funktionen durch
Taylorreihe
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G

FaIIs u € C(U) die Mittelwertbedingung
faB )d(Sy) fir VB(z,r) C U erfiillt, dann gilt

u € COO(U)

Beweis:

Idee: Definiere u®, welche sich auf U, = {x € U | d(z,0U) > ¢}
wie u verhalt und es gilt: u. € C*°(U);u® = 0. * u; Zu zeigen:
u () = u(z)
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technische Herleitung:

W () = /U ne( — y)uly)dy =

1 T —
= n/ U <‘ y‘) u(y)dy =
€7 Jb(z,e) €
)
_ 1L n (i> / udS | dr =
" Jo € 0B(z,r)

= iu(ac) /OE n <i> na(n)r" tdr =

en €
= U(x)/ Nedy = u(x)
B(0,r)

= u® = u in U, damit ist auch u € C*°(U;) fire > 0
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Abschatzung von partiellen Ableitungen

Sei u harmonisch auf U. Dann gilt folgende Abschitzung fiir jeden
B(xo,7) C U und Mehrfachindex o mit || = k:

ey Ck
|D%u(zo)| < WHUHLI(B(JXJ,T))

Fiir Konstanten Cj, gilt: Cp = —1+;C), = @ nk)* firk=1,..

a(n) amn
Beweis:
Induktion lber k: k=0

fu(zo)| < —— / ] = Collull 11 (Ba0m)
B(zo,r
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k = 1:(ug, ist harmonisch aufgrund von Laplace-Ungleichung)
us a0 =1 ul)d(Sy)| =
0B(z,r)
S s
a(n)r™ Jop(zo,2)

2n
[ lulionunnlvlas <
0B(x0,3)

~ a(n)rm
2m rn=l 2n
HUHLOOFOZ(”)” = THUHL‘”(aB(mo,%)

a(n)rm
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Falls nun = € 0B(xo, 5), dann gilt B(x, §) C B(xo,r) C U fiir:

1 /1"
b= 03 0o < = (1) bty
2"t 1

Fiir k > 2 seien die oberen Aussagen fiir V Bélle in U und Vo mit
Ordnung < k — 1 erfiillt. Sei B(zo,r) C U und |a| = k; dann gilt:

D% = (Dﬁu> frie(l,..,n)und|f|=%k—1

Ty

o nk
o] =k + [D%u(0)| < == D%ul| = (o

20,%))
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BESSNN———
Falls x € 0B (w0, ) : B(x, @T) C B(xo,7) CU.
Fall || = k — 1

Cr—1

B
|DPu(z)] < W

lull 21 (Bzo,r)) =

(2 (k- 1))
= h—1 )n+k71 HU’HLl(B(J:o,r))

a(n) (Tr

Durch die Kombination der beiden oberen Schiatzungen folgt:

n k—1
(2"n(k—1))")
a(n)r"“‘k HUHLl(B(J:(),r))

| D%u(zo)| <

= la| =k
= Abschéatzung gilt fiir harmonische Funktionen u.
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Theorem von Liouville

Sei u : R™ — R harmonisch und begrenzt, dann ist u auch konstant.

Beweis:
9 € R", r > 0:

Ugq
Du(zo)| =[] . ||=V]ua >+ .+ |ue, |2 <
Uy

n

(Cy)? 2 Ch
= \/n(TnH)g (el 21 (Bzoy)” = \/ﬁrnﬂ lull L1 (B(zo,r)) <

< YnCia(n)

]| oo (mny — 0

fiir r = oo
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Darstellungsformel

Sei f € C%(R™),n > 3. Dann hat jede beschrinkte Lsung der
Poisson Gleichung —Au = f in R™ die folgende Form:

= Jan @( Vf(y)dy + C

Bewels:
Da ®(x) — 0 bei |z| — oo fiirn > 3, ist

x) = [pn @(x —y) f(y)dy beschrénkte Lsung von — At = f
Finde u(x) mit —Aw = f, dann gilt fiir
w:Aw=Au—Au=f— f=0= w harmonisch
= w beschrankt + harmonisch = konstant (Liouville)
w=C, dau(z) =1u(x)+C
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Harmonische Funktionen sind analytisch

Sei u harmonisch auf U, dann ist u auch analytisch auf U.

Beweis:

Bestimme x € U; Sei r = %d (z0,0U) und

M = WH“HL%BCEO,ZT)) < oo Sei B(xz,r) C B(xo,2r) C U fiir
Va € B(xg,r), so folgt aus der Abschatzung die Schranke:

|Dau‘L|°°‘(B(xo7r)) <
2+alal)*
< 2D D sy =

_ M (2n+ln>|a| ’a‘|a|

r
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Abschitzung von |a|ll:

laflol < elol|a]! wegen kk—'f < ek
2. nk = (I+..+ 1) |a| = |af! < nlklg)

- ‘a||a| S e‘O"n'a‘a!

Einsetzen:

w1\l
I1Dul| oo Bag,ry < M (2 f") elelnlel}alphal =

—CM (M)' ™
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Taylorreihe fiir u um 2 € U:
o Zart (@ = o)

Annahme: Potenzreihe konvergiert fiir:
|z — w0| < sgr3; = beschrankt
Restgliedabschdtzung: Schreib erste N Terme aus, Ziel ist

Ry = 0Rn(2) ZZDU:EO (z —x0)” _

k=0 |a|=k

_ D%y (xo +t(z — x0)) (x — x0)°
IO;N a!
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Verkniipfung bisheriger Abschitzungen:

ontlp2e\ N r N ol
By (2)] < OM Z < > <2n+2n36> JS

ol =N
ontlpZep\ N
<ou 3 (G) <
[e7
1 oM
< CMn™ G = 2w 0frN — oo

= Ry — 0, damit u analytisch
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