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Ausblick

LubwiG- : .
LMU MAXIMILIANS- Intro Existenz Regularitat

UNIVERSITAT 2

MONCHEN

LAPLACE-GLEICHUNG

Finde u: Q — R mit

—Au="f in Q,
u=20 in OS2.

Hier Q2 C R” beschrankt, f : Q2 — R auBere Kraft.

Existenz,
Eindeutigkeit,

Regularitat,

von Losungen?
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Existenz

’LMU

KLASSISCHE LOSUNGEN

Finde v : C?() N CO(Q) mit

—Au=f in Q,
u=2~0 in 0X2.

Hier Q C R” beschrinkt, f € C°(Q) duBere Kraft.
= Methode von Perron.

e Aufwendig,

e |dsst sich nicht auf kompliziertere Gleichungen iibertragen.
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Existenz

’LMU

SCHWACHE LOSUNGEN

Finde v € X mit

/Vu~Vvdx:/fvdx fir alle v € X.
Q Q
Wahle X, so dass
(u,v) ::/Vu-VvdX
Q

wohldefiniert ist und (X, /(:,-)) vollstandig ist.
= Hilbertraum-Theorie!
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Existenz Regularitat Ausblick

Intro

’LMU

LOSUNGSRAUM (1)

Erster Ansatz:

X :={veC(Q): v|ga=0}.

e (-,-) ist wohldefiniert auf X.
e (X, /(")) ist nicht vollstandig.
Siehe dazu (C°(Q),+/(-,-)) mit

(0, v) ::/qudx.
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Existenz

;
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LOSUNGSRAUM (2)
Zweiter Ansatz:
X = W01’2(Q) = {v Q>R / [Vv|? dx < 00, v|pa = 0}.
Q

= (X, /(:,-)) ist vollstandig!
u heiBt schwach diff'bar in Richtung v € {1, ..., n}, falls

/u&ygodx:—/vvcpdx fir alle ¢ € C5°()
Q Q

fiir ein v, € LL ().

loc
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’LMU
LOSUNG MIT RIESZ
Theorem

Sei X ein Hilbertraum und L € X'. Dann gibt es genau ein u € X mit

(u,v) = L(v) firallev e X.

Sei f € L2(Q) = L(v) := [ f vdx liegt in X'.
= es existiert genau ein u € W01’2(Q) mit

/Vu'Vvdx:/ fvdx firallev e Wol’z(Q).
Q Q
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LubwiG-

LMU MAXIMILIANS: Regularitat
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MOTIVATION

e Sobolev-Funktionen haben i.a. sehr schlechte Eigenschaften sind z.B.
unbeschrankt.

e |st die schwache Losung eine Losung im klassischen Sinn?

e Konvergenz von numerischen Algorithmen:

2 2k k 112
lun = 6202,y < PPV 0l -

up ist eine approximative Losung (FEM).
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Regularitat

;
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W?22-REGULARITAT
Testen mit Au=3__ 8§u ergibt

Z/@WVU-(%Vudx:—/fAudxg/ |f]|Aul dx
oy Q Q Q

1 1
ZUfPdx+ = [ |Aul?d
2/91\ x+2/Qr ul? dx

1 1
/ |f|2dx+/ |V2ul? dx.
2 Jg 2 Jg

/|V2u]2dx</|f]2dx,
Q Q
d.h. ue W22(Q).
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MMMMMMMMMMM Regularitat
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HOHERE-REGULARITAT

n=3: W22(Q) — We(Q) — C°<) nach Sobolev.
Vf € L2(Q) ergibt 0,u I8st

—A(Oyu) =0y f = /Q\V3u|2dx§/QIVf|2dx,

d.h. ue W?2(Q).
lteration ergtibt: f € W52(Q) = u € WK22(Q).
feC®Q) = ue C>®(Q) (u klassische Lésung!).
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ELLIPTISCHE GLEICHUNGEN

Finde u:Q - R3, 7:Q — R mit

—div (A(x)Vu) =0 in €,
u=g in 0%2.

Mit A: Q — R™" elliptisch und g gegeben (regulér).

e Existenz und Eindeutigkeit mit Lax-Milgram.
o Ac L%®(Q) ergibt u e CO¥(Q).

o Ac COY(Q) ergibt u e W?2(Q).

e Ac COY(Q) ergibt u € C1(Q).
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’LMU

STATIONARE NAVIER STOKES-GLEICHUNG

Finde u:Q - R3 7:Q — R mit

—Au+ (Vo) u=Vr+f in Q,
divu=20 in Q,
u=20 in 0Q2.

Hier Q c R3 beschrankt, f : Q — R 3uBere Kraft.

e Fluidmechanik: v Geschwindigkeitsfeld, = Druck.
e Existenz und Regularitdt von Losungen.
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Ausblick

’LMU

STATIONARE p-NAVIER STOKES-GLEICHUNG

Finde u:Q - R3 7:Q — R mit

—div (|VulP?Vu) + (Vu)u=Vr+f  inQ,
divu=20 in Q,
u=20 in 0F).

Hier Q C R3 beschrinkt, f : Q — R iuBere Kraft, p € (1,00).

 Nicht-Newtonsche Flissigkeiten (Ketschup, Wasser-Starke-Mischung).
e Existenz und Regularitdt von Lésungen hangt von p ab.
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