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Die Warmeleitungsgleichung

Eindimensionale Warmeleitungsgleichung

J. Fourier: La theorie analytique de la chaleur (1822).

Modell:

e Ein idealisierter Stab der Lange L sei gegeben.

e Die Funktion u(t,e) : [0, L] — R beischreibe die
Temperaturverteilung zum Zeitpunkt t € R.

e Die zeitliche Anderung des Temperaturinhalts eines Teilintervalls
[a, x] mit 0 < a < x < L ist proportianal zum negativen ortlichen
Temperaturgradienten an den Endpunkten. D.h. fiir ein > 0 gilt

dt f (t,8)d€ = n(ux(t, x) — ux(t, a))

Leitet man diese Formel nach x ab, so ergibt sich die
eindimensionale Warmeleitungsgleichung, namlich:

ue(t, x) = Nusx(t, x) bzw. ue(t,x) — Nusc(t,x) =0
I



Die Warmeleitungsgleichung

Mehrdimensionale Warmeleitungsgleichung (WLG)

Die mehrdimensionale Warmeleitungsgleichung (Heat Equation) ist
definiert als:

(1) us — Au =0 (homogene WLG),
(2) ur — Au = f (inhomogene WLG),

e Vt >0, xe BCR"
@ u: B x[0,00) — R ist definiert durch u := u(x, t);

0 Au:=Au= "1 Uy Mit X = (X1,X2, ..., Xn),

@ u ist unbekannt.

@ Im inhomogenen Fall ist f : B x [0,00) — R gegeben.



Heat Kernel

Herleitung des Heat Kernel, die fundamental solution

Suche Losung u, fiir die gilt (x, t) = A%u(MPx, At), A >0

o Setze A\ =t1 = u(x,t) = (:;3’1)
@ Sei v:R" — Rist rad|a|symmetr|sch d .h. v(y) = w(ly|) (3)
o Vx € R", Vt > 0, setze u(x, t) := 2 v( =) (4)

(4)=(1) x x x
— atT]:HV(tTi) ta+15 Dv(%) + taimﬁv(?ﬁ):o

X

Bi=2y:=
= ¥ L(av+3yDv + Av) =0 <= av+ lyDv + Av =0

3),r:=
()r:>|y‘ aw+2rw +w+ 21y =0

= Frw) + (r" WY =0 <= "W + Lrw = ¢
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Heat Kernel

Die Fundamental Solution und Eigenschaften

Definition (Heat Kernel)
Der Heat Kernel ist d|e Funktion ¢ : R” x R — R gegeben durch

1 t
o(x, t) = (4rt)3 e £ Cfallst >0
0, falls t <0

Eigenschaften der Fundamental Solution (FS):
1. ¢ l6st die Warmeleitungsgleichung
2. ¢ ist unendlich oft differenzierbar
3. ¢(x,t) >0, fiJrXE]R” t>0,

4V6>Og|lt|lm | o(x,t)dx =0
=014>5

5 [ o(x,t)=1,t>0,
Rn



Heat Kernel

Beweis der Eigenschaften der Fundamental Solution

1. Es gilt:

) ; X gon 1
2xl = 2 und x| = B fir x| = (X0, )}

o Gu(x,t) = d(x, t)(% )
o dx(x,t) = —2lo(x, 1)
o bl 1) = (2] — 2yo(x, )

= de(x,t) = Do(x, ) = (bh — 2) — (M, — 2))o(x,t) =0
2. Klar!

3. Folgt sofort aus Definition.
4. Mit Variablentransformation y := Z—i folgt

Ix[?
Leardx="2 [ e Pdy —»0,t =0
4nt)2 T
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Heat Kernel

Beweis der Eigenschaften der Fundamental Solution

(/)Es gilt: [ e =/
(i) Setze z := %ﬁ
[ f(xn)dxn = [T [ f(xi)dx;
i=1R

(iii) [ f(x)dx = [ f(x1)dxq...
R R R
07 H/e_z'?dz

1 x|
/¢(X, t)dx = : /e_4t dx
mt)?2 e
R? R7 =R
o(x, t)dx =1

Aus 4. und 5. folgt: Vé > gilt I|m | ¢
20 <s
I

II) (m) 2




Anfangswertproblem (homogener Fall)

Theorem zum homogenen Anfangswertproblem

Theorem 1

Seien g € C(R") N L>®(R") und u(x, t) = [p. d(x —y, t)g(y)dy,
x € R", t > 0. Dann gilt:

(i) ue C®(R" x (0,00)),
(ii) Oru(x,t) — Au(x,t) =0 € R" x (0,00),
(iii) fiir alle x° € R” : u(x, t) — g(x°) fiir x — x° und t — 0




Anfangswertproblem (homogener Fall)

Beweis von Theorem 1

(i) Wegen 2. Eigenschaft der FS.

(i) — [ é(x—y. g(y)dy = (g * 6)(x. t). Mit
Ableltungsregel fur Faltungen gilt:

° ut(X, t) = (g * ¢t)(X7 t),
o Au(x,t) = (g*Ad)(x,t)

= Ut(X, t) — AU(X, t) = (g* (Z)t)(X, t) _ (g % A¢)(X, t) _
g (6r — Do) (x, t) "TELNM g



Anfangswertproblem (homogener Fall)

Beweis von Theorem 1 Fortsetzung

Um (iii) zu beweisen brauchen wir noch folgende Definition:

Definition Dirac-Distribution und Dirac-Folge

@ Sei § € D(Q)' - der Raum aller Distributionen auf Q C R”
offen - gegeben durch

f(a),x=a

, mit a e Q
0, sonst

0a(f) :=< 05, >= {
Dann heiBt § Dirac-Distribution.

o Eine Folge 0, € L}(R") heiBt Dirac-Folge falls &4 die 3.,4. und
die 5. Eigenschaft (s. oben) erfiillt.




Anfangswertproblem (homogener Fall)

Neue Interpretation des Cauchyschen Anfangwertproblems

= u(x, t) — g(x°) fir x = x%, t =0

Neue Interpretation des Cauchyschen Anfangswertproblems

{¢t—A</>:O,fUr(x,t)eR"><{t>0}

¢ = 0o, fir (x,t) € R" x {t =0}




Anfangswertproblem (inhomogener Fall)

Theorem zum inhomogenen Anfangswertproblem

Theorem 2
Sei f € C2(R" x (0,00)) N C(R™ x [0,00)) und

t

u(x,t) == [ [ ¢(x —y,t —s)f(y,s)dyds. Dann gilt:
0 R”

(i) ue C3(R" x (0,00))
(ii) Oru(x,t) — Au(x,t) = f(x,t) in R" x (0, 00)
(ii) ¥x° € R" : u(x,t) =0, x = x% t =0




Anfangswertproblem (inhomogener Fall)

Beweis von Theorem 2 (skizzenhaft)

f hat kompakten Trager,

¢ ist glatt in der Ndhe von s =t > 0,
Variablen-Transformation

nach x und t entsprechend ableiten.

(i) Man kann zeigen, dass (0; — A)¢ = do gilt.
= ur— Au="Fx(pr — ANo)

= (j‘ﬂgr; f(y,s)(0r — AN)op(x — y, t — s)dyds

=[ | f(y,s)0xedyds = f(x,t)
0 Rn

(i) |Ju(-, t)|]| < t||f|]] =0, t — 0, da

t
° ||{h(X)dX|\ < [t = Of[All
o (x—y,t—5)=10dxt(y,s)flr0<s<t—0
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