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Satz von Rellich—-Kondrachov

e Seij: (X,||-llx) = (Y,]-|ly) eine stetige Einbettung.
e Eine Einbettung heiBt kompakt, falls beschriankte Folgen (x,) durch j
auf kompakte Folgen abgebildet werden.

Satz von Rellich—-Kondrachov
Sei Q € R? offen und beschrinkt. Dann ist die Einbettung

. d
WLP(Q) ¢ LH(Q _Pa_
() C LY() Vt<d_p

fir p < d kompakt.
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Konvergenzsatz von Vitali

Sei (fx) C LP(X,p) mit 1 < p < oo und es gelte fy — f p-f. ii. sowie

sup/ |f|Pdp — 0, wenn p(E) — 0
k
E

und zu € > 0 gibt es eine p-meBbare Teilmenge E. mit u(E;) < oo und

sup / |f|Pdp < e.
k
X\E-

Dann gilt f € LP(X, 1) und fx — f in LP(X, ).
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Beweis (1/2)
Zunichst kompakte Einbettung W1P(Q) C LP(Q).
Sei uy in WP(Q) beschrinkt.

LMU

1:

» Nach Ubergang zu einer Teilfolge erhalten wir direkt uy —: u in LP(Q).
1:

» Aus Satz von Sobolev folgt Beschranktheit von v in Lﬁ(Q)

> Nach Teilfolgenwahl folgt ux — u in Lﬁ(Q) und damit auch in L}().

Wir setzen uy und v auf R\Q durch 0 fort

V

°p

°p

= u € WHP(RY) ist mit Trager in Q.
Die Glittung (ug). gehort dann zu C§°(RY) und

(uk)e =2 b in LP(RY).
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Beweis (2/2)

Seien x € R fest, ¢ > 0. Definiere Funktionale WX € LP(Q)* mit:

Vi) = [V - ).

Q

Daraus folgt

()l = / ne(z — i) ue(2)dz = W () — WX(u).
Bg(Xk)
und damit

(uk)e — u: lokal gleichmaBig auf R

also auch in LP(RY), da (ug). und (u.) auBerhalb kompakter Mengen 0
sind.
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Hilfsaussage (1/2)

Wir bendtigen
lv—vellp < ellVvll,  ¥ve WHP(RY).

e beide Seiten der Ungleichung hangen stetig von v ab
* konnen wir die Ungleichung fiir v € C5°(Q2) zeigen, folgt der Rest
durch Approximation

(ve = V)(x) = /B R OO
:/ Ne(z)(v(z + x) — v(x))dz
B:(0)

_ /5(0) 7e(2) </01 Vv(x +s2) - 2 ds> dz.
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Hilfsaussage (2/2)

= (v - w)(x)| < /

1
ne(2) / |Vv(x + sz)|ds | dz.
B:(0) 0

=F(x,z)

fRd (st(O) ne(2)|F(x, Z)]dz>p dx <

(Htﬁer)

Jre <fRd ns% (Z)ne% (2)F(x, Z)dz> "o <

fRd (fRd ns(z)dz)s (fRd 775(2)|F(X,Z)|pdz) dx =
Jra 1e(2) (fRd ]F(X,z)]de) dz < sup,eg, (o) Jro |F(x, 2)|Pdx.
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Fortsetzung Beweis (1/2)

Aus (uk)e Koo in LP(RY) und Hilfsaussage folgt

lu = uillp < llu = wellp + llue = (ui)ellp + lI(un)e = uillp
< lu = wellp + llue = (ui)ellp + el Vo

Mit der Beschranktheit von Vuy in LP(Q) folgt

li — < — .
Jim = wellp < ce + [lu = wel,

Durch Wahl eines geeigneten ¢ folgt WP(Q) C LP(Q) durch
Approximation.
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Fortsetzung Beweis (2/2)

Sei (ux) € WLP(Q) beschrankt. Nach Teilfolgenwahl konvergiert u, — u
in LP und punktweise f. ii.

Satz von Sobolev = (uy) beschrinkt in L5(P)(Q)
Fir t < s(p) folgt mit Holder (mit 5(p) und s(s;gfzt)

() t d
sup/|uk| dx<supHukH .Cd( ) < o LB

Zu passendem ¢ > 0 gibt es eine meBbare Menge Es C Q mit
L9(Q\Es) < d und

s(p)—t
sup/ lug|fdx < sup HukHE(p)ﬁd(Q\E(;) ) < g
k JQ\Es k

Mit Konvergenzsatz von Vitali folgt ux — u in L*(Q). O
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Zusammenhang zwischen Lip(Q2) und W1>°(Q)

o Sei Q C R offen, beschriankt und konvex, so gilt W>°(Q)=Lip(Q),
mit

Lip(Q) := ¢ u: Q — R: Lip(u) := supM <00 .
xF£y ‘X_y,

Insbesondere gilt ||Vu||oo = Lip(Q).
e Fiir nichtkonvexe beschrankte Gebiete gilt Wli’coo(Q) = Lip1,.(Q).
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Satz von Arzela—Ascoli

o Charakterisierung der kompakten Teilmengen von C°(Q)
e ,zentrale" Bedingung ist die gleichgradige Stetigkeit

Satz von Arzela—Ascoli

Sei Q C RY offen und beschrinkt und fiir (u,) C C%(Q) gelte:

1. Beschrianktheit:
sup | um||oe < 00
m

2. Gleichgradige Stetigkeit:
Ve >030 > 0Vx,y € QVm mit |x—y| <6 = |um(x)—um(y)| < e
Dann gibt es eine in C°(Q) konvergente Teilfolge.

Xaver Hellauer Satz von Rellich-Kondrachov 11/13



Satz von Arzela—Ascoli
00000000 [e]e] e}

Q9 dicht in RY = Q separabel = 3 abzihlbare dichte Teilmenge
{Xn, n € N} von Q.

(fm(x1)) beschrankt in R = wahlen konvergente Teilfolge (f,,(x1)).

[...] Diagonalverfahren [...]

Wir finden Folge fp,, C (fm), so daB gx := fm, (x;) fiir alle i € N
konvergiert.

e miissen jetzt punktweise Konvergenz von gy zeigen
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Seien x € Q,e > 0 beliebig. Wegen gleichgradiger Stetigkeit folgt
dp = p(e) mit
fm(Bo(x)) C Be(fm(x)) VmeN

Es gilt |gp(xi) — gq(xi)| < e, falls p,q > ng = no(e, i). Fiir 6 > 0 gibt es
ein i > 1 mit x; C B,(x) und es folgt fiir alle p,q > no

|8p(x) —8q(X)| < |gp(x) —8gp(xi)|+ |8p(xi) — 8q(xi)| +|8q(xi) —gq(x)| < 3e.

= g Cauchyfolge = g(x) := limy gx(x) existiert fiir alle x € Q.
Bleibt zu zeigen, daB g stetig ist und gx LN g gleichmaBig.
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