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Definitionen & Notationen
o T zufalliger Baum
To= (T ||T|=n)

¢ €{0,1,...} Nachkommensverteilung

Z; Breite in Level k

W = max Zu(T
rpzagk()

« Blg] =1 = E[Z] = E[Z 1]E[§] = = B¢k =1
Tilting/Konjugation

P =k)=caP(e=k) ¢ 0

_ L s
- E[&f])’
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MU
Tl=n

e ¢’s sind unabhéngige, identische Zufallsvariablen (i.i.d.)
e ¢’s haben insgesamt n — 1 Nachkommen; (+ Wurzel) ergibt n Knoten
e ¢’s brechen nicht vorher ab
N
{,’ > NVN < n)

i=1

(TI=m=(L&=n-1.

Aulerdem brauchen wir:

IPJ(|7-| = n) >0 & n=1 40 span(&)

Wobei span(&) = d die groRte ganze Zahl ist, s.d. £/d € Z f .s..
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Cycle Lemma

~ n
Seien 71, ...,n, ganzzahlige Variablen > —1 und S, := >  n; = —1. Dann
i=1

existiert genau eine Rotation t,7] := 1(iy+)mod ns t € {1,...,n— 1}, so
dass

=

SL=Ynf>0YNe{l,....n—1}

i=1

< (&)i€Ngund S, := > & =n—1. Dann:

i=1

N
Shi= L2 NNE{L . .n—1}
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Theorem 1

Sei E[¢] =1 und Var[¢] < co. Dann gilt

1. P(W(T;) = x) < Ce=

Ll

2. P(H(T7) > h) < Ce=<'s

fiir alle x,h >0 und n > 1.
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Beweis 1/5

Definiere Breitensuche Q;:

J
Qo :=1 and Qj:1+§j, Wobei.%:Z(ﬁi—l)zsj_j
i=1

Qj = Zk, wenn Q; alle Knoten in Z,_; erkundet hat
Q>0Vj<n & §>0V<n
Q,=0 & S, = —1 (Baum vollstindig erkundet)
o W :=maxZ, < maxQ;

k>0 j>0
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Beweis 2/5

P(W(Tn) > x+1) < P(max Qi(Tn) = x+1)

=P(max$; > x| 5 >0V <n, S, =-1)
j>0

Wihle eindeutige Rotation (Cycle-Lemma) um Bedingung S; > 0
loszuwerden. Dadurch kann max nach oben geschoben werden. Aber es gilt:
J>

max SV < maxS — mmS

>0 7 >0 >0
P(max$; > x | S; > 0Vj < n, 5= —1) <P(maxS5; —min§; | §; = —1)
j>0 j>0 j>0
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ax 5 — min §; >2x 4 2|5, = —1)

P( max Q;(7,) >2x+2) <P(m
0<j<n 0<j<n 0<j<n
C&subad. - . . .
<  P(max S >x|S,=—-1)+P( min S > —x—1[S,=-1)
0<j<n 0<j<n

Reflektion: & <> £,41-j, also §J > §,, -5 y
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Beweis 4/5
Da S, = —1 nach Voraussetzung, folgt:
max $; = —1— min §j
0<j<n 0<j<n
= P(max S; > x|S, = —1) =P(max §; < —x — 1|5, = —1)
0<j<n 0<j<n

(Tn) > < S > x|5, = —
= P(Orgagn Qi(Tn) 2 2x+2) < 2]P’(0rgagxn51 > x|S5p = —1)
Definiere die Stoppzeit 7 := min{j > 0 | S; > x}. Es gilt:

max S; > x <& 7 < n.
0<<n
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2P(r < n|S, :—1):2

Also endlich:

Thomas Reitsam

Theorem single-type Two-type Galton-Watson Prozess
00000e 000000

P(S, = —1|7 < n)P(7 < n)
P(S, = —1)

B(W(Ty) > x) < e

Galton-Watson tree
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Two-type Galton-Watson Prozess

e Knoten von Typ A und B — 4 Nachkommensverteilungen

> SAA A —> A
> §AB :A— B
> §BA B —» A
> §BB : B - B

o« M— (fAA §BA> N— (MAA MBA)
s EBB “AB BB
o w; > 0Vi,je{A B}
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Erwartungswert

E[Z] = (1> (E[Ak]> _ <1> (MAA #BA) (E[Ak—1]>
1) \E[Bk] 1) \pag nee) \E[Bk-1]
k
— .= (1> (NAA MBA) <1)
1) \uag pBB 0
N ist positiv = 2 verschiedene Eigenvektoren A1, \p = N ist
diagonalisierbar

D.h. 3X invertb. s.d. N = X~1DX, wobei D = diag(\1, \2)

s (e (3 4
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Der Two-type Prozess heibt kritisch, wenn der grofte Eigenwert 1 ist.

A1 = ptaa + BB + \/(MAA — 1BB)? — AlagiiBa = 2

|X2| = |paa + 1B — \/(MAA — uBB)? — 4uagpsal < 2
:>MAA<1UndMBB<]_
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TA

o TA-Prozess sieht nur A-Knoten
e Two-type Prozess — Single-type Prozess

e E[¢a] =1
E[£] = paa + naBia + 1aBiiBBIAB + MAB/sz;BMAB Fooa

o0
= HAA + HABHAB Z IBB
i=0
1

= paa + HABHABT — — = 1
— UBB
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Theorem 2

Sei TAB ein kritischer Galton-Watson Baum und h > n. Dann gilt

P(H(TAB) > h) < Ce=r

fur alle n > 1.
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Beweisidee

Bemerke:

AB A B
H(T"®) < H(T )+02ia§XNH(77 )+1

wobei N die Anzahl der T8 bezeichnet und somit eine Zufallsvariable ist.
Man erhalt;

P(H(TB) > 2h+ 1) < P(H(T?) > h||T*8| = n)
+P( max H(T;Z) > h||T*B| = n)
0<i<N
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