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Definition

e Sei (2,8, \) ein MaBraum und gelte 1 < p < co.
LP(2,8, ) :={u: Q — [~00,00] : u messbar, ||ul|p(q,3,1) < o0}
heilt Lebesgue-Raum

(Jq lulPdA)YP p < oo
o ||uller@m,n) =

esssup |u| p =0
e [P-Riume sind vollstandig, fiir alle 1 < p < oo,
also Banach-Raume.
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Holder-Ungleichung

e Sei (£2,%,)\) ein MaBraum und seien 1 < p < o0, 1 < g < oo mit
1,1 _
14l=y

e Seien u € LP(Q2) und v € L9(Q)

e Dann ist uv € L1(Q) und es gilt:

fuvils < lullpllvilq
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Beweis
e Firp=1,9 = oo klar

e Seinun 1< p,g< .
OE ||lul[p > 0 und ||v|q > 0. Nach Youngscher Ungleichung:

AB < % + % fir alle A, B > 0. Setze A := %, B:= |||V‘Eﬁ)‘.
p q
Integration liefert:
112 q
S P _ 1llulle , 1llvilg _
Tt lvTs Jo19v] < g (o 1ulP)+ il taivg = L

= Behauptung
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Minkowski-Ungleichung

Sei (22,8, \) ein MaRraum und gelte 1 < p < oo, sowie u, v € LP(Q)
= u+v € LP(Q), und es gilt

[+ vy < lullp + vl
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Der Hilbertraum L2

e Sei (2,8, \) ein MaRraum, (H, (-,-),) ein Hilbertraum, sowie
f.g € L2(Q,%B,)\ H)
e Dann definiert
(f,8)mam) = Jo (f:8) (1) dX
ein Skalarprodukt auf 12

e Norm ist die L2-Norm
”f||i2(97%,>\;/4) = fQ Hf”%/-/)d)‘ = fQ (f, f>(H) dA
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Beispiel

e Sei f:[1,00[— R, mit f(x) =1
o (7 12Po)M? = (fx 22 = (fim [-x1J)M2 =
(b'L"lo_E +1)2=1<

= f eine L-Funktion mit L2-Norm 1

e f ist jedoch nicht L!-Funktion

denn []%'dx = [ Ldx= Jim_[in(x x)? = lim In(b) = oo
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Definition

Sei (€2,B, \) ein MaRraum
Up, u: Q — R messbare Funktionen

(i) {un} konvergiert fast gleichmaRig gegen v , falls fiir jedes € > 0 eine
Menge E € B existiert, so dass A\(E) < e und {u,} gleichmiRig
konvergiert in Q\ E

(i1) {un} konvergiert im MaR gegen u, falls fiir alle € > 0,
|i_>m A{x € Q: |up(x) —u(x)| >e})=0
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Definition

Sei (2,8, \) ein MaRraum
Eine Familie § von messbaren Funktionen u : Q — [—00, 0] heilit

(i) gleichgradig integrierbar, wenn fiir alle £ > 0 ein § > 0 existiert,
sodass fE |up|dX < g, fiir alle u € § und fiir alle messbaren Mengen
ECQmitAE)<¢

(ii) p-gleichgradig integrierbar, p > 0, wenn die Familie von Funktion
{|u|P : u € §} gleichgradig integrierbar ist.
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Monotone Konvergenz

Sei (€2,B, \) ein MaRraum

Ist (f,)nen eine Folge nichtnegativer, messbarer Funktionen

fn: Q — [0, 00], die A-fast iiberall monoton wachsend gegen eine messbare
Funktion f : Q — [0, oo] konvergiert, so gilt:

Jof dA = lim [o f, dX.
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Fatou's Lemma

e Sei (2,8, \) ein MaBraum
Fiir jede Folge (f,)nen nichtnegativer, messbarer Funktionen
fn: Q@ = RU{oo} gilt:
It ||nm%|orlf f,d)\ < ||nrgloréf Jo o dX
e Analog gilt dieser Satz auch fiir den Limes superior

e Daraus resultiert:
s Iinr’liorlf f, d)\ < Iinnlior!)f JofodX < Iirrrnﬁsolip Jo fodX <

Jo limsup f, dA.

n—o0
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Beweisidee

Wende auf die monoton wachsende Funktionenfolge

8n = linf fx ||m mf f, Satz der monotonen Konvergenz an
>n

Mit der daraus resultlerenden Gleichung und der auf der Monotonie des
Integrals basierenden Ungleichung

fQ (mf fk> < fQ f,, folgt:

lelm inf £, = ||m fQ (lnf fk> < ILrngfo f,
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Satz von der majorisierten Konvergenz

Sei (€2,B, \) ein MaRraum

Sei (f,) eine Folge von B-messbaren Funktionen f,: Q@ — R U {00}

(fn) konvergiere A-fast iiberall gegen eine B-messbare Funktion f

Weiter werde (f,) von einer A-integrierbaren Funktion g auf LP majorisiert
= f und alle f, sind in LP und es gilt:

Die Folge (f,) konvergiert gegen f im Sinne von LP, d.h.

1fy = Fllo = lim (Jo o — FIP dAY? =0

lim
n—o0o
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Vitali's Konvergenz Theorem

Sei (€2,B, \) ein MaRraum
Sei 1 < p < oo und seien u,, u: 2 — R messbare Funktionen
Dann konvergiert {up} gegen u in LP(Q2) genau dann, wenn:
(i) {un} konvergiert gegen u im MaR
(i1) {un} ist p-gleichgradig integrierbar
(iii) fir alle e > 0 existiert ein
E C Q mit E € 9B so, dass A\(E) < oo und fQ\E |up|Pd\ < e fa.n
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De la Vallée Poussin

Sei (€2,B, \) ein MaRraum

Sei 1 < p < oo und sei § C LP eine beschrankte Menge.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1) § ist p-gleichgradig integrierbar
i) lim supgf{xemubt} |ulPd\ =0
€

t—o0,u

iii) Es existiert wachsende Funktion v : [0, co[— [0, co[, mit

so dass

supues J V(|u[P)d A < o0
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