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Lipschitzstetigkeit

Definition (Lipschitzstetigkeit)
f : Q — R heiBt Lipschitz — stetig auf €, falls eine Konstante
M > 0 existiert, sodass

[F(x) = F(Y)l < Mix —y|
Die Lipschitzkonstante Lip(f) von f ist die kleinste dieser Zahlen.
Lip(Q2):={f : Q — R| f Lipschitz-stetig, f beschrankt}

Definition
R > Lip(¢):
Lipr(£2, ¢) :={f € Lip(Q) : floq = ¢|aq, Lip(f) < R}



Konvexitat

Satz
Lipr(2, ¢) ist eine konvexe Teilmenge von Lip(2).

Beweis.
Seien f,g € Lipr(Q,¢), 0 <t < 1:

(tf + (1 —t)g)lon = ¢ und
IV(tf + (1 - t)g)llc < t[VFlloc + (1 = 1)[[Vglloc < R,

also tf + (1 — t)g € Lipr(£2, ¢).



Das Randwertproblem

Dirichlet-Problem:

: \4i —
dlv(\/m) =0
flog = @

Die Losung besteht in der Minimierung des Flachenfunktionals

Aq(f) ::/Q\/l—i—|Vf|2dx



Problem und Lésungsweg

Problem bei der Minimierung:
Minimalfolgen miissen nicht konvergent sein.

Betrachte also Aq auf Lipr(2, ) und zeige:

Satz (Satz von Haar)

Rand Lipschitzstetig = Es exististiert ein Lipschitzstetiger
Minimierer.

Zwischenschritt:
Wenn ¢ € Lipr(Q2, ¢) = Es gibt eindeutigen Minimierer in
LipR(Qa ¢)



Eigenschaften von Aq

Satz
Aq ist auf Lipr(2, ¢) streng konvex.

Beweis.

» tf + (1 —t)g € Lipr(Q2, ¢)
> Ag(tf + (1 —1)g)) = Jo V/1+[tVF+(1—t)Vg[Pdx =

= JoIt(1,VF) + (1 - £)(1, Vg)|ldx <
<t JolI(L, VA)lldx + (1 —t) [ (1, Vg)ldx =

= tAq(f) + (1 — t)Aa(g)
» f # g = Striktheit




Eindeutigkeit des Minimums

Wenn Agq ein Minimum fg auf Lipr(Q2, ¢) besitzt, ist es eindeutig.

Beweis.
Seien f1, f, € Lipr(2, ¢) Minimierer von Aq und f; # f,.

Dann gilt fiir f= %fl + %fg:

~ 1 1 _ ~
AQ(f) < §AQ(f1) + EAQ(fz) = minAq < AQ(f)
Widerspruch!



Existenz des Minimums

Satz
Aq besitzt eine Minimalstelle fg in Lipr(£2, ¢)

Beweis
Sei (fm) Minimalfolge in Lipr(2, ¢), d.h

Aa(f) = Ao = inf  Aq(f
Q( )_> 0 fELI![?R(Q,(b Q( )

Fiir xg € 0KQ:

n)] < [Fin(0)] + () — Finl0)] <
< [6(x0)| + Rlx — x0] < [6(x0)| + Riam(Q)

Also ist (fy,) glm. beschrankt und glm. stetig und Q kompakt.



Existenz des Minimums

Aus dem Satz von Arzela-Ascoli folgt:

Es gibt es eine Teilfolge (fy;) und eine Funktion fr € Lipr(£2, ¢)
mit fmj — fgr.

Weil Aq unterhalbstetig ist, gilt:

AQ(fR) < liminf AQ(fmj) = Ao < AQ(fR)

m—00

Also gibt es ein Ag-Minimum auf Lipr(S, @) .



Vergleichsprinzip

Satz
Sei 1) Lipschitzstetig, Lip(v)) < R, gr sei Aq-minimal in
Lipr(Q2,4). Fiir ¢ < 1) folgt dann: fr < gg

Beweis

Sei hg = min(fR,gR) S LipR(Q, (b)
Da fg Minimierer: Aq(fr) < Aq(hr) , d.h.:

\/1+ |Vig[2dx < / \/1+ nyRdeJr/
/Q [fr<gr] [

fr>gr]
= A[fR>gR](fR) < A[fR>gR] (gr)

A/ 1+ \VgR|2dx

<gr



Vergleichsprinzip

Analog: Sei Hg = min(fr, gr) € Lipr(Q2, %)
Da gg Minimierer: Aq(fr) < Aq(hr) , d.h.:

/ \/1+]VgR\2dx§/ \/1+\VgR\2dx+/
Q [r [

fr>gr]
= A[fR>gR](fR) 2 A[fR>gR] (gR)

\/1+ |VfR|2dX

<gr]

Insgesamt:
A[fR>gR](fR) = A[fR>gR] (gR) und somit AQ(fR) = AQ(hR).

Wegen ¢ < v gilt also: fr < ggr



Bounded Slope Condition

Sei I :={(z,¢(z))|z € 9Q} eine Randmannigfaltigkeit.

Definition (Bounded Slope Condition)

I erfiillt die B.S.C. mit K > 0 gdw fiir alle p € T eine affin-lineare
Funktion L% : R" — R existiert mit

L (x) = a™(x — x0) + ¢(x0)
und den Eigenschaften
» L, (x) < é(x) < L;“(x)
> lat| < K



Beschrankte Lipschitzkonstante

Satz

Sei Q) konvex, ¢ sei Lipschitzstetig und die B.S.C. fiir K > 0
erfiillt. Wihle R > K. Dann gilt:

Lip(fr) < K

Beweis:

» Wibhle affin-lineare Funktionen L* und xp € 9Q mit

L= < ¢ <Lt aufdQ, Lip(L*) < K, L (x) = ¢(x0) = LT(x0)
» L~ < fgr < L* auf Q (Minimumsprinzip)
> Sei x € Q:

fr(x) — fr(x0) = fr(x) — d(x0) < LT(x) — d(x0) =
= LT (x) — LT (x0) < K|x — x|
und analog fr(x) — fr(x0) > —K|x — xo|



Beschrankte Lipschitzkonstante

Also: Lip(fr) < K fiir x € Q,y € 09 gezeigt.
Seien nun x, y € Q beliebig; v:=y —x, Q' :=QnN(v+Q)

Das Vergleichsprinzip liefert:

sup |fr(2) — fr(z — v)| < sup |fr(2) — fr(z — V)|
zeQ) ze0N

Das Supremum wird in einem Punkt zy € 9 realisiert.
Fiir z € 0Q N 09
Ifr(y) — fr(X)| = |fr(y) — fr(y — V)| <

< sup Ifr(z) — fr(z— V)| < |fr(20) — fr(20— V)| < K|v| = K[x—y|
zeY



Abschluss

Satz
Sei QQ konvex, ¢ Lipschitz-stetig. Erfiillen ¢ und Q eine B.S.C,
dann gibt es einen eindeutigen Minimierer fiir Aq in

Lip(©,6) == {g € Lip(Q) : glon = o}
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