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Testfunktionen

Q c R” offen

C5° () ist der Raum der unendlich mal differezierbaren Funktionen von Q
nach R mit kompaktem Trager in Q. supp(¢) = {x € Q: p(x) # 0}

@ € C5°(Q2) werden als Testfunktionen bezeichnet und haben die
Eigenschaft, dass sie nah genug an 9Q2 den Wert Null annehmen.

L} () ist der Raum der lokal integrierbaren Funktionen.
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Die schwache Ableitung

Fir u e C1(Q),p € G§° = [, up'dx = [upla — [o U'pdx
Sind nun u,v € L} (Q),a € N9 und ¢ € C5°(Q)

loc
Wenn v
/uDagde:(—l)lo‘/ vipdx
Q Q

Vo erfiillt, dann nenne wir v die |a|-te schwache Ableitungung von v und

schreiben
v =D%
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Beispiele zur schwachen Ableitung

Es seien Q = (0,2), f : R = R;

und o = 1.
Dann ist

die schwache Ableitung von f(x).
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Denn Yy € C§°(9):

1 2
/Qf(x)cp‘(x)dx:/ch‘(x)dx+/go‘(x)dx
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Definition Sobolevraume

Sind Q € R offen, 1 < p < 0o, k € Ny, dann nennen wir
WHEP(Q) = {f € LP(Q) : D°f € LP(Q); |a| < k}
Sobolevraum mit Differenzierbarkeitsstufe k und Integrabilitatsexponent p.
Mit
(X <k Jo ID*ulPdx)1/P 1< p < oo
lullwery = = D _
>_la|<k €55 supa|D”u| p =00

wird eine Norm auf den Sobolevraum definiert.
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Eindeutigkeit

Lemma: Wenn die schwache Ableitung existiert, dann ist sie bis auf
Nullmengen eindeutig bestimmt.

Beweis : Angenommen es gibt v, 7 € L} (), die Vi € C5°(Q):

/uDacpdx:(—l)|°‘/vcpdx:(—l)lo"/ﬂgodx
Q Q Q

Dann gilt:
/(v—V)godx—O Vo e Gy°
Q
Und somit folgt mit dem Fundamentallemma der Variationsrechung:
Sv—v=0=>v~v bzgll!
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Einschub (1)

Fundamentallemma der Variationsrechung:

Q C R", offen
h e L1(Q) gilt:

/hgodx:O Voe (5°(2) = h=0 fastallexecQ
Q
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Eigenschaften von schwachen Ableitungen

Seien u,v € WkP(Q), |a| < k. Dann

(i) Unabhanigkeit von der Ableitungsreihenfolge:
Du € Wk=lelp(Q)

DP(D*u) = DY(DPu) = D"y

V Multiindizes o,  mit |a| + | 5] < k.
(i) Linearitat:

Y\ u € R gilt: Au+ pv € WKP(Q) und

D*(Au + pv) = AD%u + uD%v, solange |a| < k.
(i) Wenn V C Q offen, dann u € WkP(V).
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Ist ¢ € C§°(Q), dann ist auch u € WkP(Q) und es gilt:
D(Cu) = (g) DP¢D* Py (Leibnizformel)
B<a

Ist u differenzierbar, dann entspricht die schwache der klassischen
Ableitung.
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Beweis zu (i) Betrachten man ein belibiges ¢ € C5°, dann ist DPp € C§°
und so gilt:

/DaUDB(de:(—l)|a/ uD**P pdx
Q Q
:(_1)|a(_1)a|+|ﬁ/ D updx
Q

:(—1)|ﬂ|/ D updx
Q
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Die Poincaré-Ungleichung (Satz)

Sei Q C R" beschrankt, zusammenhdngend und offen mit einer
Beschrinkung von 99 beziiglich C!. Fiir 1 < p < oo existiert ein C -
abhingig von n, p und Q - so dass fiir alle u € W1P(Q) gilt:

lu = (v)aller@) < Cl[Dull e

wobei

der Mittelwert von u ist.
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Beweis

Widerspruchsbeweis:

Annahme: Fiir alle k € N existiert eine Funktion u, € W1P(Q), die

lux = (uk)allie@) > kl[Dukl|Le(e)

erfiillt.

Der Einfachheit halber betrachtet man das genormte Aquivalent dieser
Funktionen - definiert als:

_ u — (uk)a
luk = (u)allLr )

Vi -

(k=1,..)
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Fiir alle diese genormten Funktionen (vx) gilt nun:

(vida =0, |villr =1
Damit ergibt sich mit der Gleichung aus der Behauptung:
1
k
Und daraus folgt, dass die Funktionen {v,}3°; auch in WP(Q)
beschrankt sind.

[[Dvillir) < 7 k=(1,....)
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Einschub (2)

Nach dem Satz von Rellich-Kondrachov gilt:
WP — [P ist kompakt. Das bedeutet:

(Vk)k C Wl’p, SLIipHVkHWLp < 0

j—
= (v )j> Vi; 7%y elP
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vi, — v in LP(Q)

Aufgrund der Normierung von v, muss auch gelten (v)g = 0 und
V]| o) = 1.

|/ vy, pdx| = _|im ]/ Vi; Ox;pdx| = lim ]/ Ox; Vi, pdx|
Q J—0 Q
||m/|8xlvkgo|dx

: .1
< lim [|0qviglleellelles < lim 2[[ollia =0
Jj—o0 j—00 Kj

Also ist v konstant und das Mittel (v)q = 0; damit muss v = 0.
Aber: HVHLp(Q) =1.
WIDERSPRUCH
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