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Die Poisson-Gleichung

Sei Q C R” ein Gebiet mit glattem Rand 9Q = 0 und f € L*(Q) .
Gesucht ist die Losung fiir u : Q — R, wobei Q = Q U 09, so dass gilt:

e —Au="finQ
e u =0 auf 9Q
Was heillt das?
e f als Kraft, u ein Membran oder allg. Bauteil

e f als Warmequelle, u als Verteilung der Temperatur im Bauteil
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Losung liber das Energiefunktional

Wenn man von einem eingespannten Membran ausgeht, folgt:

L J( )spann :% Q | VU |2 dx
o J(u)pot = — Jq f(

1 1
=5 170 éc— [ fGouGod= 311 -
2 Ja Q 2

Durch minimieren des Funktionals kann eine Losung fiir die
Poisson-Gleichung iiber dem Raum H}(G) gefunden werden.
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Schwache Ldsung

%J(u + @e) |c=0= 0 Einsetzen in das Funktional

oot = Sz L FE)ul) + =plo)ebe = [ Aol

Q

und

d
Iu)spamn - /Q | V(u+ep) P dx =2 /Q Vi 5

5—>3/VuV<pdx:>/VuV<pdx—/ fpdx
Q Q Q
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Ritz-Galerkin Verfahren

Das Ritz-Galerkin Verfahren betrachtet nur endlich dimensionale
Unterrdume. Somit sucht man fiir V,, ¢ H}(G) mit dim(V},) < oo
ein up € V), fir alle Testfunktionen ¢ € V}, :

/VuhV<pdx—/ fodx
Q Q

Mit up, erhofft man sich eine gute Approximation von u zu bekommen.
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Orthogonalitat

Im Folgenden ist (u,v) = [ uvdx das Skalarpodukt, dann gilt fiir
u € H}(Q) und up, w € Vj
(V(u—up),Vw) = (Vu,Vw) — (Vup, Vw)

/VuVde—/VuhVde

/fwdx—/fwdx—o

In diesem Sinne steht der Fehler orthogonal zum Unterraum V.
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Céa's Lemma

[IV(u—up)|| = min ||V(u—w)|| =: dist(u, Vi)
we vV,

Damit hangt der Fehler von der GroRe des endlichen Unterraums

Vi, C HY() ab.
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Bildung eines Gleichungssystems
Sei nun {by,..., by} eine Basis von V}, :

Vo € Vp :< Vup, Vo >= / fodx
- Q
V1<j<m:<Vuy Vb >= /Q fbjdx
Somit bekommt man ein Gleichungssystem mit m x m Gleichungen

m

vh(x) = Z up,ibi(x)

i=1

— Y upi < Vb;, Vb >= / fb;dx
i=1 Q
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Gleichungssystem

Beim Galerkinverfahren erhalten wir also ein Gleichungssystem der Form:

Ax =y
Up1 <f,by >
X = oy = :
Uh,m <f,by >
<Vbi,Vby > ... <Vb,, Vb >
A= : :
<Vb1,Vb,> ... <Vby,, Vb, >
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Finite Elemente

Nun muss eine geeignete Basis fiir V, gefunden werden.
¢ Die Basis sollte aus méglichst einfache Basisfunktionen bestehen
e A diinn besetzt, d.h. < Vb;, Vb; >= 0 fiir moglichst viele i,j.
e A nennt man Steifigkeitsmatrix.

Das Gebiet Q wird dabei in kleine Teilgebiete {w; ...wp} unterteilt.
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Triangulierung

e Die Triangulierung von  muss konform sein
e Sie muss das ganze Gebiet Q iiberdecken Q = [ J;_; ik
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Globale vs. lokale Basisfunktionen

?\ P(x) %0

<

: @ Uh
Tp(x)=0 o) =0
-

Trager: supp@(x)=[a,b]

Aerodynamik und Gasdynamik
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Einfluss lokaler Basisfunktionen auf die
Steifigkeitsmatrix

Global (d.h. auf dem ganzen Gebiet) definierte Basisfunktionen fiihren
immer auf voll besetzte Matrizen.

i

|

>

Lokale Basisfunktionen (finite Elemente) fiihren dagegen auf schwach
besetzte Matrizen!

Institut fiir
Aerodynamik und Gasdynamik
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Einfluss lokaler Basisfunktionen auf die
Steifigkeitsmatrix

Lineare lokale Basis (Hutfunktionen) fihrt auf eine tridiagonale Matrix

i—1 i i+l

Quadratische lokale Basis fiihrt auf eine pentadiagonale Matrix

* (% x| x| .0
A=|0 [*_x* * x| ()
- 0 B P

0 L _|* || =

Institut fir
Aerodynamik und Gasdynamik
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