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@ Das Maximumsprinzip

@ Die Wirmeleitungsgleichung im n-dimensionalen Raum



Das Maximumsprinzip

Sei Q2
offene, beschrinkte, zusammenhingende Teilmenge des R".
Definiere: e Qr=0Qx(0,T]

o QT = (ﬁ x {0}) U (092 x [0, T])
Parabolischer Rand von Qr
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Das Maximumsprinzip
Das schwache Maximumsprinzip

Sei u e C2(Qr) N C(Q7)

mit uy — Au <0, (x,t) € Qr
dann gilt:
max_u(x,t) = max u(x,t)
(x,t)EQT (x,t)€0'Qr
Analog:
us —Au>0 inQr = Min von u in &' QT angenommen

ur—Au=0 inQr = Min und Max in &' Qr



Das Maximumsprinzip
Das schwache Maximumsprinzip - Beweis

e Seius—Au<0 (x,t) € Qr.

Annahme: o
Maximum iiber @, in (xo,t0) ¢ 0'Qr, mitxg € Q,0<to < T.

= 631 u(xp, to) <0, Oru(xp,to) >0

o Allgemein:us —Au<0 (x,t) € Qr.
Sei  ve(x,t) = u(x,t) —et mit
vi—Av=u;—Au—e <0 fur jedese >0, (x,t) € Qr

Fire —0: ve(x, t) — u(x, t) gleichmaBig in Qt



Das Maximumsprinzip
Das Vergleichsprinzip

Seien u, v € C2(Q1) N C(QT) mit

ur — Au = fi, vi —Av=1F (x,t) € Qr
u=gi, V=g (x,t) € I Q1
U‘t:o: hl, v |t:0: ho xecQ

wobei f1,f, g1, 82, h1, ha stetig
mit f; <fh, g1 < g, h < ho.

Dann gilt: u<v (x,t) € Qr




Das Maximumsprinzip
Das Vergleichsprinzip - Beweis

Fir w=u-v gilt wy — Aw <0 (x,t) € Qr
w <0 (X, t) S 8/QT
Nach schwachem Maximumsprinzip:
w(x,t) < maXx, neay w(x, t)

= MaX(x,t)ed’ Qr W(X, t)

<0 fur alle (x,t) € Qr



Das Maximumsprinzip
Die Eindeutigkeitsaussage

Es existiert hochstens eine Losung u € C2(Q7) N C(Q7)
fur ur—Au=r (x,t) € Qr
u=g (x,t) € 00
Ult—o=h x € Q, wobei f, g, h stetig.

Beweis: angenommen uy, up sind Losungen, so dass

firu=u; —upgilt: uy—Au=0 (x,t) € Qr
u=20 (x,t) € 00
U‘t:ozo XGQ.

Aus schwachem Maximumsprinzip folgt: L
u(x,t) =0 fur alle (x,t) € Qr.



Das Maximumsprinzip

Das starke Maximumsprinzip

Sei u € C2(Q7) N C(QT)

mit us — Au <0 (x,t) € Qt.

Dann gilt: u(x, t) < maxx nearqr U(x,t)

fir alle (x,t) € Qr, es sei denn u ist konstant.

Ananlog: starkes Minimumsprinzip



Das Maximumsprinzip
Folgerung

ue C3(Qr) N C(Qr) erfiille

ur = Au (x,t) € QT
u=0 (x,t) € 0Q
ult=0= g x€Q

wobei g € C(Q) die Eigenschaften g > 0 und g # 0 hat.

dann gilt:
u(x,t) >0 fur alle (x,t) € Qr.



Die Warmeleitungsgleichung im n-dimensionalen Raum

Die Warmeleitungsgleichung

homogene Gleichung: ur—Au=20 xeR"t>0

mit Anfangsbedingung Ult—o= g x € R”



Die Warmeleitungsgleichung im n-dimensionalen Raum

Besondere Losung der homogenen Gleichung

Die Funktion K(x,t) = e 4t xeR" t>0
(GauBscher Kern)

hat folgende Eigenschaften:
1. Lost die Warmeleitungsgleichung
2. Ist unendlich oft differenzierbar
3. K(x,t) >0
4. [ K(x,t)dx =1 fiirt>0.



Die Warmeleitungsgleichung im n-dimensionalen Raum

Besondere Losung der homogenen Gleichung - Beweis

1. K(x,t) radialsymmetrisch mit r = |x|.

Mit A =92+ =19, fur radialsymmetrische Funktionen

r

= Ki=AK fiurxeR"t>0

1 —Ix?
4. [ K(x, t)dx = = / e 4t dx
(4nt)2 JR"
e
T2 JR?

1
R

T2



Die Warmeleitungsgleichung im n-dimensionalen Raum

Faltung mit GauBschem Kern als Losung

Es sei g stetig und beschrankt auf R".

u(x,t) =g K(x —y, t)g(y) dy
|6st die homogene Warmeleitungsgleichung mit

Anfangsbedingung Ult=o=g, X€ER".

Beweis:
o uy—Au= fRn (Kt(x -y, t) - AK(X =Y t))g(y) dy =0

o |imx—>z,t—>0 U(X, t) = g(Z)



Die Warmeleitungsgleichung im n-dimensionalen Raum

Faltung mit GauBschem Kern als Losung

u(x,t) = [pn K(x —y,t)g(y)dy
unendlich oft differenzierbar fiir t > 0

= sofortige Ausglattung des Anfangswerts

t=0 Jedest >0
//\/\ e o ’/\_/\ . .
Hier ist u(x,0) stetig, hat aber Nun ist u(x,t) fiir alle t >0
viele ‘Ecken’ unendlich oft differenzierbar
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