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Motivation

1. Motivation 2. Beispiel 3. Satz von Sobolev 4. Bemerkung 5. Beweis von ,Satz von Sobolev' 6. Satz von Sobolev, erweiterte

Der Satz von Sobolev ermdglicht es aufgrund von Informationen iiber den

Gradienten von u Aussagen iiber die Funktion u selbst zu machen.

Dieser Einbettungssatz ist fiir die Regularitatstheorie von enormer
Bedeutung.
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:

:

XCYundj(x)=xeY.

Unter einer ,,Einbettung” versteht man eine Abbildung j : X — Y
zwischen zwei normierten Raumen (X, || - ||x) und (Y,||-||,) mit

* Eine Einbettung heilt ,stetig", falls |[j(x)[|, < c||x||x mit x € X.
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-1
» Sei u(x) = |x|,x € (—1,1)

x <0
u'(x)=< bel. x=0
1 x>0
=ueC’ wvewhh
» Sei ue WLL([0,1])

u(0) =0,

u(x) = /0 C (),

Xn X
u(xp) = / u'dt — / u'dt,  x, — X,
0 0

= u € C°[0,1]).
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Satz (Sobolev)

Sei Q C R? offen. Dann sind die Einbettungen

Lp deTp”(Q) ;o op<d
Wy P(Q) C {Co(ﬁ)

. p>d, LYQ) < oo
stetig, d.h. fiir ¢(d, p) > 0 gilt

ull o < c(d.p)l[Vull, + p<d
sup u] < ¢(d. p)L" Q)T F|[Vully 5 p>d
fiir alle u € W, ().




Korollar
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Sei Q c R? offen. Dann gilt

op L7 (Q)
|/VO (Q) C {Cm(ﬁ)

: mGNo,OSmgk—%,Ld(Q)<oo

kp < d
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Bemerkung

a) Sei p < d. Dann heift s(p)
Sobolev-Exponent zu p.

= ﬂ'—p mit sp > p der

zB.d=3,p=2 ue Wy>3(Q) ergibt u c L5(Q)
d=2,p>2, ue Wy?(Q) ergibt uec C°(Q)

b) Ist ue Wy (Q) , so natiirlich auch in W} *(Q) fiir alle p < d, d.h.
Wo(9) C Ng<ol(Q)

Beispiel: u(x) = In|In|x||, Bi(0) C R?
ue wh?,

ug L™,
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Beweis von ,,Der Satz von Sobolev"

(1) Sei p=1. Wir betrachten zunichst u € C5°(Q).
Sei zunidchst d=2, dann gilt

u(x) = u(xg, %) = fj’oo O u(t, x)dt = szoo Oru(xy; t)dt

=a(x2)

Es fo|gt;u2(x)g(/ 101 (¢, 0)|dt) (/ 1Bu(xq, £)]dt) und damit:
R R
Joz P (x)dx < [ a(x0)B(xa)dx = [ cp [, cr @(2)B(x1)dxadxa

=p(x1)

fx1 €R B(x1)dxy fx;e]R axz)dxa

= fRz | D2 u|dx f]R@ |01 u]dx
[m] = = = = A
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:

Fiir die L>-Norm erhalten wir damit:

IN

[[u]]2(r2) \/f |82U|dX\/f |8y u|dx
R2 R2

IN

% f(|82U| + |(91U|)dX
R2

SVl 2 g2y
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Nun 1<p< oo:
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1. Sei v :=

|u]?, mit v := (d=L)p
2.Es gilt dann:||v||

o <YVl (da whC L)

ey = ([ ) (/ww) ,
HVWh<c/WP1Vw<c</wW1*L) vl
=

ol . < cllVell,
—p

3.
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Zeige p>d durch Iteration:

1. Esgilt : ||u]|oc < c||Vul|, fiiralle u C Gg°.

2. Sei ue WyP = u € C§° mit g — uin WP dh.

||Vuk — Vu||p — 0.
3. Es fogt also: uy ist Cauchyfolge in L™
= u—uin L™

= ue CQ).
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:
: :
Bi(0) CcRY, u(x)=I|x]" ~€R
uelr & p< —%
[Vl =4|x]
d
VuellP & p< —5=
Wann ist u stetig??
d e lle t
Wenn —-%5 > d erfiillt ist. =>v>0
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6.Der Satz von Sobolev, erweiterte Version

Satz (Sobolev,erweiterte Version)

Sei Q C R offen und beschrankt mit Lipschitz-Rand.
Dann sind die Einbettungen

Whe(Q) ¢ {L"_&’(Q)

pop<d
Q)
stetig, d.h. fiir ¢(d, p, Q) > 0 gilt

p>d

lull o < c(d,p, Dlullp i p<d
Slglzp|u|§c(d,p,Q)||u||17p » op>d

fiir alle u € W'P(Q).
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:

:

Sei Q C R9 offen und beschrinkt mit Lipschitz-Rand. Dann gilt:

_dp_ _
Whe(Q) ¢ L7 kﬁ_(Q) . kp<d
cm(Q)

; meNo,OSmgk—%,kp>d
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:

a) Die Einbettungen im Fall p>d kénnen noch verscharft werden
(Satz von Morrey):

» Die Riume W,;?(Q) und WP(Q) sind stetig und eingebettet in
CO' mity=1- ‘F’.

> Die Raume WP(Q) und WHP(Q) sind stetig eingebettet in
C™I(Q)mity=k -9 —m falls 0 <m< k-9 <m+1

b) Fiir p=d gilt nichtW,"(Q) c L>(Q),
die Aussage Wy ?(Q) C Ngeool?(R) ldsst sich jedoch noch verbessern:

Es gilt: u € W, 9(Q) = [, exp {const|u — (u)al} dx < oo

u]
)]
I
i
it
N
el
2




	1. Motivation
	2. Beispiel
	3. Satz von Sobolev
	4. Bemerkung
	5. Beweis von „Satz von Sobolev“
	6. Satz von Sobolev, erweiterte Version
	7.Bemerkung

