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1 Einleitung

1.1 Was ist maschinelles Lernen?

Maschinelles Lernen kann im Allgemeinen als computergestiitzte Methode bezeich-
net werden, die Erfahrung nutzt, um eine Leistung zu verbessern oder eine Vor-
hersage treffen zu konnen. Hierbei bezieht sich der Begriff Erfahrung auf die In-
formation aus der Vergangenheit, die dem Lernenden zur Verfiigung steht. In der
Regel handelt es sich dabei um Information in Form von elektronischen Daten, die
gesammelt und fiir die Analyse zur Verfiigung gestellt werden.

Man definiert im maschinellen Lernen sogenannte Standardaufgaben zur Losung
praxisbezogener Probleme. Die Klassifizierung ist eine von den Standardaufgaben.
Unter diesem Begriff versteht man das Problem ein Objekt an Hand bestimmter
Merkmale oder Kriterien einer Kategorie bzw. Klasse zuzuordnen. Ein kanoni-
sches Beispiel aus der Praxis stellt die Erkennung von Spam dar. Bei der Spam-
Erkennung geht es um die automatische Klassifizierung von E-Mails in Spam oder
Nicht-Spam. Wir nutzen dieses Beispiel, um die folgenden Standardbegriffe aus
dem maschinellen Lernen zu definieren.

1.2 Grundlegende Begriffe

Wie bereits erwahnt, erlautern wir in diesem Abschnitt, anhand des Beispiels der
Spam-Erkennung, grundlegende Begrifflichkeiten, die iiblicherweise im maschinel-
len Lernen genutzt werden.

Elemente oder Instanzen von Daten, die fiir das Lernen oder fiir die Bewertung ge-
nutzt werden, werden als Beispiele bezeichnet. Offensichtlich sind diese Beispiele in
der Spam-FErkennung die E-Mails. Beispiele lassen sich unterteilen in Trainingsbei-
spiele , Validierungsbeispiele und die Teststichprobe. Dabei sind Trainingsbeispiele,
diejenigen, die zum Trainieren eines Lernalgorithmus verwendet werden. Validie-
rungsbeispiele sind zugeordnete Beispiele, die der Abstimmung der Parameter fiir
den Lernalgorithmus dienen und die Teststichsprobe wird genutzt, um die Leistung
des Lernalgorithmus zu bewerten. Beim Spam-Problem besteht die Teststichprobe
aus einer Sammlung von E-Mails, fiir die der Lernalgorithmus auf Grundlage derer
Eigenschaften, vorhersagen muss, ob es sich um Spam handelt oder nicht. Im An-
schluss wird diese Vorhersage mit der richtigen Zuordnung der E-Mails verglichen,
um die Leistung des Algorithmus zu messen.

Woran erkennen wir, ob es sich bei einer E-Mail um Spam handelt? Intuitiv ach-
ten wir zum Beispiel auf den Absender der E-Mail, die Lange der E-Mail oder auf
bestimmte Schliisselworter im Text. Die Menge der Merkmale einer E-Mail fassen
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wir als Figenschaften zusammen, die oft als Vektor dargestellt werden. Bei der
Spam-Erkennung kénnen wir die E-Mails in zwei Klassen einteilen, namlich Spam
und Nicht-Spam. Werte oder Klassen, die den Beispielen zugeordnet werden, nennt
man Label.

Die Hypothesenmenge bildet die Zuordnung der jeweiligen Eigenschaft auf die Men-
ge der Labels ab. In der Spam-FErkennung konnte das eine Menge an Funktionen
sein, die die E-Mail Eigenschaften auf {Spam, Nicht — Spam} abbildet. Die Hypo-
thesen konnen Funktionen sein, die die E-Mail-Eigenschaftsvektoren auf die reellen
Zahlen abbilden, die als Punktwerte interpretiert werden kénnen.

2 Support Vektor Maschinen

Ziel dieser Arbeit ist es das Optimierungsproblem zu den Support Vektor Maschi-
nen herzuleiten und die Losung des Optmierungsproblems mittels des Sequential-
Minimum-Optimization Algorithmus, auch bekannt unter SMO, aufzuzeigen. Was
die sogenannten Support-Vektoren darstellen und wie sie definiert sind, werden
wir in einem spéateren Abschnitt aufgreifen. Zunéachst zeigen wir auf, wie man Pra-
xisprobleme, wie oben genannte E-Mail-Spamerkennung, mathematisch abbilden
kann. Wir beschréanken uns dabei, wie im Beispiel der Spamerkennung, auf zwei
Labels und fithren dazu den Begriff der linearen Klassifikation ein.

Kapitel 2 stellt die Basis fiir den SMO - Algorithmus dar und wurde, wenn nicht
anders gekennzeichnet, aus [Tall8] entnommen.

2.1 Lineare Klassifikation

Sei n € N. Betrachten wir eine Inputmenge X € R"™ und eine Outputmenge
Y € {—-1,+1}. Sei f : X — Y eine Funktion, die jedem Element der Input-
menge einen Wert der Outputmenge zuweist. Um alle Kombinationen an solchen
moglichen Funktionen festzuhalten, definieren wir H = Y als unsere Hypothe-
senmenge.

Sei S = {(x1,11), (T2, y2), ooy (T, Ym)} € {X X Y}™ fir m € N mit y; = f(z;)
fur alle i € {1,...,m} = [m] definiert als die Menge aller Trainingsbeispiele und
sei S unter einer moglicherweise unbekannten Verteilung D unabhéngig und iden-
tisch verteilt. Es sei weiter ein Wahrscheinlichkeitsmafl P gegeben.

Gesucht ist nun ein binédrer Klassifizierer h € H mit einem moglichst geringen
Generalisierungsfehler Rp :

Ro = P [hix) # /() 2.1)
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Offensichtlich ist die Wahl der Hypothesenmenge H hierfiir entscheidend. Eine
erfolgreiche Klassifizierung ergibt sich aus einer einfach gewahlten Hypothesen-
menge, die nicht zu viele, aber geniigend komplexe Hypothesen enthélt. Natiirlich
hangt diese Wahl auch mit den Testdaten und dem Konzept f, das man erkennen
will, zusammen. Beispiele fiir einfache Hypothesenmengen stellen lineare Klassifi-
zierer oder so genannte Hyperebenen dar.

Eine mogliche Parametrisierung solch einer Hyperebene ist gegeben durch

H={r—sen(w’ -z+b) | weR"becR]}, (2.2)

welche das Klassifizierungsproblem auf ein sogenanntes lineares Klassifizierungs-
problem beschréankt. Die iibliche Darstellung solcher Hyperebenen im R™ ist mit
der Normalengleichung w? - 2 4+ b = 0 gegeben, wobei w € R™, ein zu der Hyper-
ebene othogonaler Vektor und b € R ein Skalar ist.

Damit kennzeichnet eine Hypothese der Form x + sgn(w? - 2 +b) alle Punkte, die
auf einer Seite der Hyperbene liegen, positiv, und entsprechend alle Punkte auf
der anderen Seite der Hyperbene, negativ.

2.2 Margen

°x

Abbildung 2: Warum wird bei gewéhlter Hy-
Abbildung 1: Beispiele fiir mogliche Hyperebe- perbene B mit héherer Sicherheit
nen als A klassifiziert?

Wie in Abbildung 1 zu erkennen ist, gibt es unendlich viele Hyperebenen, die
die blaue und rote Klasse voneinander trennen. Dabei seien die blauen Punkte die
Beispiele, die f(z;) = +1 und die roten Punkte die Beispiele, die f(x;) = —1 fur
i € {1,...,m} erfilllen. Man bedenke, dass die Wahl der Hyperbene auf der Grund-
lage dessen erstellt wird, was unser Modell, basierend auf unseren Trainingsdaten,
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lernen kann. Letztendlich mochten wir aber, dass das Modell auch fiir neue Daten
oder zumindest fiir die Daten in unserem Testdatensatz gut funktioniert. Es macht
intuitiv Sinn, dass wir Beispiele, die weit von der Hyperebene entfernt liegen, si-
cherer vorhersagen konnen als solche, die nahe an ihr liegen. In diesem Fall bezieht
sich der Begriff ,,Sicherheit* auf die Zuweisung der Beispiele und ist nicht im Sinne
des Wahrscheinlichkeitsmafles gemeint.

In Abbilung 2 sind zwei neue Beobachtungen mit A und B gekennzeichnet. Bei
der gewahlten Hyperebene wiirde man mit groflerer Sicherheit B klassifizieren, als
A. Die optimierte Hyperebene andert sich geringfiigig, wenn sie auf verschiede-
nen Teilmengen der Daten trainiert wird, sodass Beobachtungen, die nahe an der
Hyperebene liegen, anfillig fiir Anderungen in der Klassifizierungsausgabe sind.
Beobachtungen, die weit von der Hyperebene entfernt liegen, sind viel stabiler im
Bezug auf die Vorhersage ihrer Klasse. Mit anderen Worten, wir mochten eine
Hyperebene konstruieren, die mit den Daten konsistent ist, wahrend wir uns so
wenig wie moglich an die Trainingsbeispiele binden - Modelle, die zu sehr von den
Trainingsbeispielen abhéngen, sind anfallig fiir Overfitting. Wir mochten so viel
Raum wie moglich zwischen der Hyperebene und den Punkten auf jeder Seite der
Hyperbene haben, um das Gesamtvertrauen unserer Vorhersagen zu erhchen.

In der Welt der Support Vektor Maschinen wird dieser Raum als Marge bezeichnet.
Durch Maximierung der Marge konnen wir einen optimalen Klassifikator erstellen.

Die folgende Definition wurde aus [Ng] entnommen.

Definition 2.1 (funktionelle Marge). Sei X € R" und Y € {+1,—1}. Sei
weiterhin S = {(x1,y1), (X2, Y2), ..o, (Tm,Ym)} € {X X Y}™ eine Trainingsmenge.
Die funktionelle Marge eines linearen Klassifizierers w! x + b in einem Punkt x; €
X wird definiert als

yi - (whz; +b) (2.3)

Man kann sich die funktionelle Marge als eine Funktion vorstellen, die jeden
Punkt auf die Korrektheit der Klassifikation priift. Gilt y; = sgn(w?x; + b), so ist
der Punkt der richtigen Klasse zugeordnet und es lasst sich fiir die funktionelle
Marge folgern:

] yZ:]_:>U}TI'Z+b>O
. yi:—1:>le‘i+b<O

Des Weiteren, kann man dem Wert der funktionellen Marge entnehmen, ob sich
der Punkt mit hoher oder geringer Sicherheit zuordnen lasst:

s Fiir y; = 1: Je grofer w?x; + b, desto sicherer die Zuweisung
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» Fiir y; = —1: Je kleiner w”z; + b, desto sicherer die Zuweisung

Definition 2.2 (geometrische Marge). Die geometrische Marge pn(x) eines
linearen Klassifizierers h : x — wlx 4+ b an einem Punkt x ist definiert als sein
euklidischer Abstand zu der Hyperebene wrx +b = 0.

(2.4)

Die geometrische Marge py, eines linearen Klassifizierers h fiir eine Trainingsmenge
S = (21, ..., Tp) ist das Minimum aller geometrischen Margen der Punkte in S.

pn = _min pp(7;) (2.5)

1€{1,..,m}
Die Marge entspricht damit dem Abstand der Hyperebene zu den ndhesten Punkten.

Mit dieser Definition kénnen wir nun das Optimierungsproblem zu den Sup-
port Vektor Maschinen aufstellen, denn die Losung des SVM ist eine trennende
Hyperebene mit maximaler geometrischer Marge.

2.3 Trennbarer Fall

Fir dieses Kapitel legen wir die Annahme fest, es existiere eine Hyperebene, die
unsere Trainingsmenge S linear in die zwei Klassen +1 und —1 trennt, d.h,

A(w,b) € R"\{0} x R, (2.6)
sodass Vi€ {l,..,m}:y(w'z+b)>0. (2.7)

Man beachte, dass die Bedingung (2.7) die Eigenschaften der funktionellen Marge
fiir richtig klassifizierte Punkte aufgreift.

Nach Definition 2.1 und 2.2 ist die maximale geometrische Marge p der Hyperebene
h gegeben durch

p= max p,= max min  pp(z;)
w,b w,b: 1€[m)]
yi(szi+b)20

_|wTz; + 0 - yi(w'z; + )
gz il [J]] wh iem]  [w]|
y; (wh @, +b)>0
1 1
= max T max Tl
s [Jw]] w [Jwl]

min; o [m] Y4 (szi+b):1
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Die zweite Zeile ergibt sich aus der Voraussetzung, dass die Daten trennbar sind.
Denn, fiir ein Paar (w, b) gilt in diesem Fall y;(wx;+b) >0 Vi € {1,...,m}. Mit
der Beobachtung, dass der rechte Ausdruck in der zweiten Zeile invariant unter
der Multiplikation von (w,b) mit einem positiven Skalar ist, konnen wir uns auf
Paare (w, b) mit der Eigenschaft min;ep, y;(w”z; + b) = 1 beschrénken.

Abbildung 3: Maximale geometrische Marge der gegebenen Daten

Neben der separierenden Hyperbene w?z + b = 0 mit maximaler geometrischer
Marge, sind in in Abbildung 3 parallel zwei Hyperebenen w? x+b = £1 eingezeich-
net, die man als Randhyperebenen bezeichnet. Die Definition dieser Hyperebenen
beruht auf der Tatsache, dass die Punkte, die am nahesten an der Hyperebene
liegen |wTz+b| = 1 erfiillen und den sogenannten Rand bzw. die Marge definieren.

Unser priméres Ziel besteht darin, den Abstand zwischen den Punkte, die auf
den Randhyperebenen liegen, zu erhéhen und damit die Hyperbene mit maxima-
ler geometrischer Marge zu definieren. Dazu geben wir im folgenden Kapitel das
Optimierungsproblem, das zur Losungsfindung genutzt wird und Eigenschaften,
die wir im Laufe der Arbeit nutzen werden, an.



2 Support Vektor Maschinen 9

2.3.1 Das primale Optimierungsproblem

Da die Maximierung von m, also die Maximierung der geometrischen Marge, in

Aquivalenz zur Minimierung von g||w||?* steht, wird folgendes konvexes Optimie-
rungsproblem konventionellerweise zur Losungsfindung genutzt.

N
min o {[w]] (2.8)

so dass yi(wiz; +b0)>1 Vie {1,..,m}

= Die Funktion f: w ~ %||w|[? ist unendlich oft in w differenzierbar.

= Die Hesse-Matrix V2 f(w) = I der Funktion f, wobei mit I die Identitéit gemeint
ist, ist strikt positiv definit und f damit eine konvexe Funktion.

= Die Nebenbedinungen, gegeben mit g; : (w,b) — 1 — y;(wx; + b), sind affine
Funktionen.

Das Programm (2.8) definiert ein konvex quadratisches Optimierungsproblem(KQP)

mit affin-linearen Nebenbedingungen. Aufgrund der Konvexitét, ist die Losung von

(2.8) eindeutig und erfillt die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen, wie in [Tall§]
Appendix B.3 nachzulesen ist.

Theorem 2.3 (KKT-Bedingungen). Es sei ein konvexes Programm der Form

min f(z)

rzeX
so dass ¢gi(r) <0 i=1,..k

wobei f 1 X — R konvez, g; : X — R affin und beide Funktionen stetig differenzier-
bar sind. Ein zuldssiger’ Punkt x* des konvexen OPs erfiillt die KK T-Bedingungen
genau dann wenn ein o € R existiert, so dass

Ve L(z*, o) =V f(z") + zk:ozng(x*) =0,

i=1
gz(l'*) < 07

a; > 0,

a;gi(z*) =0,
Vie{l,.. k}.

!Ein Punkt € X heiBt zulissig fiir obiges Programm, genau dann wenn z alle Nebenbedin-
gungen g;(z) fir i = {1, ..., k} erfiillt.
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wobei L = L(x*,a) = f(x*)+XF, ayg(x*) die Langrange-Funktion bezeichnet. Ein
Punkt (z*, ), der die obigen Bedingungen erfillt, heifst dann KKT-Punkt und ist
optimal fiir das gegebene Optimierungsproblem.

Man bezeichnet o als Lagrange-Multiplikator oder duale Variable.

Die Definition der dualen Variable a verweist auf das duale Optimierungspro-
blem, welches wir spater noch aufgreifen werden.

Theorem 2.4. Ein zuldssiger Punkt (w,b) ist optimal fir das Optimierungspro-
blem (2.8) genau dann wenn w € R™, b € R und o = (aq, ..., ) € R™ mit a >0
existieren, so dass

m
Z QYT = W,
i=1
m
Zaiyi =0,
i=1

ai(yi(wai +b)+1)=0

fir alle i € {1,...,m} erfillt ist.

Beweis. Wir definieren f(w) = §||wl||? und g;(w,b) = —y;(wlz; +b) +1 < 0 fir
alle i € {1,...,m}, dann ist fir w € R"b € R und o € R™ die Lagrange-Funktion
gegeben mit

L(w,b,a) = —||w||2+Zal —y;(w xz—l—b)—i-l)

- §WMP—§:%@Mw@m+bW—U

i=1

und damit erfiillt ein zuldssiger Punkt (w, b) die KKT-Bedinugungen, genau dann
wenn fir alle ¢ € {1,..m}:

Vol(w,b,a)=0 < V,L(wba)=w-> ayz;,=0 (2.9)
i=1

Vil(w,b,a) =0 < V,L(w,b,«) Z:OQyZ =0 (2.10)

gi(w,b) <0 < —y(w" :17i+b)+1 SO (2.11)

aigi(w,b) =0 &  —ai(yi(wiz; +b)+1)=0 (2.12)

a; >0 (2.13)
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Da ein zuldssiger Punkt (2.11) erfillt und o > 0 vorausgesetzt wurde, folgt die
Behauptung aus (2.9), (2.10) und (2.12).
O

Wir stellen also die Beobachtung fest, dass w = >, a,y;2; und damit eine
Linearkombination der x1, ..., x,, darstellt. Auflerdem muss entweder «; = 0 oder
yi(wTx; +b) = 1 gelten, damit die Bedingung (2.12) erfiillt wird. Das bedeutet, ein
Vektor z; beeinflusst die Losung w nur dann, falls «;; # 0. Solche Vektoren werden
Support Vektoren genannt, denn sie liegen mit der Eigenschaft y;(w’z; +b) = 1
auf den Randhyperbenen, die durch w’z; + b = £1 parametrisiert sind.
Vektoren, die nicht auf den Randhyperebenen liegen, haben somit keine Auswir-
kungen auf die Losung des SVM, und damit auf die gesuchte Hyperbene.

2.3.2 Das duale Optimierungsproblem

In diesem Abschnitt nutzen wir die Definition der Lagrange-Dualitdt, um ein
zu (2.8) duales Optimierungsproblem aufzusetzen, welches in Abhéngigkeit der
Lagrange-Multiplikatoren definiert ist.

Die folgenden Definitionen wurden aus [Tall8] Appendix B.2 entnommen.

Definition 2.5 (Lagrange-Dualitét). FEs sei ein Optimierungsproblem der Form

min f(z)

rzeX
so dass gi(r) <0 i=1,..,k

mit X € R" und f,g; : X = R Vi€ {l,....k} gegeben. Es bezeichne p* die opti-
male Losung des angegeben Problems.

Die zugehirige Lagrange-Funktion des obigen Optimierungsproblems ist defi-
niert wie folgt.

k
Vee X,Va>0 L=CL(z,a)=f(z)+) ag(z)
i=1

Die Funktion

¢(o) = inf L(z,a) Ya>0

rzeX

heifit duale Funktion zu dem obigen Optimierungsproblem und ist immer konkav,
da die Lagrange-Funktion in Abhdngigkeit von a linear ist und tiber das Infimum
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Konkavitat bewahrt wird. Das duale Optimierungsproblem ist dann mit
max ¢(a)
so dass a>0

gegeben und ist als Maximierung eines konkaven Problems immer ein konvexes
Optimierungsproblem. Es bezeichne d* die optimale Losung des dualen OPs. Fiir
r € X, die die KKT-Bedingungen erfillen, gilt f(x)+XF , aug:(x) < f(z), woraus

Va>0 gqla)<p"

folgt. Die Ungleichung d* < p*, bekannt als schwache Dualitdt, ist immer er-
fullt. Die Gleichung d* = p*, die man als starke Dualitdt bezeichnet, ist im
Allgemeinen nicht giiltig. Die starke Dualitdt gilt jedoch, wenn fiir obiges Opti-
mierungsproblem f : X — R konvex und g; : X — R fir allei € {1,...,k} affin
15t.

Die zugehorige Theorie, sowie die Beweise zu den aufgefithrten Behauptungen
in der Definition der Lagrange-Dualitét sind zum Beispiel in [Sun06] und [Junl5]
nachzulesen.

Bei der dualen Form solcher Optimierungsprobleme, werden damit die Nebenbe-
dingungen aus dem primalen Optimierungsproblem entfernt und dafiir mit Mul-
tiplikatoren in die Zielfunktion des dualen Optimierungsproblems eingesetzt, um
den optimalen Zielwert der Funktion in Abhéngigkeit des Lagrange-Multiplikators
zu erhalten.

Theorem 2.6. Die duale Form des Optimierungsproblems in (2.8) ist gegeben mit
m 1 m

max (Z 0 — 5113w |2) (2.14)
i=1 i=1

so dass o; >0

und Z a;y; =0

=1

fir Yie{l,...,m}.
Beweis. Mit

Fw)+ 3 augi(w,b) < f(w)

=1
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folgt

1 n 1
Sl = Y- sl +5) = 1) < Sl

=1

fur alle (w,b), die die KKT-Bedingungen erfiillen. Sei p* die optimale Losung des
primalen OPs. Dann gilt

el = .
gla) = inf( [l = Y oy +5) = 1)) < p
’ =1

Durch Einsetzen von V,L(w,b,a) =0 < w = >", ay;x; erhalten wir
mfﬁ(w b, @) —fHZ&ZyzxZHQ—bZazymLZaZ
Mit Vo L(w,b,a) =0 < Y7, ay; = 0 erhalten wir
1nf£wba Zaz——||zazyz$z||2

und das duale Optimierungsproblem zu (2.8)

m 1 m
max(z a; — =|| Z aiyi:vin)

R 2=

sodass «; >0

und Z oy =0

i=1
Vie{l,..,m}

]

Sei max, q(a) := d* die optimale Losung des dualen Optimierungsproblems.

Mit den gegebenen Eigenschaften von f und g; fir i € {1,...,m} gilt d* = p*.
AuBerdem

= ist die Funktion ¢ : o = Y7 a; — 3 || 7, oy [* unendlich oft in o differen-

zierbar.
= ist die Hesse-Matrix V2q = (y;2;-y;;)i; positiv semidefinit und ¢ damit konkav.

» sind die Nebenbedinungen [;(«) =: oy Vi € {1,...,m} und v(a) = X7, qy;
affin und konvex.
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Da die die Zielfunktion g quadratisch ist, handelt es sich bei dem dualen Optimie-
rungsproblem auch wieder um ein konvex quadratisches Optimierungsproblem. Da
f konvex und die Nebenbedingungen ¢; affin sind folgt, dass die Losung des pri-
malen und dualen Systems identisch sind. D.h. die gesuchte Hypereben kann mit
der Losung des dualen Systems und w = >_7"; ay;y;x; in der Form

h(z) = sgn(w”z +b) = sgn(>_ ayyix] © +b)
i=1

dargestellt werden.

Des Weiteren kénnen wir b mittels der Support Vektoren ausdriicken. Wir wissen
bereits, dass ausschlieBllich Support Vektoren einen Einfluss auf die Losung haben.
Sie liegen, wie wir bereits festgestellt haben, auf den Randhyperebenen und erfiillen
yi(wlz; +b) = 1. Das bedeutet, fiir jeden Support Vektor x; gilt wlz; +b = y;, da
y; € {+1, —1} und damit lasst sich b wie folgt ermitteln

b=y, —wlae, =y — Z ozjyj:vjrxi (2.15)
j=1
Erinnern wir uns daran zurtick, wie die maximale geometrische Marge p der ge-
suchten Hyperebene definiert war, konnen wir diese mit (2.15) nun auch in Ab-
hangigkeit von o ausdriicken:

m
b = y— Z ajijjrxi
j=1
m m m
S D ayb = ) oyl — Y aayyn] o
i=1 i=1 ij=1
m m
A4 bzaiyi = Z%“HUJH%
i=1 i=1
=0
m
2
& lwll; = > ai=llalh

Da die maximale geometrische Marge

folgt
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Wie das Optimierungsproblem aus Theorem 2.6 rechnerisch gelost werden kann,
zeigen wir im letzten Kapitel mithilfe des SMO-Algorithmus. Bevor wir uns mit
dem Algorithmus befassen, analysieren wir in Verbindung mit den bisherigen Re-
sultaten noch den Fall einer nicht-trennbaren Trainingsmenge.

2.4 Nicht-trennbarer Fall

In der Praxis liegt meistens der Fall vor, dass sich die gegebenen Trainingsdaten
nicht linear trennen lassen. Das impliziert fiir jede Hyperebene w?z + b = 0, dass
ein (z;,y;) € S existiert, so dass

yi(w'z; +b) # 1 (2.16)

d.h. die Nebenbedinungen in (2.8) aus dem trennbaren Fall, kénnen nicht fiir al-
le Paare (z;,y;) fir ¢ € {1,...,m} erfillt werden. Um eine Hyperebene definieren
zu kénnen, miissen wir demnach Missklassifikationen und Verletzungen der Marge
zulassen. Der einfachheithalber nennen wir diese Gruppe an Beispielen Verletzer.
Wir suchen also fiir dieses Model eine Hyperebene mit maximaler Marge und mi-
nimaler Anzahl an Verletzern. Dafiir fithren wir die sogenannten Schlupfvariablen
ein, die als Pramater dienen, um den Abstand jeden Paares (z;,y;) und seiner
zugehorigen Klasse zu messen.

Abbildung 4: Abstande falsch klassifizierter Proben

Abbildung 4 veranschaulicht diese Situation. Die Schlupfvariablen ¢; fiir i =
{1, ..,4} kennzeichnen die Absténde der falsch klassifizierten Proben. Die Abstén-
de der restlichen Proben sind Null, da sie bereits in ihrer richtigen Klasse liegen.
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Man erkennt sofort, dass es sich bei den Punkten x1, x5 und x3 um Missklassifika-
tionen handelt. Bei x4 hingegen ist die Zuordnung korrekt, allerdings ist die Marge
kleiner als 1.

Mit Hilfe der Schlupfvariablen kénnen wir nun eine abgeschwichte Version der
Nebenbedingungen aus (2.8) definieren.

Vie{l,..,m} Fe>0:y(wz+b)>1—¢g (2.17)

Mit dieser Formalisierung der Nebenbedingung lassen wir im Allgemeinen Verlet-
zungen der Marge und Missklassifikationen zu. Die Marge, die aus der trennenden
Hyperbene resultiert, wird in diesem Fall als weiche Marge bezeichnet. Im trenn-
baren Fall spricht man dann von einer harten Marge.

2.4.1 Das primale Optimierungsproblem

Wie bereits erwahnt, suchen wir eine Hyperbene mit maximaler geometrischer
Marge und minimaler Anzahl an Verletzern. Letztere kénnen durch 27", &; oder
allgemeiner durch Y7, ¥ fiir ein p > 1 gemessen werden. Sei C' > 0 ein Parame-
ter, der eine Gewichtung zwischen der geometrischen Marge und den Verletzern
herstellt, dann ist das primale Optimierungsproblem gegeben durch

o 1 2 U P
%QQWH+C;@) (2.18)

so dass y;(w'x; +b) > 1—¢g,
&i Z 07
Vie{l,..,m},

wobei € = (1, ...,&,)7. Abhingig von der Wahl des Parameters C, ergeben sich
unterschiedliche Prioritdaten bei der Suche einer Hyperbene. Fiir grofie C' erhélt
man weniger Verletzer, aber eine geringere Marge. Analog fiir kleine C, eine grofle
Marge, aber eine hohere Anzahl an Verletzern. Typischerweise wird C' mit Hilfe
der n-fache Kreuzvalidierung bestimmt.

Analog zum trennbaren Fall, definiert das primale Optimierungsproblem (2.18)
ein konvexes Optimierungsproblem, da die Nebenbedingungen affin und konvex
sind und die Zielfunktion ebenfalls konvex ist. Insbesondere ist ¢ — Y., ¥ auf
Grund der Konvexitét der p-Norm || ||, auch konvex. Des Weiteren sind sowohl die
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Zielfunktion als auch die Nebenbedingungen unendlich oft differenzierbar. Damit
existiert wieder genau eine Losung, die die KKT-Bedinungen erfiillt.

Theorem 2.7. Ein zuldssiger Punkt ist optimal fir das Optimierungsproblem
(2.18) mit p = 1, genau dann wenn w € R",b € R, a, B,e € RY', und C = a+ 3
existieren, so dass

m
Z QY = W,
i=1
m
Zazyz = 07
i=1

Vie{l,...m}: —a(y;(wz; +b) +1—¢;) = 0.

Beweis. Wir definieren f(w,e) = 3||w|[*+C X2, &f, gi(w,b,e) = —y;(w'a; +b) +
1 —¢ <0und hi(e) = —g; <0 fir i € {1,...,m}. Wir setzen p = 1 fest. Fur

weR"beRund ¢,a, 5 € R™ ist die Langrange Funktion definiert wie folgt.

1 m
£l ) = 5lIulP + €3 e~ 3 oulu(uTr+0) = 1+2) =3 A
i=1 i=1

(2.19)

Die Losung des primalen Optimierungsproblems erfiillt die KK'T-Bedingungen ge-
nau dann wenn fir Vi € {1,...,m}

Vol(w,be,a,8) =0 <  w-—> ayz; =0 (2.20)
i=1

Vol(w,be,a,8) =0 < —=> ay; =0 (2.21)

V.L(w,be,a,B) = s C—a;—0F=0 (2.22)

gi(w,b,e) <0 &  —y(wTz;+b)+1—-g<0 (2.23)

a;gi(w, b, e) = & —ai(yi(wlz+b) +1—¢g)=0 (2.24)

hi(e) <0 &  —& <0 (2.25)

ihi(e) =0 & —Bie; =0 (2.26)

a;i >0 (2.27)

pi =0 (2.28)

Analog zum trennbaren Fall, ergibt sich aus der Gleichung (2.20), dass w eine Li-
nearkombination der Vektoren 1, ..., x,, ist. Fir «a; # 0 ist z; ein Support-Vektor.
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Im nicht-trennbaren Fall unterscheidet man zwei Arten von Support-Vektoren.
Fiir oy # 0 folgt aus (2.24), dass y;(wlz; +b) = 1 — ;. Falls g; = 0, liegt ; als
Support-Vektor auf einer der Randhyperebenen, denn dann gilt y;(w?z; + b) = 1.
Andernfalls ist ¢; # 0 und x; eine Missklassifikation. In diesem Fall impliziert
(2.26) 8; = 0 und (2.22) o; = C. Damit koénnen wir aus den KKT-Bedingungen
folgern, dass ein optimaler Wert fiir das QP gegeben ist wenn fiir Vi € {1,...,m}

oz1:0<:>yz(waZ+b) >1
0<ai<C'<:>yi(wai+b)=1
o = C & y(w'z; +b) < 1.

2.4.2 Das duale Optimierungsproblem
Theorem 2.8. Das duale Optimierungsproblem zu (2.18) ist

m 1 m
mgx(Z o — §|| Zaiy¢$i||2)7
i=1 i=1

so dass Zaiyi =0,
i=1
0 S Q; S C?

Vie {1,..m}.

(2.29)

(2.30)

Beweis. Analog zu dem trennbaren Fall setzen wir die KKT-Bedingungen in (2.19)

ein und erhalten

) 1 m m m
inf Lw,ba) = S il ® = 3 iy (X ajyzy)vs +b) — 1 + <)
0 i=1 i=1 j=1
- Z Biei +C Z Ei
i=1 =1

(2.26)

1 m m m m
= §|| Z%%%Hz — || Zaz’yixi”2 — bzaiyi+zai
i=1 =1 =1 i=1

(231)

m m
— Z ;€ + C Z Ei
i=1 =1
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1 m m m m
- _ 5” S|P+ =D e+ CD gy
=1 =1 =1 =1

Aus der Bedingung (2.22) erhalten wir C' = «a; + ;.
- Zo‘igi + (i + B3i) Zé‘i
i=1 i=1 i=1
1 m m m m m
= - §H Yooy P Y =Y e+ e+ Y g
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

——
=0

1 m m
inf £=— 2| awiz|]’ + >
w,b,e 2 i1

=0

Damit ist
m 1 m
J}lgiﬁ = ;0@ - §|| ;%%%HQ

und das duale Optimierungsproblem zu (2.18) gegeben mit

m 1 m
IIléiX(Z o — §|| Zaiyi$i||2)7
i=1 i=1

so dass Z a;y; = 0,

=1
0 S Q; S O?
Vie{l,..m}.

]

Das duale Optimierungsproblem unterscheidet sich nur durch die Nebenbedin-
gung 0 < o < C, die sich aus §; > 0 und C = «; + §; ergibt, von dem Optimie-

rungsproblem im trennbaren Fall.
Auch in diesem Fall kénnen wir die Hyperebene mit o wie folgt ausdriicken.

h(z) = sgn(w”z +b) = sgn(>_ ayy;x] T +b)

i=1
Analog zum trennbaren Fall, konnen wir b mittels der Support-Vektoren x; defi-

nieren, welche 0 < a < C' erfiillen.

m
T
b=y — > ajy;x;
=1
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3 SMO-Algorithmus

Fir eine Trainingsmenge S = {(z1,41), ..., (T, Ym) } mit x; € R™ Beispielen und
ihren zugehorigen Labels y; € {+1, —1},4 € [m] haben wir eine Hyperbene gesucht,
die S linear und mit moglichst groBem Abstand in die beiden Klassen unterteilt.
Dafiir haben wir iiber die Definition der Marge das primale Optimierungsproblem
aufgesetzt und die Bedeutung der sogenannten Support-Vektoren kennengelernt.
Uber die Lagrange-Dualitéit haben wir dann die duale Form des Optimierungspro-
blems hergeleitet. Das Ziel des SMO-Algorithmus ist es nun eine schnelle approxi-
mierende Losung fiir dieses duale Optimierungsproblem zu liefern.

3.1 Geschichtlicher Hintergrund & Konvergenzgewahrleistung

1998 fiihrte John C. Platt den SMO-Algorithmus ein, welcher der Losung quadra-
tischer Optimierungsprobleme dient. Das Training von Support Vektor Maschi-
nen kann die Losung eines sehr komplexen und hochdimensionalen quadratischen
Optimierungsproblems fordern. Der SMO-Algorithmus zerlegt ein solches grofiere
quadratische Optimierungsproblem in eine Reihe kleinstmoglicher quadratischer
Optimierungsprobleme. Diese QP’s werden exakt gelost, wodurch eine zeitaufwén-
dige numerische QP-Optimierung als innere Schleife vermieden wird.

Vladimir Vapnik beschrieb bereits eine Methode, wie dieses grole QP in eine Reihe
kleiner QP’s zerlegt werden kann, die seitdem als "Chunking"'-Methode bekannt
ist. Der Chunking-Algorithmus nutzt die Tatsache, dass der Wert des QP’s unver-
andert bleibt, wenn man diejenigen Zeilen und Spalten der Matrix entfernt, die den
Lagrange-Multiplikatoren Null entsprechen. Daher wird das grofle QP-Problem in
eine Reihe kleiner QP-Probleme zerlegt, deren Ziel es ist, alle Nicht-Null Lagrange-
Multiplikatoren zu identifizieren und alle Null Lagrange-Multiplikatoren zu ver-
werfen. In jedem Schritt 16st der "Chunking'-Algorithmus ein QP-Proplem, das
aus jedem Nicht-Null Lagrange Multiplikator aus dem letzten Schritt und einer
bestimmten Anzahl an schlechten Beispielen, die die KKT-Bedingungen verletz-
ten, besteht.

Wie Platt in [Pla98] beschreibt, beinhaltet (2.30) eine Matrix mit einer Anzahl von
Elementen, die dem Quadrat der Anzahl der Trainingsbeispiele entspricht. Diese
Matrix kann nicht in 128 Megabytes untergebracht werden, wenn es mehr als 4000
Trainingsbeispiele gibt. Durch Chunking wird die Gréle der Matrix von der An-
zahl der Trainingsbeispiele zum Quadrat auf ungefahr die Anzahl der Lagrange-
Multiplikatoren ungleich Null zum Quadrat. Allerdings kann Chunking immer
noch keine groflen Trainingsprobleme losen, da selbst diese reduzierte Matrix mog-
licherweise nicht in den Speicher passt.
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1997 bewiesen Osuna, Freund und Girosi in [Gir97] ein Theorem, das eine neue Rei-
he von QP-Algorithmen fiir SVM’s vorschliagt. Dieses Theorem beweist, dass das
grofie QP-Problem in eine Reihe von kleineren QP-Unterproblemen zerlegt werden
kann, solange in jedem Schritt mindestens ein Beispiel, das die KKT-Bedingungen
verletzt, hinzugefiigt wird. Mit jedem Schritt wird die Zielfunktion reduziert und
ein Punkt beibehalten, der alle Nebenbedingungen erfiillt. Dabei wird vorgeschla-
gen, dass eine konstante Grofe fiir jedes QP-Teilproblem beizubehalten ist. Dies
impliziert, dass in gleichem Mafle Beispiele hinzugefiigt und entfernt werden. Das
ermoglicht das Training von beliebig grofien Datensétzen. Genauer, der Algorth-
mus schlégt das Hinzufligen bzw. Entfernen von genau einem Datensatz pro Schritt
vor. Offensichtlich ware das ineffizient, weshalb in der Praxis mehrere Beispiele
addiert und subtrahiert werden. Allerdings wird in jedem Fall fiir diese Methode
ein numerischer QP-Loser benotigt und die numerische QP ist bekanntermaflen
schwieriger zu losen.

Sequential-Minimum-Optimization ist ein einfacher Algorithmus, der das SVM
QP-Problem schnell 16sen kann, ohne zusétzliche Matrixspeicherkapazitat zu be-
nétigen und vor allem ohne numerische QP-Optimierungsschritte zu verwenden.
SMO zerlegt das gesamte QP Problem in QP-Unterprobleme und nutzt das Theo-
rem von Osuna, um Konvergenz zu gewéhrleisten.

Wir stellen die erwéhnten Konvergenztheoreme aus [Gir97] im Folgenden kurz vor.
Dazu formulieren wir das Optimierungsproblem (2.30) wie folgt um: Es bezeichne
e den Einheitsvektor und @ = (¢; )i j=1,.m €ine m x m-Matrix mit den Eintragen
¢ij = yiyjxi x;. Sei weiter @ = (v, ..., ap) € R™ Yy = (Y1, o, Yim) € {+1,—1}™ und
¥(a) = e’a — o’ Qa. Dann lisst sich das duale Optimierungsproblem (2.30) wie
folgt umformulieren.

1
max ela — iaTQa (3.1)
0<a<C
y'a =0

Wir partitionieren die Indexmenge in zwei Teilmengen B C {1,....m} und N =
{1,...,m} \ B und zerlegen e in ap und ay. Wir erlauben eine Veranderung nur
fur ap und lassen damit e konstant.

Mit
U(a) = V(ap,an)

1
=ela+elay — 5[0%@33013 + agQBNaN + Q%QNBGB + azj;zQNNaN]
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ergibt sich folgendes QP-Unterproblem zu (3.1).

1
T T T T T T
I%%X ecea+t+eay— §[OABQBBOAB +azQpnay + ayQnpap + ayQynvay],
so dass apyp +anyy =0,

OSQBSC.

In dem gegebenen QP-Unterproblem stellt e’ ay —1ak Qyyay cine Konstante dar.
Da (z;,z;) := xl z; symmetrisch ist, folgt

abQpray +ayQypap = 205Qpnay.

Dies ist eine sehr wichtige Vereinfachung, da sie es uns erméglicht, die Grofle des
Teilproblems unabhéngig von der Anzahl der festen Variablen N zu halten, d.h.
sie ist auch unabhéngig von der Anzahl der Support-Vektoren.

Theorem 3.1. Es sei oben angegebenes QP-Unterproblem zu in (3.1) angegebenem
QP-Problem gegeben. Das Verschieben einer Indexvariable von B nach N ldsst die
Zielfunktion ¥ (a) unverdndert und die Zuldssigkeit fir beide QPs, das Teilproblem
und das urspringlichen Problem, wird dabei nicht verletzt.

Beweis. Sei B' = B\ {k} und N’ = N U{k}, wobei k € {1,...m} beliebig gewahlt
werden kann. Dann gilt:

1
V(ap,ay) = Z o; + Z Q; — 5[ Z ;0 Q45 + 2 Z Q Z a;Qij + Z ;05 Q ]
i€B iEN ijEB i€B  jEN iJEN
1
=Y aitag+ Y a— 5[ > 00 Qi 4 200 Y Qi
i€B’ ieN ijEB i€B’
+ 20 Y Qi +2 ) i Y Qi + a Qrk + > aia;Qyl
jEN i€B’ jEN ijeN
1
=Y ai+ > - 5[ > oaiaQi +2) i Y Qi+ Y Q]
i€B’ iEN ijEB i€B’ jeN' iJEN

= \I/(C!B/,QN/)
Die Losung ¥(ap,apy) ist zulédssig fur das QP-Unterproblem, da

0=aLys +akyn
= ag’yB’ + apyr + a%yN

T T
= apyp +olyy

gilt und die Nebenbedingung 0 < a < C unberiihrt bleibt. O
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Bemerkung 3.1.1. Wenn das Teilproblem vor einer solchen Ersetzung optimal
ist, ist das neue Teilproblem dann und nur dann optimal, wenn j die Optimalitdts-
bedingungen aus (2.29) fir den entsprechenden Fall erfillt.

Theorem 3.2. Sei obiges Q)P-Unterproblem gegeben. Das Verschieben einer Va-
riablen von N nach B, welche die Optimalitdtsbedingungen verletzt, fiihrt zu einer
strikten Verbesserung der Zielfunktion V(a) wenn das QP-Unterproblem erneut
optimiert wird.

Beweis. Der Beweis folgt direkt aus Thorem 3.1 und der Tatsache, dass die KKT-
Bedigungen ein notweniges und hinreichendes Optimalititskriterium fiir das an-
gegebene QP sind. m

Gemaf Theorem 3.2 wird die Zielfunktion bei jeder Iteration strikt verbessert.
Da die Zielfunktion W(«) beschrankt ist (V(«) ist konvex quadratisch und die
zuldssige Menge ist beschrankt), muss der Algorithmus in einer endlichen Anzahl
von Iterationen zur globalen optimalen Loésung konvergieren.

Der SMO-Algorithmus kann als Spezialfall des Algorithmus in [Gir97] betrachtet
werden, bei dem die Grofle der Optimierung zwei betragt und beide Lagrange-
Multiplikatoren bei jedem Schritt durch neue Multiplikatoren ersetzt werden, die
durch gute Heuristiken ausgewéhlt werden.

3.2 Sequential Minimal-Optimization

SMO wahlt in jedem Schritt das kleinstmogliche Optimierungsproblem. Fiir un-
ser SVM-QP beinhaltet das kleinstmogliche Optimierungsproblem zwei Lagrange-
Multiplikatoren. In jedem Schritt wéhlt der SMO-Algorithmus zwei Lagrange-
Multiplikatoren zur gemeinsamen Optimierung, findet die optimalen Werte fiir
diese Multiplikatoren und aktualisiert das SVM, um die neuen optimalen Werte
zu berticksichtigen.

Der Vorteil des SVM liegt darin, dass das Losen fiir zwei Lagrange-Multiplikatoren
explizit erfolgen kann. Dadurch wird eine numerische QP-Optimierung vollstandig
vermieden. Auch wenn im Laufe des Algorithmus mehrere QP-Unterprobleme ge-
16st werden miissen, ist jedes Teilproblem so schnell, dass das gesamte QP-Problem
schnell gelost werden kann.

Der SMO-Algorithmus besteht aus zwei Komponenten: einer expliziten Methode
zum Losen der beiden Lagrange-Multiplikatoren und einer Heuristik, zur moglichst
optimalen Auswahl der zu optimierenden Multiplikatoren.



3 SMO-Algorithmus 24

3.2.1 Losen der zwei Lagrange-Multiplikatoren

Um die beiden Lagrange-Multiplikatoren zu losen, berechnet SMO zunéchst die
Nebenbedingungen fiir diese Multiplikatoren und 16st dann das eingeschrankte
Minimum. Wir kennzeichnen der Einfachheit-halber alle Grolen, die sich auf den
ersten Multiplikator beziehen, mit einer tiefgestellten 1 und die Grofien, die sich
auf den Zweiten beziehen mit einer 2. Zudem steht a®? fiir den Wert von a vor
der Optimierung und o fiir den Wert nach der Optimierung.

Wir betrachten das Optimierungsproblem (2.30) aus Kapitel 2.4.2 und maximieren
iiber die zwei Lagrange-Multiplikatoren a; und as.

m 1 m m
max( =g SN aiajyl-ijiT:cj>, (3.2)
i=1

at,o : :
12 i=1j5=1

so dass Zaiyi =0,
i=1
0 S (6% S C?

Vie {l,..m}.

O.B.d.A. wird zuerst eine Losung fiir ay berechnet. Mit den gegebenen Nebenbe-
dingungen lassen sich eine untere Schranke L und eine obere Schranke H bestim-
men, so dass L < ay < H.

Fir a; und ay gelten die folgenden Beschréankungen.
(1)0§O&1§C = Ogozl/\algC = 02—041/\—06120
(2)0§C¥2§C 54 OSCKQ/\O(QSC = 02—&1/\—05220

Mit Hilfe von (1) und (2) kénnen wir nun y;c; + yacr fiir ay tiber eine Fallunter-
scheidung abschétzen.

Theorem 3.3. Fir das Optimierungsproblem in (3.2) ergeben sich die folgenden
Schranken L und H, so dass L < ag < H.

L =max(0,as — 1), H=min(C,C —ay+ay) fir y =y
L=max(0,a1 + ap — C), H=min(C,aq + o) fiir y; # ys

Beweis. Fall 1: y; = y»
Aus den Ungleichungen (1) und (2) folgt fir y; = yo =1

Y10 +yaoe = o + g < C + o
a2§0+042_06120—a1+052
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und

Analog folgt fir ¢y, = yo =

Y101 + Yovg =

und

Fall 2: y; # o

04+ ay < ay+ ay
g < aq +

g — a1 < as.

—1

—op —ap > —C —

—ap > —C -y + oy
OéQSC—FOéQ—Oél:C—Oél—i‘OQ

0—0422—011—042
OéQSOél—i‘Oéz

ay — a1 < Qs.

Aus den Ungleichungen (1) und (2) folgt fir y; = 1,y = —1

Y10 + s = o —ay < C — o

und

—ay <C - —oy
ar>—CHat+ag=01+ay—C

0—ay <o —a
—y — a1 < —a

Qg + 0 Z Q9.

Analog folgt fir y; = -1,y =1

Y10 + Y100 = —ag +as > —C + a9

und

O./QZ—C—FOQ—I—OQZOQ—FO&Q—C

O0+ay > —a; +ay

Qg + a1 2 Q.
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Damit erhalten wir fiir y; = y» die Schranken
L =max(0,a2 — o), H =min(C,C — oy + )
und fiir y; # y» die Schranken
L =max(0,a; + ap — C), H =min(C,a; + )
O

Theorem 3.4. Sei W(ay) := Y70 o — 5 30 X0 agogyy ol @ die Zielfunkti-
on aus (3.2) in Abhingigkeit von as mit (a1, as,...,q,) € Rz, € R™ vy, €
{+1,—-1} und i,5 € {1,..,m}. Dann ist
PV (ay) T T T
n = Py = 21 Ty — T} T1 — Ty T2
Beweis. Wir schreiben zuerst W(ay) geeignet um und bezeichnen mit W,y,s den
Teil aus der Zielfunktion, der nicht von ay und «; abhéngt.

m 1 m m
U(ag) = Z oy — 5 Z Z az‘&jyiyjfﬂzrxj
i=1 i=1j=1
m 1 m
= Z o — i(Z(aialyiylxiTxl + QY YTl To o G Y YT T))
i1 i=1
1 m
= a1+ oy — 50&%%{1’1 — §@§$g$2 — a1a2y1y2x1Tx2 — Z alozjylijlij
=3
- Z a2ajy2ijng + \chonst
=3
Sei des Weiteren ay + y1y200 := k(ag) und 3195 := s, so erhalten wir nun eine
Zielfunktion nur in Abhangigkeit von as:
1 1
U(az) = k(az) — saz + g — §(k(042) — sp)T] 1 — iagxglé (3-3)

m

— s(k(az) — saz)aoz] xo — > (k(an) — saa)ay1y;x]
=3

- i 20203 T + Weonst
=3
Mit (3.3) und unter Verwendung von s?> = 1 erhalten wir
OV (ay)
day

= — 5+ 1+ s(k — sag)al 1 — apalwy — skal zy + 20007 29 (3.4)

m m
T T
5 QYT T — Y QYT T
=3 =3
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und damit ist die zweite Ableitung nach sy gegeben mit

82\11 (6]
02() =201 Ty — 21 Ty — T3 Ty
Q2

]

Mit Hilfe der ersten und zweiten Ableitung konnen wir die optimierten Werte
fir oy und «» herleiten.

Bemerkung 3.4.1. Da Theorem 3.4 n < 0 garantiert und n # 0 fir i # j,i,7 €
{1,...,m}, betrachten wir nur den Fall n < 0.

Theorem 3.5. Unter der Bedingung, dass nur die Werte fiir c; und co gedndert
werden dirfen, wird der mazimale Wert der Zielfunktion in (3.2) fir n < 0 unter

B - E
qpen — gy — VLT B2 177 2) (3.5)

und

neu

. neu,clipped
a™ = a1 + s(ag — o )

angenommen, wobet

H fir o > H
ab®™  fir H <ab™ <L
L fir ab <L

,clipped
a;zeu clipped _

und
E; = U(%) - Y,
u(w;) =) ajy;r; wj+b
j=1

Beweis. Damit a5 ein kritischer Punkt ist, muss demnach nur

OV (ag™)

neu
ool

=0
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gelten. Gegeben (3.4), mit k(az) = a1 + s und ag, s = y1y2 berechnen wir

ov
0 = 8((ya2) = —s+1+s(k(a) — sag)z] o1 — awy wy — sk(ag)r] oy
2

m m
T T T
+ 20T Ty 4+ 5 Y GIIYTL T — Y OGY2Y;Ts T
ji=3 7j=3

T
= — s+ 1+sk(a)rlz — o™zl o) — anrlzy — sk(ag)z] oy

m
T T
QYT Ty — Z QjY2Y;Toy Tj
j=3

+ 2042:5?:@ + s Z
=3

= —s+1+p oyl — Y ayry )
j=3 J=3

Y2
S

+ sk(ag)(:clTa:l — xlTxg) + Qp (—:clTazl — a:QT:cg + 2x1T:U2)

=n
m m
& —agn = —s+ 1+ oyt — Y oy )
=3 =3
+ sk(aw)(z] 21 — 2] 70)

S —aonye = Yo — 1+ yik(an) (@] T — 2] 3) + Yy oy
=3

m
- Z O‘jijgl‘j
=3
Mit
m m
Z ajijiij = alylxiT:cl + ozngxiT:cg + Z Ozjijiij
j=1 j=3

fur ¢ € {1,2} erhalten wir

m

—qonys = Yo — vy + k(@2 — 2] 1) + Y ajyat T —oqyia] 1
j=1

=u(x1)—b

m
T T T T
— QlaTy T — Z QYT Ty +0 Y105 T1 + Q2lYaly To
=1

=u(xz2)—b
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Einsetzen von k = oy + 419209 und E; := u(x;) — y; ergibt

T T
—aony2 =E1 — By + y1(oq + tiyea2)r; o1 — Y1 (0 + y1yee) ] T2
T T T T
— QY1T] T1 — QYo T2 + QY175 T1 + QoYoTy To
_E . E T T . T - T
=In 2 T Y1127 T1 + Yooy T — Y1007 To — Yoo X7 T2
T T T T
— QY17 T1 — QYo T2 + QY175 X1 + QoYoTy To
_E o E T o T o T T
=i 2 T Yooy T1 — Yooy Ty — Qa7 T + (aTy T

=F\ — By + ypory (a7 2y 4+ 2l 0y — 207 25)

=-1

Daraus erhalten wir

—aanye = By — Ey — aonys
aonys = aonys — (Ey — E»)

E, - FE
= ageu _ O[glt _ y2( 177 2)

FE; wird auch als Fehlerrate des i-ten Trainingsbeispiels bezeichnet.

Falls das Maximum auflerhalb der Grenzen liegt, wird a5* entsprechend angepasst:

H fir af>H
ab®™ fir H<oay®™ <L
L fir of <L

neu,clipped
o pped __

Fir s = y1y2, bestimmt man den Wert von o} trivialerweise wie folgt.

neu __ neu,clipped
a™ = a1 + s(ar — o )

]

Des Weiteren ergeben sich dann fiir af*"* die untere Schranke L; und die obere
Schranke H; mit:

Li=oy+s(aa—L) Hy=a1+s(ae—H)
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3.2.2 Heuristik fiir die Wahl der zu optimierenden Multiplikatoren

Bisher haben wir hergeleitet, wie die zwei ausgewahlten Lagrange-Multiplikatoren
zu optimieren sind. In diesem Abschnitt klaren wir, wie die passenden Indizes in
jedem Iterationsschritt gewédhlt werden und welche Groflen zuséitzlich angepasst
werden miissen.

Solange SMO bei jedem Schritt zwei Lagrange-Multiplikatoren optimiert und min-
destens einer der beiden die KKT-Bedingungen vor der Optimierung verletzt,
wird mit jedem Schritt die Zielfunktion laut Osunas Theorem vergréfert bzw.
verringert. Je nachdem ob man das Maximierungs- oder Minimierungsproblem
betrachtet. Daher wird Konvergenz garantiert. Um die Konvergenz zu beschleu-
nigen, verwendet SMO Heuristiken fiir die Wahl der zu optimierenden Lagrange-
Multiplikatoren. Man unterscheidet zwischen zwei Auswahlheuristiken. Die Wahl
der ersten Heuristik liefert die duflere Schleife und bezieht sich auf den ersten
Lagrange-Multiplikator und die Wahl der zweiten Heuristik auf den zweiten La -
grange-Multiplikator.

Die duflere Schleife iteriert zunéchst iiber die gesamte Trainingsmenge und be-
stimmt, ob jedes Beispiel die KKT-Bedingungen verletzt. Wenn ein Beispiel die
KKT-Bedingungen verletzt, kommt es fiir eine sofortige Optimierung in Frage.
Anschlielend wird der zweite Multiplikator mit Hilfe der zweiten Heuristik ausge-
wahlt und die beiden Multiplikatoren werden gemeinsam optimiert.

Um das Training zu beschleunigen, iteriert die &uflere Schleife nicht immer durch
die gesamte Trainingsmenge. Nach einem Durchlauf durch die Trainingsmenge ite-
riert die auBere Schleife nur iiber die Beispiele, deren Lagrange-Multiplikatoren
weder 0 noch C sind, die nicht-gebundenen Beispiele. Wie wir in Kapitel 2.4.1
feststellen konnten, sind die Support-Vektoren, diejenigen die 0 < a;; < C' erfiillen
und damit sind die Trainingsbeispiele mit a; € {0, C'} nicht-bindend fiur das Op-
timierungsproblem. Auch hier wird jedes Beispiel anhand der KKT-Bedingungen
tiberprift und Beispiele, die gegen die Bedingungen verstoflen, kommen fiir ei-
ne sofortige Optimierung und Aktualisierung in Frage. Die auflere Schleife macht
wiederholte Durchlédufe iiber die nicht-gebundenen Beispiele, bis alle diese Bei-
spiele den KKT-Bedingungen gehorchen. Die &duflere Schleife geht dann zuriick
und iteriert iber die gesamte Trainingsmenge. Damit wechselt die duflere Schleife
zwischen einzelnen Durchlédufen iiber die gesamte Trainingsmenge und mehreren
Durchlaufen iiber die nicht-gebundene Teilmenge, bis die gesamte Trainingsmenge
den KKT-Bedingungen innerhalb von e gehorcht, worauthin der Algorithmus be-
endet wird.

Bei der ersten Auswahlheuristik konzentriert sich der Algorithmus im Wesent-
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lichen auf die Prozessorzeit der Beispiele, die am wahrscheinlichsten die KKT-
Bedingungen verletzen und das sind die nicht-gebundenen Beispiele. Wahrend der
Laufzeit des SMO-Algorithmus werden Beispiele, die an den Grenzen liegen, sehr
wahrscheinlich auch an den Grenzen bleiben. Wohingegegen Beispiele, die sich wei-
ter weg von der Grenze befinden, durch die Optimierung anderer Beispiele, ver-
schoben werden. Daher iteriert SMO solange iiber die nicht-gebundene Teilmenge,
bis diese selbstkonsistent ist. Im Anschluss wird der gesamte Datensatz gescannt,
um nach allen gebundenen Beispielen zu suchen, die auf Grund der Optimierung
der nicht-gebundenen Teilmenge, die KKT-Bedingungen verletzen.

Wie bereits erwahnt, gewahrleistet SMO Konvergenz. Die Schnelligkeit der Kon-
vergenz hingt von der Wahl von ¢ ab. Typischerweise wird z.B. ¢ = 107 ge-
setzt, da man in der Regel mit keiner hohen Genauigkeit die Erfillung der KKT-
Bedingungen voraussetzt. Deswegen sollte man bedenken, dass der Algorithmus
bei Erwartung hoher Genauigkeit langsamer konvergieren wird.

Bei der zweiten Auswahlheuristik geht es um die optimale Wahl des zweiten
Lagrange-Multiplikators. Sobald der erste Lagrange-Multiplikator gewéhlt wurde,
sucht SMO nach einem Lagrange-Multiplikator, der in gemeinsamer Optimierung
mit dem ersten, den grofiten durchgefithrten Schritt in der Optimierung macht.
Betrachten wir die Darstellung (3.5), so kénnen wir erkennen, dass die Anderung
des zweiten Lagrange-Multiplikators von n und F; — E5 abhangt. Da die Berech-
nung von 7 zu zeitaufwendig ist, wahlt man den zweiten Lagrange-Multiplikator
so, dass F; — Fs maximiert wird.

Unter ungiinstigen Umstdnden kann SMO mit der oben beschriebenen zweiten
Auswahlheuristik keinen Fortschritt erzielen. In diesem Fall beginnt SMO mit
der Iteration durch die nicht-gebundenen Beispiele und sucht nach einem zwei-
ten Beispiel, das einen positiven Fortschritt erzielen kann. Wenn keines der nicht-
gebundenen Beispiele einen positiven Fortschritt macht, beginnt SMO, durch den
gesamten Trainingssatz zu iterieren, bis ein Beispiel gefunden wird, das einen Fort-
schritt erzielt. Sowohl die Iteration durch die nicht-gebundenen Beispiele als auch
die Iteration durch die gesamte Trainingsmenge werden an zufélligen Stellen gestar-
tet. Unter extrem degenerierten Umstdnden wird keines der Beispiele ein adaquates
zweites Beispiel ergeben. Wenn dies geschieht, wird das erste Beispiel ibersprungen
und SMO fahrt mit einem anderen ausgewéahlten ersten Beispiel fort.
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3.2.3 Aktualisierung von w

Nach jedem Durchlauf muss der Vektor w aktualisiert werden. w™*" ergibt sich

aus der Differenz der beiden optimierten Lagrange-Multiplikatoren und deren ur-
spriinglichem Wert und lasst sich wie folgt ermitteln.

neu,clipped

T — )y + ye(ag (2) T2

WY = walt + n (al

3.2.4 Aktualisierung von b

Wir haben bereits in den vorherigen Kapiteln festgestellt, dass b mittels der Support-
Vektoren ausgedriickt werden kann.

b=y —w'; =y — Z &jyj$;‘~rxi7
i=1
wobei z; ein Support-Vektor ist.
Ist ap* € (0,C) folgt 1 = u(z;) und damit wird by fir of¢* wie folgt aktua-

lisiert.

T

neu,clipped T alt
T1To + Yoy Ty T2

m
_ alt T neu T alt T
by =1 — Zaj YjTyT; — Y10 T 1+ Y10q T3 T1 — YOy
Jj=1

_ neu alty T neu,clipped alt\ .. T alt
= —E1 — i (o)™ — oy )z 21 — oo — oy )Ty + b
Analog erhalten wir by fiir a5* € (0,C):
_ neu alty T neu,clipped alty T alt
by = —Ey — y1 ()" — af"")xy 22 — y2(ad — a8 )y e + b

Wenn sowohl by, als auch b, giiltig sind, dann sind sie gleich. Wenn die beiden op-
timierten Lagrange-Multiplikatoren an den Grenzen liegen und L # H gilt, dann
gibt das Intervall [by, bo] die Werte an, die mit den KKT-Bedingungen iiberein-
stimmen und SMO wéhlt die Mitte des Intervalls.

3.2.5 Aktualisierung von E

Fir alle a;, die 0 < «; < C erfiillen, wird die Fehlerrate E; wie in Theorem 3.5
definiert, konstant angepasst und mitgefiithrt. F; wird dabei wie folgt aktualisiert.
Er = EM — af'yiafz; + o yiw] v — o g + Oégeu’dippwyzxgl"i — b

+ bneu
_ E;»llt + (O/lzeu _ Oé‘lzlt)l'{l'i + y2(ageu,clipped . Oéglt)l'gl’i o balt 4 prev

Liegt o; an den Grenzen, also fir «; € {0,C}, so wird E; gleich Null gesetzt.
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3.3 Zusammenfassung
Wir setzen eine Trainingsmenge S = {(z1,41)..., (T, Ym)} € {X X Y} fur m €

N, X e R"Y € {+1, -1} mit y; = f(z;) Vi € {1,..,m} voraus. Gesucht ist die
Losung des folgenden Optimierungsproblems.

m 1 m
mgx(Z oy — §|| Z aiyi$i| |2> J
=1 i=1

so dass Z a;y; = 0,
i=1
0 S Q; S Ca

Vie{l,..m}.

1. Sei k € N. Setze k = 1 und setze o* = (af, ...,
Startwert und Losung des QPs.

) = (0,...,0) € R™ als

k
m

2. Ist of optimal fiir das QP, STOP. Andernfalls finde eine zwei-elementige
Teilmenge B = {i,j} C {1,...,m} wie in 3.2.2 beschrieben, um passende
«; und «; zu optimieren. Definiere N = {1,...,m}\B und of, und of; als

Untervektoren von oF.

3. Bestimme die Schranken fiir o, so dass L < a; < H:

Fir y; = y; : L = max(0,a; — ;) und H = min(C,C — a; + o)
Fir y; # y; : L = max(0,; + a; — C) und H = min(C, a; + )

—9,T T T
4. Berechne n = 2z z; — x; x; — x5

ket _ b YilEi— Ej)

x; und setze

j j n
mit B; = (X7 afy;efz; +b) — i
Passe af“ entsprechend den Schranken an:
L fir a;‘f’“ <L
abth = ot fir H<ajt'<L
H fur oz?“ > H
6. Setze
aftt = af + yiy;(af — i)
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7. Aktualisiere w, b und F wie in (3.2.3), (3.2.4) und (3.2.5) beschrieben.

8. Setze ak'=ak und o**! als neue optimale Losung des OPs.

Gehe zu Schritt 2.

3.3.1 Beispiele

Wir zeigen an Hand von zwei einfach gewahlten Beispielen zuerst die Losung des
SMO-Algorithmus auf und veranschaulichen das Resultat im Anschluss geome-
trisch. Wir beschréanken uns dabei auf eine Trainingsmenge mit zwei Datensétzen,
so dass die Schleifen zur Ermittlung der zu optimierenden Multiplikatoren wegféllt.

Beispiel 3.6. Sein = 2 und S = {(x1,11), (x2,y2)} = {((1,1),-1),((2,2),1)}
eine gegebene Trainingsmenge mit m = 2 Daten, wobei x € R™ und y € {+1, —1}.

Greifen wir die Spam-Erkennung aus der Einleitung auf, so konnten x; = (1,1)
und xo = (2,2) zwei E-Mails mit ihren jeweiligen Eigenschaften, projiziert auf die
reellen Zahlen, sein. Dabei konnte y, = —1 fir ,Nicht-Spam “ und ys = 1 fiir
»Opam*“ stehen.

Wir setzen a = (0,0)T,w = (0,0)",b =0 als Startwerte.

Mit Hilfe des im Anhang A angegebenen Python-Codes simulieren wir die Zusam-
menfassung in 3.3 fiir das gegebene Beispiel und bilden die gesuchte Hyperbene mit
thren Randhyperbenen ab.

1 — wix+b=0

-—- wix+b=x1

w= [1. 1.]

b= -3.0

alpha= [1. 1.]
Fehlerratenvektor= [0. 0.]

Die gesuchte Hyperebene ist: [1. 1.] x -3.0 =0

Die Maximale Marge ist: 0.71 &

Abbildung 5: Ausgabe des Codes fiir 3.6 Abbildung 6: Hyperebene mit maximaler Mar-
ge fiir Bsp.3.6
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Beispiel 3.7. Sein =3 und S = {(z1,y1), (z2,92)} = {((1,1,1.5),—1),((5,3,5),1)}
eine gegebene Trainingsmenge mit m = 2 Daten, wobei x € R™ und y € {+1, —1}.

Wir setzen a = (0,0,0)7,w = (0,0,0)7,b = 0 und bestimmen mittels des in
Anhang B angegebenen Python-Codes die Losung des SMO-Algorithmus und si-
mulieren die Losung im Anschluss graphisch.

. wWx+b=0
wix+b=x1

w= [0.25 8.12 0.22]

b= -1.7

alpha= [0.86 8.06]

Fehlerratenvektor= [0. 0.]

Die gesuchte Hyperebene ist: [0.25 ©.12 0.22] ~Tx -1.7 =0

Die Maximale Marge ist: 2.84

Abbildung 7: Ausgabe des Codes fiir Beispiel Abbildung 8: Hyperebene mit maximaler Mar-
3.7 ge fir Beispiel 3.7
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4 Anhang

4.0.1 Anhang A

Zur Berechnung des Beispiels 3.6 wurde folgender Python Code verwendet.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import math

5 #Anfangswerte

= np.array ([[1, 1], [2, 2]11)
= np.array([-1, 11)

= len(x)

= np.zeros (m)

= O O~ O

def LinKer(x, y):
return np.dot(x, y)

eta = 2*LinKer(x[i],x[j]) - LinKer(x[i],x[i])

if y[i]l == y[j]:
L = max (0, aljl - alil)

3 else:

L = max(0, alil + al[j] - C)
if y[i] !'= y[jl:

H = min(C, C - ali]l + aljl)
else:

H = min(C, alil - aljl)

def E_FKT(i, x, y, a, m):
E=0
j =0
while j in range (m):

E =E + aljl * y[j] * LinKer(x[i], x[j1)

j=go+
return E+b-y[il]
M = np.arange (m)
#Vektor E

E = np.array ([E_FKT(k, x, y, a,

s #Zwischenwerte

m) for k in M])

- LinKer (x[jl,x[j1)
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w = w-ylil*al[il*x[i]l-y[jl*aljl*x[j]
ylil*al[il*LinKer (x[i] ,x[i])+y[jl*aljl*LinKer (x[i],x[j]1)
y[jl*aljl*LinKer (x[j],x[jl)+y[il*alil*LinKer (x[j],x[i])

Eneu = np.array([E_FKT(k, x, y, a, m) for k in M])

for k in range(m):
Eneul[k]=E[k]-y[il*alil*LinKer (x[i],x[k])-y[jl*aljl*LinKer (x[]
],X[k])_b

> alil=alil+y[il*y[jl*alj]

aljl=aljl-(y[j1*(E[il1-E[j1))/eta

if al[j] <= L:

aljl = L
elif al[j] >= H:
aljl] = H

else: aljl=alj]

2 alil=alil-y[il*xy[jl*alj]
5 w=w+y [i)*alil*x[i]l+y[jl*aljl*x[j]

bl=b1-E[i]-y[il*a[i]l*LinKer(x[i],x[i])-y[jl*al[jl*LinKer(x[i],x[j])
+b

5 b2=b2-E[jl-y[il*al[il*LinKer (x[j],x[1i]1)-y[jl*aljl*LinKer (x[j],x[j1)

+b

if a[j]>0 and al[jl<C and al[il>0 and al[il<C:
if bl!=b2: exit ()
else: b=bl

elif ((al[jl==0 or al[jl==C) and (al[jl==0 or al[jl==C) and H!=L):
b=(b1-b2)/2

else: b = b

for k in range(m):
Eneul[k] = E[k]+y[il*al[il*LinKer (x[i],x[k])+y[jl*aljl*LinKer (x[
i1,x[k1)+b

for k in range(m):
E[k] = Eneulk]

def h(w,x,b):
return LinKer (w,x) +b

3 #Plot

##Wertespanne

5 x1_arr=np.arange(-2,21,0.5)
; x2_arr=np.arange (-2,21,0.5)

plt.plot(x_valuesO[:,0],x_valuesO[:,1],label="w$ " TEx+b=0")
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4 Anhang 38
plt.plot(x_valuesplusl[:,0],x_valuesplusl[:,1],linestyle=’--",
color=’g?’)
plt.plot(x_valuesminusl[:,0],x_valuesminusl[:,1],linestyle="--",
color=’g’,label="w$ T$x+b=$\pm$1’)
plt.legend (loc=’upper left’)
3 Klassel=np.array([x[i] for i in M if y[i]==1])
Klasse2=np.array ([x[i] for i in M if y[i]l==-1])
plt.scatter (Klassel[:,0] ,Klassel[:,1])
plt.scatter (Klasse2[:,0] ,Klasse2[:,1])
maxMarge=1/math.sqrt(LinKer (w,w))
print (Pw=’,w)
print (’b=",b)
print (’alpha=’,a)
3 print (’Fehlerratenvektor=’,E)
print (’Die gesuchte Hyperebene ist:’,w,’x’,+b,’=0"’)
5 print (’Die Maximale Marge ist:’,round(maxMarge ,2))
plt.show ()
4.0.2 Anhang B
Zur Berechnung des Beispiels 3.7 wurde folgender Python Code verwendet.
import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits import mplot3d
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
import numpy as np
import math
#Anfangswerte
x = np.array([[1, 1, 1.5], [5, 3, 511)
y = np.array([-1, 1])
m = len(x)
a = np.zeros (m)
i 0
j =1
C 1
b 0
w =0
def LinKer(x, y):
return np.dot(x, y)
eta = 2 * LinKer(x[i], x[j]) - LinKer(x[i], x[i]) - LinKer(x[jl, x
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if y[il == y[jl:

L = max (0, aljl - alil)
else:

L = max(0, al[i]l + alj]l - C)

o if y[i] '= y[j]:

H = min(C, C - ali] + aljl)
else:
H = min(C, alil - aljl)

; def E_FKT(i, x, y, a, m):

E =0

j =20

while j in range(m):
E =E + al[jl * y[j]l * LinKer(x[il, x[jI)
j=go+ 1

return E+b-y[i]

M=np.arange (m)
#Vektor E

s E=np.array ([E_FKT(k, x, y, a, m) for k in M])

#Zwischenwerte

sw = w-ylil*alil*x[il-y[jl*aljl*x[j]

bl
b2

ylil*al[i]l*LinKer (x[i] ,x[i])+y[jl*aljl*LinKer (x[i],x[j])
y[jl*xaljl*LinKer(x[jl,x[jl)+y[il*alil*LinKer (x[j],x[1])

Eneu=np.array ([E_FKT(k, x, y, a, m) for k in M])

for k in range(m):
Eneul[k]=E[k]-y[il*alil*LinKer (x[i],x[k]) y[jl*aljl*LinKer (x[j
1,x[k]1)-b

alil=alil+y[il*y[jl*alj]

55 aljl=aljl-(y[jI*(E[i]-E[j]))/eta

if aljl < L:
aljl] = L
elif alj]l > H:
aljl = H
else: aljl=alj]

alil=alil-y[il*y[jl=*alj]

s w=w+y [il*al[il*x[il+y[jl*aljl*x[j]

bl=bl1-E[i]l-y[il*alil*LinKer (x[i],x[i])-y[jl*aljl*LinKer (x[i],x[j])
+b

5 b2=b2-E[jl-y[il*al[il*LinKer (x[j],x[i]l)-y[jl*aljl*LinKer (x[j],x[j])

+b

7 if al[jl>0 and al[j]l<C and al[i]l>0 and al[il<C:

if bl!'=b2: exit ()
else: b=bl
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elif ((al[jl==0 or al[jl==C) and (al[jl==0 or al[jl==C) and H!=L):

b=(b1-b2)/2
else: b=b

for k in range(m):

Eneu[k]=E[k]+y[i]l*al[i]l*LinKer (x[i],x[k])+y[jl*xaljl*LinKer (x[j

1,x[k])+b
for k in range(m):
E[k]=Eneu[k]

def h(w,x,b):
return LinKer(w,x) +b

#Plot
##Wertespanne

5 x1_arr=np.arange(-1,6,0.25)

x2_arr=np.arange(-1,6,0.25)
x3_arr=np.arange(-1,6,0.25)

##Werte die auf der Hyperebene liegen

x_valuesO=np.array ([[x1,x2,x3] for x1 in x1_arr for x2 in x2_arr

for x3 in x3_arr if h(w,np.array([x1,x2,x3]),b)==0])

> ##Werte die auf den Randhyperbenen liegen

3 x_valuesplusl=np.array([[x1,x2,x3] for x1 in xl1_arr for x2 in
x2_arr for x3 in x3_arr if h(w,np.array([x1,x2,x3]),b)-1==0])

x_valuesminusl=np.array ([[x1,x2,x3] for xl1 in xl1_arr for x2 in
x2_arr for x3 in x3_arr if h(w,np.array([xl1,x2,x3]),b)+1==0])

fig = plt.figure()

7 ax = fig.add_subplot(111l,projection=’3d’)

XX, yy = np.meshgrid(xl_arr, x2_arr)
z=(-w[0]*xx-w[1]l*xyy-b)/w[2]

z_plusi=(-w[0]*xx-w[1]l*yy-b-1)/w[2]
z_minusl=(-w[0]l*xx-w[1]l*yy-b+1) /w[2]

Klassel=np.array ([x[i] for i in M if y[i]==1])
Klasse2=np.array ([x[i] for i in M if y[i]l==-1])

7 ax.scatter (Klassel[:,0] ,Klassel[:,1] ,Klassel[:,2])

ax.scatter (Klasse2[:,0] ,Klasse2[:,1],Klasse2[:,2])

hyperbene=ax.plot_surface(xx, yy, z,label="w$ T$x+b=0’)

randhyperbenel=ax.plot_surface(xx, yy, z_minusl, alpha=0.3,
=7g7)

randhyperbene2=ax.plot_surface(xx, yy, z_plusl, alpha=0.3,
g’,label="w$ T$x+b=$\pm$1’)

color

color=’
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hyperbene._facecolors2d=hyperbene. _facecolor3d

5 hyperbene._edgecolors2d=hyperbene._edgecolor3d

randhyperbene2. _facecolors2d=randhyperbene2._facecolor3d
randhyperbene2. _edgecolors2d=randhyperbene2._edgecolor3d
ax.legend (loc=’upper left’)

maxMarge=1/math.sqrt(LinKer (w,w))
print (CCw=’,w )
print (’b=’,b )

; print (’alpha=’,a)

print (’Fehlerratenvektor=’,E)

5 print (’Die gesuchte Hyperebene ist:’,w,’ " Tx’,+b,’=0")

print (’Die Maximale Marge ist:’,round(maxMarge,2))
plt.show ()
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