Stochastik

Dominik Bullach Hannes F. Funk

Stand: 19. Juli 2015, 14:57

Dies ist eine Mitschrift der Vorlesung von Prof. Dr. Peter Pickl im Sommersemester
2015. Sie stellt den Versuch dar, den Vorlesungsstoff {ibersichtlich und versténdlich aufzu-
bereiten. Sie ist sicher nicht fehlerfrei, fiir eine nette Mail iiber Verbesserungsvorschliage
sind wird daher dankbar.

Inhaltsverzeichnis

I Endliche Ergebnisrdaume 2
1.1 Das Wahrscheinlichkeitsmaf$ . . . . ... ... ... ... .. ... ... .. 2
1.2 Die Laplace-Annahme . . . . . . .. . ... ... ... ... 4
1.3 Kombinatorik . . . . . ... 5
1.4 Bedingte Wahrscheinlichkeit . . . . . ... ... .. . Lo L 7
1.5 Unabhingigkeit von Ereignissen . . . . . . ... ... ... ... ... ..., 9

Il Uberabzihlbare Ergebnisriume 11
2.1 Das Wahrscheinlichkeitsmaf fiir iiberabzéhlbare Ergebnisrdume . . . . . . . 11
2.2 o-Algebren. . . ... 12
2.3 Zufallsgroflen . . . . ... 17
2.4 Verallgemeinerung des Unabhéngigkeitsbegriffs . . . . . . ... ... ... .. 22
2.5 Die Verteilungsfunktion . . . .. ... ... ... .. . ... 25
2.6 Spezielle Verteilungsfunktionen . . . ... ... ... ... ... .. 30

Il Invarianten von ZufallsgréBen 35
3.1 Der Erwartungswert . . . . . .. ... ... 35
3.2 Die Varianz . . . . . . ... 38
3.3 Kovarianz und Korrelationskoeffizient . . ... ... ... ... ... ..... 39
3.4 Die Ungleichungen von Markov und Tschebyscheff . . . . .. ... ... ... 43
3.5 Schwaches und Starkes Gesetz der groflen Zahlen . ... ... ........ 45
3.6 Konvergenzbegriffe der Stochastik . . . . . ... ... ... o 0. 52
3.7 Der Zentrale Grenzwertsatz . . . . . . ... o o 57

IV Statistik 61
4.1 Testen von Hypothesen . . .. ... ... ... .. . . ... . . ... . 61
4.2 Schédtzmethoden . . ... ... .. . ... 65
4.3 Das Neyman-Pearson-Lemma, . . .. ... ... ... ... ........... 70
4.4 Der y2-Verteilungstest . . . . . . .. 71

Index 75



| Endliche Ergebnisraume

Wir fithren zunéchst einige Grundbegriffe ein und entwickeln die grundlegende Theorie
zur Beschreibung von endlichen Ergebnisrdumen in enger Anlehnung an die Stochastik der
Schule, um daran die Notwendigkeit der spéter folgenden Verallgemeinerung aufzuzeigen.

1.1 Das Wahrscheinlichkeitsmal

Ziel der Stochastik ist es, mithilfe mathematischer Modelle Experimente zu beschreiben,
deren Ausgang nicht festgelegt ist, sondern einem gewissen Zufall unterliegt.

Beispiel 1.1. Beim Wurf eines Wiirfels sind die moglichen Ausgénge des Experimentes
die Augenzahlen [, (J, ... Man kann nun folgende Identifizierung vornehmen:

H+——1

B +——2

H+——3

Das mathematische Modell verwendet also die Menge {1,2,...,6}.

Definition 1.2. Die Menge 2, deren Elemente fiir die moglichen Ausgéinge eines Zufalls-
experiments stehen, heiflit Grundmenge oder Ergebnisraum. Dementsprechend werden die
einzelnen Elemente von ) Ergebnisse genannt.

Beispiele 1.3. (a) Beim Wiirfelwurf ist Q = {1,2,...,6} (vgl. Bsp. 1.1). Die Grund-
menge ist hier endlich.

(b) Beim Drehen eines Gliicksrads kann jedes Ergebnis als Winkel interpretiert werden,
d.h. © = [0;27[. Diese Menge ist ein Beispiel fiir eine iiberabzéhlbar unendliche
Grundmenge.

Definition 1.4. Falls 2 endlich ist, nennen wir jede Teilmenge von €2 ein Ereignis. Die
Menge aller Ereignisse B(€2) nennen wir Ereignisraum.

Wir méchten nun den Ereignissen Wahrscheinlichkeiten zuordnen. Dies erreichen wir mit-
hilfe eines Wahrscheinlichkeitsmafles.



1.1 Das Wahrscheinlichkeitsmaf3

Definition 1.5. Sei Q2 eine endliche Menge und seien A, B € B(Q2) beliebig. Eine Abbil-
dung P :B(Q) — R heiit Wahrscheinlichkeitsmaf, falls gilt:

(a) P(A)>0,
(b) P(Q) =1,
(c) Sind A und B disjunkt, so gilt P(Au B) = P(A) + P(B).

Die Bedingungen (a) bis (c) heiBen Axiome von Kolmogoroff!. Diese sind Axiome im klas-
sischen Sinne, d.h. es handelt sich um unmittelbar einleuchtende Prinzipien, die keines
Beweises bediirfen. Im Hilbertschen Sinne sind Axiome dagegen lediglich widerspruchs-
freie, unabgeleitete Aussagen, wobei es keine Rolle spielt, ob diese auch sinnvoll sind.

Satz 1.6. Sei 2 eine endliche Menge, P : P(Q2) - R ein Wahrscheinlichkeitsmafl und
A, B € B(). Dann gilt:

(a) P(A)<1

(b) (Satz vom Gegenereignis) P(A°) =1- P(A)

(¢c) P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB)

Beweis. (b) Da A und A° per Definition disjunkt sind, gilt nach Axiom 1.5 (c)
P(AuUA®) = P(A)+ P(A°). Wegen Au A° = also:

129 p(a) = P(AU A%) = P(A) + P(A%)
Auflésen liefert wie gewiinscht P(A¢) =1 - P(A).
(a) Wére P(A) > 1, so wire nach der eben bewiesenen Aussage (b)

P(A°)=1-P(A)<1-1=0

im Widerspruch zu Axiom 1.5 (a).

(c) Wir zerlegen Au B in disjunkte Teilmengen und erhalten Au B = (A\B) u B
(vgl. dazu auch Abb. 1.1). Mit dem Axiom 1.5 (c) erhalten wir

P(AuB)=P(A\B) + P(B)
Andererseits ist auch A = (A\B) U (An B) eine disjunkte Vereinigung, weshalb
wiederum nach 1.5 (c¢) folgt: P(A) = P(A\B)+P(AnB). Auflésen nach P(A\B)

und Einsetzen in die erste Formel liefert nun

P(AUB) = P(A) - P(An B) + P(B)

'nach Andrej Nikolajewitsch Kolmogoroff (1903 - 1987)
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A\B

Abbildung 1.1: Mengendiagramm zur Illustration des Beweises von 1.5 (c)

1.2 Die Laplace-Annahme

Es ist offensichtlich, dass es verschiedene Moglichkeiten gibt, eine Abbildung zu definieren,
die die Axiome von Kolmogoroff erfiillt. Was ist also das richtige Wahrscheinlichkeitsmaf,
das ein gegebenes Experiment modelliert?

Im Allgemeinen ist das schwer zu beantworten (siche spéter). Falls das Experiment eine
gewisse Symmetrie in den KErgebnissen aufweist, lisst sich jedoch eine vereinfachende
Annahme treffen:

1.7 (Laplace-Annahme). Gibt es keinen Grund zur Annahme, dass die verschiedenen
Ausgénge eines Experimentes sich unterscheiden, nehmen wir an, dass diese gleichberech-
tigt sind, also gleiche Wahrscheinlichkeit haben.

Betrachte den Fall, dass 2 endlich ist und treffe die Laplace-Annahme (LA) Dann lésst
sich schreiben:

1=P(2) = P fw]) HLD S ) el P({w)})

weN

Durch Auflgsen folgt sofort P({w}) = ﬁ fiir alle w € Q. Induktiv ldsst sich dies auch auf
Ereignisse verallgemeinern:

Folgerung 1.8. Sei () endlich, dann gilt unter der Laplace-Annahme fiir jedes Ereignis
AcQ A
P(A)=—.
2]

Wichtig ist, dass die Laplace-Annahme nicht fiir jedes Experiment sinnvoll ist.

Beispiel 1.9. Betrachte einen Wurf von zwei Wiirfeln. Man interessiere sich lediglich fiir
die Augenzahl der Wiirfe, also © = {2,...,12}. Das Resultat “2” kommt nur zustande,
wenn beide Wiirfel eine 1 zeigen. Fiir “7” gibt es hingegen mehrere Moglichkeiten (z.B. (I
G, D EY ...). Aufgrund dieses Symmetriebruchs kann die Laplace-Annahme (zumindest
ohne weitere Betrachtung) hier nicht verwendet werden.

Beispiel 1.10 (Ziegenproblem). Folgendes Problem erlangte Berithmtheit, als es als
Leserbrief in einer amerikanischen Zeitschrift 1990 veroffentlicht wurde. Die deutsche
Ubersetzung der Problemstellung lautet:



1.3 Kombinatorik

Nehmen Sie an, Sie wéaren in einer Gameshow und hétten die Wahl zwischen drei
Toren. Hinter einem der Tore ist ein Auto, hinter den anderen sind Ziegen. Sie
wiahlen ein Tor, sagen wir, Tor Nummer 1, und der Showmaster, der weif3, was
hinter den Toren ist, 6ffnet ein anderes Tor, sagen wir, Nummer 3, hinter dem
eine Ziege steht. Er fragt Sie nun: “M&chten Sie zu Tor Nummer 2 wechseln?”
Ist es von Vorteil, die Wahl des Tores zu dndern?

Die Antwort auf diese Frage gestaltet sich schwieriger als man zunichst meinen mdochte.
Die kurze Variante wire: Das hiangt von der Arbeitsweise des Moderators ab. Wir versu-
chen nun eine ausfiihrlichere Antwort zu geben.

Dazu legen wir bei der Wahl des ersten Tores die Laplace-Annahme zu Grunde, da die
Tore im Hinblick darauf, ob dahinter ein Gewinn zu erwarten ist, nicht zu unterscheiden
sind. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich hinter einem beliebig gewiahlten Tor ein Gewinn
befindet, betrigt folglich %

Im zweiten Schritt unterscheiden wir nun die Beweggriinde des Moderators.

(a) Nehmen wir an, es war von Anfang an klar, dass der Moderator eine der Tiiren
offtnen wird. Es treten zwei Fille auf:

(i) Im ersten Schritt wurde das Tor mit dem Gewinn gewéhlt. Durch einen Wechsel
tauschen wir also, ohne es zu wissen, den Gewinn in eine Niete um.

(ii) Im ersten Schritt wurde eine Ziege gewéhlt. Da der Moderator uns die andere
Ziege zeigt, fithrt ein Wechsel zum Gewinn.

Da die Wahrscheinlichkeit fiir Fall (i) wie oben ausgefiihrt bei % liegt, fiir Fall (ii)
jedoch bei %, ist ein Wechsel sinnvoll.

(b) Falls es die Motivation des Moderators ist, uns vom Gewinn abzuhalten, kénnte es
sein, dass er ein weiteres Tor nur oOffnet, falls im ersten Schritt das Tor mit dem
Gewinn gewihlt haben. Hier wire ein Wechsel nicht vorteilhaft.

Man sieht hier deutlich, dass die Schwierigkeit in der Behandlung stochastischer Pro-
blemstellungen meist nicht auf der Seite der Mathematik zu suchen ist, sondern in der
Wahl der Modellierung. Hier haben zusétzliche Informationen iiber die Arbeitsweise des
Moderators zu verschiedenen Modellierungen und daher unterschiedlichen Ergebnissen
gefiihrt.

1.3 Kombinatorik

In der Kombinatorik geht es meist darum, die Anzahl der Elemente bestimmter Men-
gen abzuschétzen. Diese ist besonders bei der Behandlung von Laplace-Experimenten
hilfreich, denn nach 1.8 gilt bei diesen fiir beliebige Ereignisse A ¢ 2 eines endlichen

Ergebnisraums 2 :

P() - 51

Es ist daher von besonderem Interesse, |A| und || abzuschétzen.

Bemerkung 1.11 (Kartesisches Produkt). Seien B, C endliche Mengen und A= B x C.
Dann gilt |A| = |B|-|C].
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Beispiele 1.12. (a) Betrachte ein zweistufiges Zufallsexperiment, bestehend aus einem

Miinzwurf (als Ergebnis lassen wir Kopf &) oder Zahl () zu) und anschlieBendem
Wiirfelwurf. In der Notation von oben bedeutet das fiir den Ergebnisraum:

B={®,®), C=1{0,0,... 6

A=BxC(C= {(®7B)a(®7@)7“'7(®7)7
(@,0),(@,6),....(D,8)}

Allgemeiner gilt fiir ein kartesisches Produkt M = My x Mo x. .. My, endlicher Mengen
My, ..M, mit k € IN dann |M| = [T%, |M,]. Im Sonderfall A = B* |B| = n, also
|A| = n¥, spricht man bei den Elementen von A von “k-Tupeln aus einer n-Menge,
mit Zuriicklegen”.

Gegeben sei eine Urne mit sechs unterschiedlichen Kugeln, aus der drei mal ohne
Zuriicklegen gezogen wird. Hier betridgt die Anzahl der moglichen Kombinationen
6-5-4=120. Allgemein lésst sich das folgendermaflen formulieren:

n!

|Q|:n,(n_l).(n_Q)-...-(n—k+1)=m

Hier spricht man von einem “k-Tupel aus einer n-Menge, ohne Zuriicklegen”.

Im Gegensatz zum Beispiel eben spielt beim Zahlenlotto die Reihenfolge der gezoge-
nen Zahlen keine Rolle. Mathematisch lasst sich das modellieren, indem man statt
Tupeln Mengen betrachtet. Beispielsweise konnen so durch die Mengenschreibweise
folgende Permutationen des Tupels (1,7,9) zusammengefasst werden:

{1,7,9} «+ (1,7,9),(1,9,7),(7,1,9),(7,9,1),(9,1,7),(9,7,1)

Sei nun allgemein eine n-elementige Menge A gegeben. Wir interessieren uns dafiir,
wie viele Kombinationen mit k Elementen gebildet werden koénnen, also fiir die
Miéchtigkeit der Menge

Q= {weP(A) [ |w] = k}.
Dazu berechnet man zunéchst die Anzahl der Kombinationen bei Beachtung der Rei-

henfolge wie in (b) und dividiert anschlieSend durch die Anzahl der Permutationen.
Letztere betragt fiir ein k-Tupel gerade k!. Insgesamt ist also

11 = (n+'w ()

Man spricht hierbei von “Ziehen ohne Zuriicklegen, Reihenfolge egal”.

Multinomialkoeffizient. Beim “MISSISIPPI-Problem” ist die Anzahl der Moglichkeiten
gesucht, die Buchstaben des Wortes “Mississippi” anzuordnen. Die Schwierigkeit da-
bei ist, dass gleiche Buchstaben auftreten. Wir nehmen daher zunéchst eine kiinstliche
Unterscheidung vor, d.h. wir tun so, als wéren alle Buchstaben unterschiedlich:

M115152[253S413P1P2[4

Es gibt nach (b) 11! Moglichkeiten, diese elf Buchstaben anzuordnen. Da es jedoch
hier nicht gewiinscht ist, gleiche Buchstaben zu unterscheiden, dividieren wir durch



1.4 Bedingte Wahrscheinlichkeit

die Anzahl der Permutationen. Diese ist z.B. 4! fiir die vier “I” und 1! fiir das
“M”. Damit ergibt sich fiir die Anzahl der Moglichkeiten, Anagramme des Wortes

“Mississippi” zu bilden:

111
SIS TR

Bemerkung 1.13. Den Term (Z) = (n+')'k' kennt man als Binomialkoeffizient. Er tritt
im binomischen Lehrsatz, der Verallgemeinerung der binomischen Formel, auf:

n
(x+y)"=a"+ nx”fly +... (Z)x"ikyk +...y" = Z (Z)x"fkyk
k=0

Diese Formel kann kombinatorisch interpretiert werden, denn die Anzahl der Moglichkeiten,
aus einer Menge mit n Elementen der Form (z +y) das = genau k-mal auszuwihlen be-
tridgt nach (b) gerade (Z) Der Koeffizient vor dem Summanden z" *y* ist daher der
Binomialkoeffizient (Z)

1.4 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Beispiel 1.14. Eine Fabrik stellt Glithbirnen her. Dabei ergibt eine stichprobenartige
Uberpriifung des Inhalts zweier Kartons zu je 10 000 Birnen Folgendes:

1. Karton | 2.Karton
defekt 20 250
o.k. 9980 9750

Wahlt man nun zufillig eine Birne aus einem Karton, so hingt die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Defekt also davon ab, welchen Karton wir wéihlen. Die Wahrscheinlichkeit, eine

defekte zu erwischen, falls man aus dem ersten Karton wahlt, ist also %.

Definition 1.15. Sei Q eine endliche Menge, P : B(2) - R ein Wahrscheinlichkeitsmafl
und B ¢ mit P(B) # 0. Dann nennt man fiir alle A ¢ 2 den Wert

P(AnB)

Pp(A) = P(B)

bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.
Satz 1.16. Sei () eine endliche Menge, P : B(2) - R ein Wahrscheinlichkeitsmafl und
B c Q mit P(B) #0. Dann ist die Abbildung

PB iB(Q) d R,A = PB(A)

ein Wahrscheinlichkeitsmaf.
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Beweis. Wir rechnen die drei Axiome von Kolmogorow nach, indem wir verwenden,
dass es sich bei P um ein Wahrscheinlichkeitsmafl handelt.

(i) zu zeigen: Pg(Q) =1
Es ist geméf3 der Definition

P(BnQ) P(B)

"= "pm) TP
(ii) zu zeigen: P(A) >0 fiir alle A € PB(Q)
Hier gilt
Py(A) = % >0

denn sowohl Zihler als auch Nenner sind grofler gleich Null, der Nenner ist
aufgrund der Definition sogar strikt positiv.

(iii) zu zeigen: Pg(AuC) = Pg(A) + Pg(C) falls AnC =@

P((AuC)nB) () P((AnB)u(CnB))

Pp(AuC) = P(B) P(B)
() P(AHB;;BJZ(C”B) _ Py(A) + Py(C)

Dabei haben wir an der Stelle (%) das Distributivgesetz der Mengenlehre ver-
wendet und bei (*%), dass An B < A und C'n B c C disjunkt sind, da A und C
nach Voraussetzung disjunkt sind.

O]

Satz 1.17 (Satz von Bayes). Sei €2 eine Menge, P : B(2) — R ein Wahrscheinlichkeitsmafl
und seien A, B ¢ Q) Ereignisse mit P(A), P(B) # 0. Es gilt

Pa(B)P(A)

Pp(A) = P(B)

Beweis. Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit erhilt man direkt P(An
B) = P4(B)P(A). Erneutes Einsetzen, diesmal in die bedingte Wahrscheinlichkeit
mit Bedingung B, ergibt die gewiinschte Gleichung. 0

Definition 1.18. Sei {2 eine Menge. Eine Familie { B; };.; paarweise disjunkter Ereignissen
B; € B(2) mit einer Indexmenge I heifit Zerlegung von Q, falls U;c; B; = Q gilt.

Satz 1.19 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit). Sei 2 eine endliche Menge, P :
P(2) - R ein Wahrscheinlichkeitsmafl und {B; };es eine Zerlegung von € mit einer end-
lichen Indexmenge I und P(B;) # 0 fiir alle ¢ € I. Dann gilt

P(A) = ;PBi(A) - P(B;).



1.5 Unabhéngigkeit von Ereignissen

Beweis. Betrachte

Pp.(A)P(B;) =) ——P(B;
;BZ()( ) ; P(B) (Bi)
=Y P(AnB;) Y P(An(UB))) = P(AnQ) = P(A)

iel iel
An Stelle (*) ging ein, dass die Mengen B; laut Voraussetzung disjunkt sind. Die
Wahrcheinlichkeit der Vereinigungsmenge ergibt dich damit laut 1.5 (ii) als Summe
der einzelnen Wahrscheinlichkeiten. O

1.5 Unabhangigkeit von Ereignissen

In Beispiel 1.14 im letzten Kapitel wurde das Ziehen von Gliihbirnen aus zwei verschiede-
nen Kisten betrachtet. Offensichtlich war hier die Wahrscheinlichkeit, eine defekte Birne
zu ziehen, abhdngig davon, aus welcher Kiste gezogen wurde. Ausgehend von dieser intui-
tiven Vorstellung werden wir uns in diesem Kapitel mit der Abhéngigkeit zweier Ereignisse
beschiftigen und definieren dazu zunéchst die stochastische Unabhéngigkeit.

Definition 1.20. Sei Q2 eine Menge und P : B(Q2) - R ein Wahrscheinlichkeitsmaf. Zwei
Ereignisse A, B € P(Q) mit P(B) # 0 heilen stochastisch unabhdngig voneinander, falls

P(A) = Pp(A)

gilt.

Satz 1.21. Sei ) eine endliche Menge, P : P(2) - R ein Wahrscheinlichkeitsmafl und
A, B € B(Q) zwei stochastisch unabhéngige Ereignisse mit P(A) # 0 # P(B). Dann gilt
auch

(i) B ist unabhéngig von A,
(ii) A ist unabhéngig von B¢, falls P(B) # 1,
(iii) P(AnB)=P(A)P(B).

Beweis. zu (ii): zu zeigen ist Ppe(A) = P(A)
Es gilt die Mengengleichung

A=(AnB)u(An B°)

wobei die Mengen An B und An B¢ offensichtlich disjunkt sind. Mit Kolmogoroff 1.5
(ii) erhalten wir nun
P(A)=P((AnB)uU(AnB°)=P(AnB)+P(AnB°) =
- Pp(A)P(B) + Pye(A)P(B)
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Subtraktion von Pg(A)P(B) auf beiden Seiten ergibt

Ppe(A)P(B%) = P(A) - Pg(A)P(B) = P(A) - P(A)P(B) =
= P(A)(1-P(B)) = P(A)P(B")

Nach Kiirzen von P(B¢) erhilt man die Behauptung:
Ppe(A) = P(4)

zu (4ii): Die Behauptung erhalt man direkt, indem man die Voraussetzung wie folgt
umformt

P(AnB)

P(4) = Pp(4) = P(4) = — s

< P(A)P(B) = P(An B)

zu (i): Da Aussage (ii) durch eine Aquivalenz bewiesen wurde, gilt auch die um-
gekehrte Richtung. Ist also die Gleichung P(A n B) = P(A)P(B) erfiillt, so ist A
unabhéngig von B. Ist also A von B unabhéingig, dann folgt aufgrund der Symmetrie
dieser Formel, dass B von A unabhéngig ist. O

Beispiele 1.22. Wir fiihren zwei Beispiele an, um aufzuzeigen, dass eine solche Un-
abhéngigkeit nicht immer einfach zu interpretieren ist.

(a) In Osterreich hat man durch Zihlungen herausgefunden, dass die Anzahl der Storche
von der Geburtenrate abhéngig ist (d.h. dass diese beiden Ereignisse korreliert sind).
Je hoher also die Anzahl der Storche, desto mehr Neugeborene wurden im entspre-
chenden Gebiet gezihlt. Woran liegt das?
Der wahre Grund ist natiirlich nicht, dass Kinder vom Storch gebracht werden, son-
dern eine gemeinsame Ursache aus der Vergangenheit (sowohl die Zahl der Kinder
als auch die der Storchennester nehmen seit Jahren ab).

(b) Die Zahl der in der USA geféllten Todesurteile ist mit der Hautfarbe der vermeintli-
chen Téter korreliert. Schwarze werden hiufiger zum Tode verurteilt. Eine Erklarung
konnte sein, dass die mildere Strafe durch die Hautfarbe der Téter beeinflusst wird.
Da jedoch auch die Hautfarbe von Téter und Opfer stark korreliert sind, kénnte
auch angenommen werden, dass Gerichte die Morde, in denen Schwarze die Opfer
sind, strenger verfolgen.

10



Il Uberabzihlbare Ergebnisraume

Da der Fall abzdhlbar unendlicher Ergebnisrdume wenig Neues bietet, wenden wir uns
gleich iiberabzdhlbaren Ergebnisrdumen zu und verallgemeinern die bisher vorgestellten
Konzepte.

2.1 Das WahrscheinlichkeitsmaB fiir tiberabzahlbare
Ergebnisraume

Definition 2.1 (Kolmogoroff-Axiome fiir iiberabzéhlbare Ergebnisrdume). Sei € eine
(iiberabzéhlbar unendliche) Menge. Wir betrachten eine Menge <7 ¢ (), ein Ereignis
A € o/ sowie eine Folge paarweise disjunkter Ereignisse {A;};,c; € </ . Eine Abbildung
P: o > R heiit Wahrscheinlichkeitsmajs, falls gilt:

(a) P(A) 320,
() P() =1,
(¢) P (Uier Ai) = Xier P(Ai).

An dieser Stelle kommt die Frage auf, wie die Menge 2 aussieht und warum P nicht wieder
auf der Potenzmenge von () definiert wird. Tatséchlich wiirde dies die Moglichkeiten,
ein P zu finden, das die eben gestellten Bedingungen erfiillt, stark einschrinken. Wir
verdeutlichen dies anhand des folgenden Beispiels.

Beispiel 2.2 (Gliicksrad revisited). Wir kommen auf Beispiel 1.3 zuriick. Hier war
Q =[0;27[. Wir zeigen, dass fiir diese Situation unter einer Laplace-Annahme kein Wahr-
scheinlichkeitsmaf} auf ganz () konstruiert werden kann. Es erscheint sinnvoll, eine
Art Laplace-Annahme in der Form zu treffen, dass jedem gleich grofien Winkelsegment
die gleiche Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden soll. Wir fordern daher in Analogie zu
1.8, dass jedem Winkelsegment A ¢ [0; 27| die Wahrscheinlichkeit

_AA)

PA) = Yoy

zugeordnet werden soll, wobei \(-) das Lebesgue-Mafl von A bzw. Q bezeichnet. Es gibt
jedoch Teilmengen von [0;2x[, fiir die das Lebesgue-Maf nicht definiert ist. Auf diesen
Mengen kann daher auch P nicht definiert werden, weshalb der Definitionsbereich nicht
ganz P(Q) sein kann.

11
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Lemma 2.3. Es gibt eine nicht Lebesgue-messbare Teilmenge von [0;27[. !

Beweis. Wir konstruieren als nicht Lebesgue-messbare Menge die sogenannte Vitali-
Menge. Wir sehen zunéchst, dass fiir a,b € R durch

a~b<=a-beQ)

eine Aquivalenzrelation definiert ist.

Wir benutzen nun das Auswahlaxiom, um aus jeder Aquivalenzklasse ein Element
auszuwihlen und bezeichnen die Menge dieser Reprisentanten mit M < [0;27[. Im
Folgenden zeigen wir, dass dieser Menge keine sinnvolles Mafi zugeordnet werden
kann.

Sei0+qeQund M+qg={m+q|meM}. M+qund M sind disjunkt, denn géibe es
ein m € M, das auch in M + g liegt, so wire m = m’ + ¢ fiir ein m' € M mit m + m’.
Wegen m —m’ = ¢ € Q liegen m und m' in derselben Aquivalenzklasse. Da M aus
jeder Aquivalenzklasse nur genau ein Element enthiilt, ist das unmdoglich.

Es gilt zudem
[0;27[c U (M +q) c [-2m;4n
ge[-2m;27[NQ
Die zweite Inklusion ist klar, da M um hochstens +27 verschoben wird. Um die die
erste Inklusion einzusehen, sei z € [0,27[, dann gibt es ein m € M mit = ~ m. Das
bedeutet gerade
r-m=qeQ < xz=m+qe(M+q)

mit einem x € [0, 27[.

Waéare M nun messbar, so tréife dies auch auf M +¢q zu, da diese Menge nur durch eine
Translation verschoben wurde. Insbesondere wire A\(M) = A(M + q). Wire weiterhin
A(M) =0, so wiirde aus der Additivitéit des Lebesgue-MaSBes fiir abzéhlbare, disjunkte
Vereinigungen auch

2moA[020) <A U (M+q)= ¥ A(M+g)=0
qe[-2m;27[NQ qe[-2m;2w[NQ

folgen, was offensichtlich nicht der Fall ist. Wére jedoch A(M) = ¢ € R, dann wire

6 =A([-2mAn)>2A( U (M+9q))= >, MM +q) = > € =00
ge[-2m;2m[NQ ge[-2m;2m[NQ qe[-2m;2m[NQ
was ebenfalls unmoglich sein kann. O

2.2 o-Algebren

Das Beispiel im vorigen Abschnitt zeigt, dass wir den Definitionsbereich des Wahrschein-
lichkeitsmafles einschrinken miissen, um eine sinnvolle Modellierung zu erméglichen. Da-
zu orientieren wir uns an den Axiomen von Kolmogoroff und formulieren eine allgemeine
Definition, die diesen entgegen kommt.

!Den Beweis dieser Aussage haben wir im Vergleich zur Vorlesung leicht geéindert.

12
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Definition 2.4. Sei Q ein Ereignisraum. o7 € P(Q) heiit o-Algebra iiber Q, falls
(a) Qed,
(b) fiir eine Folge { Ay, }new in &7 auch Uy Ay € & erfiillt ist,
(c) fiir jedes A € o7 auch A° € o gilt.

Beispiele 2.5. (a) Sei Q = {1,2,3}, dann ist &/ = {Q,3,{1},{2,3}} eine o-Algebra.
Man priift unmittelbar nach, dass die angegebene Menge unter Vereinigung und
Komplementbildung abgeschlossen ist.

(b) Fiir jedes Q ist P() eine o-Algebra.

(¢) Fir jedes Q ist {2, @} die kleinste und damit langweiligste o-Algebra.
Satz 2.6. Fiir jede o-Algebra <7 iiber  gilt:

(a) @ed.

(b) Falls {A,}nen eine Folge in o ist, so gilt auch N,cn Ay € &7.

(c) Endliche Vereinigungen und Schnitte von Ereignissen aus .27 sind wieder Ereignisse
aus <.

(d) Falls A, B € o/, so folgt A\B € .

Beweis. (a) Laut Axiom (a) gilt Q € o7, also ist nach (c) auch Q° = @ e 7.
(b) Nach den DeMorgan’schen Regeln ist

C
m Ay = ( U Ag)
nelN nelN
Da auf der rechten Seite nur Operationen auf eine Folge in &/ angewendet wur-
den, unter denen .o/ abgeschlossen ist, liegt auch die linke Seite in o7
(c) Uk A, = U, A, mit A, = @ fiir alle n > k. Mit a) ist @ € o/, daher ist
die Vereinigungsmenge gemifit 2.4 b) in o/ enthalten. Die Aussage fiir endliche
Schnitte beweist man genauso.

(d) An der Darstellung A\B = An B¢ sieht man, dass auch A\B aus A und B durch
elementare Operationen gebildet werden kann, unter denen &/ abgeschlossen ist.
O

Definition 2.7. Sei & eine o-Algebra und { A, },«n eine Folge in <7, dann setzen wir:

lim sup 4,, = ) (U Ak)
n—eo nelN \k>n
lim inf A,, = (]

u(na

Satz 2.8. Sei & eine o-Algebra und { A, },cn eine Folge in o/, dann gilt auch
lim sup A, €&/ und lim inf A, € o/.

n—oo n—oo

13
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Beweis. Wegen Axiom (b) der Definition ist Ugs, Ax € & fiir alle n € IN. Durch
Anwendung von Satz 2.6 (c) folgt lim,,_, sup A, € o/ wie gewiinscht. Die Aussage
fiir lim,,, o, inf A,, € &7 folgt genauso. O

Satz 2.9. Sei I eine (nicht notwendigerweise abzdhlbare) Indexmenge und {47 };c; eine
Folge von o-Algebren iiber der selben Grundmenge €. Dann ist auch & = ;5 & eine
o-Algebra.

Beweis. Wir priifen die Axiome aus Definition 2.4 nach.

(a) Da alle o7 o-Algebren sind, ist Q € o7 fiir alle ¢ € I und liegt daher auch im
Schnitt der 7.

(b) Sei {C},}nen eine Folge in . Da £ der Schnitt aller < ist, gilt C,, € 7 fiir alle
n €N und i € I. Also gilt fiir alle i € I, dass U,y Crn € &, da die o jeweils
o-Algebren sind. Damit ist auch U,y Cr € A.

(c) Sei C' e A, dann ist C € o fiir alle 7 € I. Also ist auch C° € o fiir alle ¢ € I und
es folgt C° € A.

O

Bemerkung 2.10. Die Vereinigung von o-Algebren ist im Allgemeinen keine o-Algebra.
Als Gegenbeispiel dazu betrachten wir € = {1,2,3}. Sei nun

g ={0,2,{1},{2,3}} und o4 ={Q,@,{2},{1,3}}.
Wir haben bereits in Bsp 2.5 gesehen, dass & und % o-Algebren sind. Nun ist jedoch
% = hvah={Q 2,{1},{2}{2,3},{1,3}}
keine o-Algebra, denn {1}, {2} € &, aber {1,2} ¢ 2. Damit ist 2.6 (c) verletzt.

Definition 2.11. Sei Q eine Grundmenge, M ¢ B(Q2) und #Z < P(N) die kleinste o-
Algebra, die M enthélt. Dann nennt man .# die von M erzeugte o-Algebra. Dabei ist

M= <PB(Q) |« ist o-Algebra mit M c o/}

Beispiel 2.12. Sei Q ={1,2,3} und M = {@,{2,3}}. Die von M erzeugte o-Algebra ist
dann & = {Q,@,{2,3},{1}}.

Definition 2.13. Sei (£2,d) ein metrischer Raum. Die o-Algebra, die von den offenen
Teilmengen von  erzeugt wird, heit Borelsche o-Algebra (oder Borelmenge) iiber €.

Bemerkung 2.14. In Definition 2.13 kann statt einem metrischen Raum genauso ein
topologischer Raum gefordert werden. Tatséchlich benutzt man auf einem metrischen
Raum gerade die von der Metrik induzierte Topologie, d.h. eine Teilmenge U < € ist
genau dann offen, wenn fiir jeden Punkt x ein e > 0 existiert, sodass die Menge B = {y €
Q| d(z,y) < e} eine Teilmenge von U ist. Die offenen zusammenhingenden Teilmengen
von R beziiglich der Standardmetrik d(x,y) = |z — y| sind genau die offenen Intervalle.

14
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Definition 2.15. Die Borelmenge iiber R bzw. iiber einer Teilmenge von R ist die o-
Algebra, die von allen offenen Intervallen Ja,b[ mit a,b € RuU {zoo} und a < b erzeugt
wird.

Satz 2.16. In der Borelmenge iiber R sind auch alle abgeschlossenen und alle halboffenen
Intervalle enthalten.

Beweis. Sei A die Borelmenge iiber R. Wir zeigen, dass [a, b [€ £ fiir beliebige a,b € R
mit a < b, die anderen Fille beweist man analog.

Dazu behaupten wir
m]a’_ %7b[: [a7b[

nelN

Aufgrund von Satz 2.6 (b) ist die linke Menge als Schnitt von Elementen der Borel-
menge selbst ein Element der Borelmenge, also geniigt es, diese Gleichheit zu zeigen.
“2” ist klar, da a €]la—1,b[ fiir alle n € IN gilt.

“c” Angenommen, es gibt eine Zahl ¢ in der linken Menge, die kleiner ist als a (also
mit ¢ = a —¢). Wir kénnen dann n so grofl wihlen, dass % < e und also ¢ ¢]a - %, b[
gilt. So ein ¢ kann es daher nicht geben. O

Dieses Erzeugendensystem kann noch weiter reduziert werden.

Proposition 2.17. Auch die Intervalle der Form ] - co,a[ mit a € Q bilden ein Erzeu-
gendensystem der Borelmenge iiber R.

Beweis. Sei % diejenige o-Algebra, die von derartigen Intervallen erzeugt wird. Wir
beweisen, dass Z auch alle offenen Teilmengen von R enthélt. Da die Borelmenge
die kleinste o-Algera mit dieser Eigenschaft ist, folgt daraus, dass auch die ganze
Borelmenge in & enthalten ist.

1. Schritt: Wir zeigen, dass auch Intervalle der Form |-o0,b[ fiir b € R in % enthalten
sind. Dazu betrachten wir die Menge

Ul -o0.q[ =]-005b]

q€Q

q<b
Mit der selben Argumentation wie in Satz 2.16 zeigt man, dass diese Menge in %
enthalten ist. Zum Nachweis von “2” merken wir an, dass fiir jedes Element ¢ € R
mit ¢ < b eine rationale Zahl ¢ € Q mit ¢ < ¢ < b gewahlt werden kann, da @ dicht in R
liegt. Es ist dann ¢ €] — oo, ¢[ und liegt also in der Vereinigung. Die Zahl b selbst hin-
gegen ist kein Element der Menge, da es in keinem der offenen Intervalle enthalten ist.

2. Schritt: Wir zeigen, dass ]b,c[e A fur b,c € R.

Analog zum Beweis von 2.16 folgt, dass

]—00,b] = f]]—<>o,b+%[€<%7
nelN

Als Komplement dieser Menge ist damit auch ]b,+oo[ in Z enthalten. Da % un-
ter Bildung von Schnittmengen abgeschlossen ist, folgt, dass die offenen Intervalle

15
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1b,¢[=] = 00, ¢[N]b, oo[ in A enthalten sind.

Es bleibt zu zeigen, dass die angegebenen Intervalle keine groflere Menge als die
Borelmenge erzeugen. Dies ist jedoch klar, da £ laut der Definition von offenen In-
tervallen erzeugt wird, die Borelmenge aber von allen offenen Intervallen. Damit ist
2% in der Borelmenge enthalten, die beiden Mengen sind also insgesamt identisch. [

Bemerkung 2.18. Als Erzeugendensystem konnen auch die abgeschlossenen, halboffe-
nen Intervalle oder Intervalle der Form | — o0, a] gewéhlt werden.

Lemma 2.19. Alle Elemente der Borelmenge iiber R sind Lebegue-messbar.

Beweis. Da offene Intervalle stets messbar sind, gilt dies zumindest fiir alle Elemente
des Erzeugendensystems. Die Menge der Lebesgue-messbaren Mengen £ ist selbst
eine o-Algebra (sowohl Vereinigung als auch Komplemente messbarer Mengen so-
wie R selbst sind messbar). Damit ist .Z eine o-Algebra, die alle offenen Mengen
enthilt, die Borelmenge die kleinste o-Algebra mit dieser Eigenschaft. Es folgt, dass
die Borelmenge eine Teilmenge von % ist, d.h. alle Elemente der Borelmenge sind
messbar. O

Proposition 2.20. Auf jedem Intervall I ¢ R kann ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf der
Borelmenge iiber I definiert werden, indem man

setzt. Dabei bezeichnet A\ :.Z — R die Lebesgue’sche Mafifunktion.

Beweis. Die Messbarkeit der Mengen folgt direkt aus dem Lemma 2.19. Die Axiome
des Wahrscheinlichkeitsmafles rechnet der geiibte Leser unmittelbar nach. O

Fiir das Gliicksrad erhilt man auf diese Art ein translationsinvariantes Wahrscheinlich-
keitsmaf}, d.h. das Drehen einer Menge um einen beliebigen Winkel ¢ dndert die Wahr-
scheinlichkeit nicht, da sich das Mafl der Menge durch die Translation nicht &ndert.

Satz 2.21 (ohne Beweis). Sei # die Borelsche o-Algebra iiber R, f : R - R{ eine
integrierbare Funktion mit der Eigenschaft

[:f(x)dxz 1.

P(A):fAf(a:)dm

ein Wahrscheinlichkeitsmafl definiert. Die Funktion f nennt man Wahrscheinlichkeits-
dichte.

Dann ist durch

Bemerkung 2.22. Das Konzept der Wahrscheinlichkeitsdichte besitzt u.a. in der Physik
eine grofle Bedeutung. Beipielsweise definiert das Betragsquadrat der Wellenfunktion in
der Quantenmechanik eine Wahrscheinlichkeitsdichte.
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2.3 ZufallsgroBen

2.3 ZufallsgroBen

Wir betrachten zunichst wieder endliche Wahrscheinlichkeitsraume und behandeln den
Fall fiir allgemeine o-Algebren in einem spéteren Teil.

Definition 2.23. Seien (2,9 endliche Ergebnisrdume. Eine Abbildung
X: Q-9

heifit Zufallsvariable oder Zufallgrofie. Gilt ¥ ¢ R, dann spricht man von einer reellen
Zufallsvariablen.

Beispiel 2.24. Wir beschiftigen uns mit Roulette und betrachten den vereinfachten
Ereignisraum
Q = {rot, griin, schwarz}.

Dies definiert auf natiirliche Weise eine Zufallsvariable
X : =9 mit X(rot) =1, X (schwarz) = -1, X (griin) = -1
Also ist hier ¥ = {£1}.

Falls wir ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf der Potenzmenge B (€2) kennen, kénnen wir
ein entsprechendes Wahrscheinlichkeitsmafl P auf () definieren, indem wir fiir jedes

AcP()
P(A) = P(X7'(A))

setzen. Zum Beispiel ist P({~1}) = P({schwarz, griin}) im Beispiel oben. Zu beachten ist,
dass eine Umkehrabbildung
X190

im Allgemeinen nicht definiert ist. Jedoch lésst sich in jedem Fall die Menge
X HNA)={weQ| X(w)e A}
angeben.

Bemerkung 2.25. Im Endlichen ist auf diese Weise immer ein Wahrscheinlichkeitsmaf}
auf ¥ gegeben, da das Wahrscheinlichkeitsmafl auf ganz B (€2) definiert ist. Ist 2] hingegen
iiberabzéhlbar unendlich, ist dies im Allgemeinen nicht mehr moglich. Falls es namlich ein
Ereignis A ¢ ¢ gibt, sodass X 1(A) kein Ereignis in  ist, ist P(X(A)) nicht definiert.
Die Frage ist also, welche o-Algebra man auf ¢ verwendet.

Definition 2.26. Seien (2,9 Mengen, o/ eine o-Algebra iiber €2, A eine o-Algebra iiber
Y und X : Q — ¢ eine Abbildung. X heiit messbar in Bezug auf (o7, #), falls

X1(B)ew

fiir alle B € £ erfiillt ist. Man sagt auch X ist (.o, %)-messbar.

17
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Definition 2.27. (a) Ein Paar (€, <) bestehend aus einer Menge 2 und einer o-
Algebra 7 iiber 2 nennt man Messraum.

(b) Ein Tripel (92, o7, P) bestehend aus einer Menge 2, einer o-Algebra &7 iiber 2 und
einem Wahrscheinlichkeitsmafl P : &/ — R nennt man Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 2.28. Eine (<7, %)-messbare Abbildung X : 2 — 9 fiir einen Wahrscheinlich-
keitsraum (2,27, P) und einen Messraum (1}, %) nennt man Zufallsgrifie oder Zufalls-
variable.

Bemerkung 2.29. Mit dem Begriff der messbaren Abbildung lasst sich das Problem aus
2.25 beheben, denn mittels _
P(A)=P(X7H(4))

ist auf dem Messraum (9, ) durch die Zufallsvariable X : Q — ¢ auf natiirliche Art ein
Wahrscheinlichkeitsmaf} definiert.

Beweis. Wir iiberpriifen dazu die Axiome von Kolmogoroff:

(i) Da fiir alle w € Q gilt, dass X (w) €9, bedeutet dies nach Definition X ~1(9)) = Q.
Also: _
PW)=P(X'(9))=P(Q)=1.

(ii) Esist P(B)=P(X Y(B)) >0, da es sich bei P um ein Wahrscheinlichkeitsmaf
handelt.

(iii) Sei {Ap }new eine Folge disjunkter Ereignisse in %, dann ist

P(U An) = P(XTH(U 40)) = P(U X7 (An)) = 3 P(XTH(AR)) = 3 P(An).

nelN nelN nelN nelN nelN

Dabei sind die X~!(A,,) paarweise disjunkt, da jedes Element aus  nur ein Bil-
delement haben kann. Gibe es némlich ein w € X 1(4,)n X~ 1(A4,,) fiir gewisse
n # m, so ldge nach Definition des Urbilds X (w) sowohl in A,, als auch A,,.
Diese sind nach Voraussetzung jedoch disjunkt.

(iv) Auch der Satz vom Gegenereignis gilt wie gewohnt:

P(BY) = P([X"H(B)]) = P([(X ' (B)]°) = 1 - P(X"1(BY)

O

In diesem Beweis kam unter (iii) und (iv) bereits folgendes Lemma zur Verwendung.

Lemma 2.30 (Rechenregeln fiir Urbildmengen). Seien 2,9 Mengen und X : Q2 — ¢ eine
Abbildung. Sind A, B ¢ ¥ Teilmengen und { A, },n eine Folge von Teilmengen von 4, so
gilt

(a) X71(A%) = (x71(4))°

(b) X Y (AuB)=X"1A)uX1B)

(C) X! (Une]N An) = Unen X_I(An)
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Beweis. (a) Bs ist w € X '(A®) nach Definition genau dann, wenn X (w) € A® =
Q\A, also insbesondere X (w) ¢ A. Daraus folgt gerade w ¢ X *(A) bzw. w €
(x1(4))".

(b) folgt sofort aus (c).
(c) Sei we X! (Ujew A;). Bs ist dann X (w) € Ujen Ai, d.h. es gibt mindestens ein
n, sodass X (w) € A,. Also ist we X 1(A,) € Usew X 1(A).
O

’V

0 v

Abbildung 2.1: zur Veranschaulichung des Beweises von 2.30 ist hier eine Abbildung X zwischen zwei
Mengen 2 und 9 schematisch dargestellt, die weder injektiv noch surjektiv ist

Definition 2.31. Sei &£ die Borel’sche o-Algebra iiber R. Eine Zufallsvariable X : Q - R
heifit reelle Zufallsgrafse.

Satz 2.32. Seien 2,9 Mengen, &/ eine o-Algebra iiber 2, & eine o-Algebra iiber ¢ und
E c B(V¥) ein Erzeugendensystem von . Eine Abbildung X : Q — ¢ ist genau dann
(o, #)-messbar, falls

X NE)co
gilt.

In Proposition 2.17 haben wir festgestellt, dass die Intervalle der Form |- oo, a[ mit a € R
ein Erzeugendensystem der Borelmenge iiber R bilden. Wir erhalten daher aus Satz 2.32
die wichtige Folgerung:
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Folgerung 2.33. Sei ) eine Menge, o7 eine o-Algebra iiber 2 und % die Borel’sche
o-Algebra iiber R. Eine Abbildung X : Q — £ ist genau dann (&7, %)-messbar, falls

X1 (]-00,a]) e 7

fiir alle a € R erfiillt ist.

Der Beweis von Satz 2.32 ldsst sich auf folgenden Hilfssatz zuriickfithren:
Lemma 2.34. Seien 2,19 Mengen, 7 eine o-Algebra iiber 2, % eine o-Algebra iiber 9.
Dann sind folgende Mengen ebenfalls o-Algebren:

(i) X Y(#B)={X"YB)|BeB)} iiber Q,

(i) X.(&)={Bcd| X 1(B)e.} iiber v.

Beweis. Wir beschrinken uns auf den Beweis, dass (i) eine o-Algebra ist. Der Nach-
weis fiir (ii) lduft analog. Wir iiberpriifen die definierenden Eigenschaften:

(a) Qe X 1(%): Wihle B =9, dann ist X 1(9) = Q.

(b) Sei A e X'(#), dann ist zu zeigen, dass A® € X1 (%) gilt. Es gibt nun ein B €
£ mit A= X"1(B). Also ist auch X 1(B%) € X71(#). Aus der Rechenregeln
2.30 (a) folgt dann A® = (X~1(B))® € X~1(#) wie gewiinscht.

(c) Sei {A;}ir eine Folge in X !(%). Nach Definition gibt es es dann fiir jedes
Folgenglied A; ein B; mit X !(B;) = A;. Auf diese Weise erhalten wir eine
Folge {B;}ic; in #A. Da £ eine o-Algebra ist, liegt auch U;; B; € £ und es
folgt X 1 (Ujew Bi) € X 1(%). Rechenregel 2.30 (c) liefert dann Uew X 1(B;) €
X~1(%). Dies bedeutet gerade U A; € X 1(A).

O

Bemerkung 2.35. Im Allgemeinen ist
X() = {X(A)[Aecd} cP)

keine o-Algebra . Beispielsweise kann bei einer nicht-surjektiven Abbildung X der Fall
U ¢ X () auftreten, was laut Definition einer o-Algebra unméglich ist.

Beweis von 2.32. Sei E ¢ PB(1¥) ein Erzeugendensystem von % mit X 1(E) € /. Zu
zeigen ist nun, dass X 1(%) c 7. Betrachte X, (7). Dies ist nach Lemma 2.34 eine
o-Algebra . Wir zeigen nun % ¢ X, (<).

Nach Voraussetzung liegen alle Elemente von F auch in X, (&7). X, (&) ist also eine
o-Algebra , die alle Elemente des Erzeugendensystems F von % enthilt. £ ist die
kleinste o-Algebra , die alle Elemente aus E enthélt. Daher ist Z ¢ X, (). Es folgt
XY(P)cor,dh. X ist (o, %)-messbar. Die Umkehrung ist klar. O

Bemerkung 2.36. Wegen Satz 2.32 geniigt es also, die Eigenschaft der Messbarkeit
fiir ein beliebiges Erzeugendensystem zu iiberpriifen, d.h. eine Abbildung X : Q — 9 ist
bereits eine (o7, %)-Zufallsgrofe, wenn X 1(B) € o7 fiir alle B € E erfiillt ist. Dabei sei
F ein Erzeugendensystem von 4.

Meist wird ¥ = R und % die Borelmenge iiber R sein. Fiir diese kennen wir verschiedene
Erzeugendensysteme und diirfen uns je nach Situation eines aussuchen.
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Satz 2.37. Sei f: R - R stetig und £ die Borelmenge iiber R. Dann ist f messbar
beziiglich (£, A).

Beweis. Wir verwenden das Erzeugendensystem F = {A ¢ R | A offen}. Zu zeigen
ist, dass f~1(B) e 4 fiir alle B¢ E.

Da f stetig ist, ist, wie wir aus der Analysis I wissen, das Urbild f~!(B) in jedem
Fall offen, und damit laut Definition in % enthalten. O

Satz 2.38. Seien €2,1,9 Mengen und o/, %#,% o-Algebren iiber 2,9 bzw. 1. Sei weiter
X : ) - ¥ messbar beziiglich (&7, %) und Y : ¢ — 1) messbar beziiglich (%, % ). Dann ist
Z :Q -1, gegeben durch Z(w) =Y (X (w)), messbar beziiglich (&7, %).

Beweis. 7Zu zeigen ist Z71(C) e o fiir alle C € €.

Da Y (%,%)-messbar ist, ist fiir alle C' € € auch Y~1(C) € £ erfiillt.

Ebenso ist X 1(B) € & fiir alle B € %, da X messbar ist. Wenden wir dies auf
B =YY(C) an, so erhalten wir insgesamt

z'HO)y=Xx" v () et

fiir alle C € €. O

Satz 2.39. Sei () eine Grundmenge, 7 eine o-Algebra iiber 2 und X, Y : Q — R reelle
Zufallsgroen. Dann gilt

(a) X +Y ist eine reelle Zufallsgrofle,
(b) f(X) ist eine reelle Zufallsgrofle fiir jede stetige Funktion f: R - R,
(¢) aX + BY ist eine reelle Zufallsgrofie mit o, 8 € R

Beweis. (a) Sei Z = X +Y. Wihlen wir als Erzeugendensystem E die Menge aller
offenen Intervalle | — oo;af fiir a € R, so ist zu zeigen: Z1(B) € & fiir alle B € E.
Sei daher B € E beliebig vorgegeben. Es gilt

ZY(B)={weQ| X(w) +Y(w) e B).

Es ist B =] — oo;af fiir ein a € R, also ldsst sich diese Urbildmenge auch als
Z'(B)={weQ| X(w)+Y(w) <a}

schreiben. Wir iiberpriifen nun folgende Mengengleichung

ZY(B) = qu)Q{w Q| X(w)<bY(w)<a-b}

“2”: Sei w aus der Menge auf der rechten Seite. Es gibt dann ein b € Q, sodass
X (w) <bund Y(w) < a- b erfiillt ist. Addition dieser Ungleichungen liefert

Xw)+Y(w)<a-b+b=a,

also w e Z71(B).
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“c”: Sei w e Z7H(B), also X (w) + Y (w) < a. Wir definieren 6 := a — (X (w) + Y (w))
und wiéhlen ein b € Q mit
X(w)<b< X(w)+9,

sodass also b < X(w) +6 = X(w) +a - (X(w)+Y(w)) = a-Y(w). Durch Umstellen
der Ungleichung erhélt man
Y(w)<a-b,

d.h. w liegt in der Menge auf der rechten Seite.

An dieser Darstellung sieht man nun leicht, dass Z~!(B) tatsichlich in o liegt, denn
es ist

Z‘l(B)sz% {weQ| X(W)<bn{weQ| V(W) <a-b})

=J (X7 (J-o0sb)) n Y7(]-o0ia-b[)).
be@Q

Alle auftretenden Mengen liegen in .o/, damit ist Z~'(B) als abzihlbare Vereinigung
von Elementen aus &7/ wieder in 7 enthalten.

(b) Diese Aussage folgt direkt aus den letzten beiden Satzen 2.38 und 2.39 (setze
dazu ¥ =1 = R und ¢ = A als Borelmenge sowie Y = f).

(c) Die Multiplikation einer Zufallsgréfe mit einer reellen Zahlen entspricht der Ver-
kettung mit einer stetigen Funktion. Daher folgt die Aussage aus (a) und (b). O

2.4 Verallgemeinerung des Unabhdngigkeitsbegriffs

Im Falle eines endlichen Ergebnisraums ) haben wir in Definition 1.20 festgelegt, dass
zwei Ereignisse A, B € {2 genau dann unabhéingig bzgl. eines Wahrscheinlichkeitsmafles P
voneinander sind, falls

Pp(A) = P(4)

gilt. Diese Definition nimmt keinen expliziten Bezug auf die Endlichkeit von {2, sodass wir
sie wortwortlich auf allgemeine (moglicherweise iiberabzéhlbar unendliche) Ereignisrdume
iibertragen kénnen. Im Beweis von Satz 1.21 haben wir gesehen, dass die Unabhéngigkeit
von A und B dquivalent zu

P(AnB) = P(A)P(B)

ist. Auch hier haben wir keinen Gebrauch von der Endlichkeit von ) gemacht, sodass
diese Aussage weiterhin unveréndert gilt. Die urspriingliche Definition ist zwar anschau-
licher, die zweite kann jedoch auch im Fall P(B) = 0 verwendet werden, sodass wir im
Allgemeinen Fall an diese ankniipfen werden.

Definition 2.40. Sei Q eine Menge, <7 eine o-Algebra und {A;};c; eine Folge von Ereig-
nissen in 7.
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(a) Die {A4;}ier heiflen paarweise unabhingig genau dann, wenn fiir jedes j,k € I mit
k # j das Ereignis A; unabhéngig vom Ereignis Ay, ist, d.h.

P(AjnAg) = P(Ar)P(A)).
(b) Die {A;}er heiflen unabhingig, wenn fiir jede endliche Teilmenge J ¢ I gilt:
P(( Ax) = [T P(Ak).

keJ keJ

Beispiel 2.41. Sei Q = {(1,1),(-1,-1),(1,-1),(-1,1)}. Dies kénnte beispielsweise einen
zweifachen Wurf einer Miinze darstellen, deren Seiten mit 1 bzw. —1 beschriftet sind. Wei-
ter nehmen wir an, dass die Laplace-Annahme gilt und betrachten folgende Ereignisse:

A :“erste Miinze zeigt eine 17, also A ={(1,1),(1,-1)}
B :“zweite Miinze zeigt 17, also B={(1,1),(-1,1)}
C :“Das Produkt der Wiirfe ist gleich 17, also C' ={(1,1),(-1,-1)}

A, B,C sind nicht unabhéngig. Es gilt ndmlich

3
P(A)-P(B)-P(C) = (%) - é £ P(ANBNC) = P} = §

Allerdings sind beispielsweise die beiden Ereignisse A und B unabhingig, denn es gilt

1= P()- P(O)= P(AnC) = P({(1,1))).

In analoger Weise kann man auch die anderen Kombinationen nachrechnen, sodass A, B, C
zumindest paarweise unabhéngig sind.

Definition 2.42. Seien X,Y zwei reelle Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, .o/, P). X und Y heiflen unabhingig voneinander genau dann, wenn die Mengen

XA ={weQ| X (w)e A}

Y (B)={weQ|Y(w)e B}
fiir jedes Paar A, B € 2 unabhéingig sind.
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|

o

Abbildung 2.2: Illustration der Zufallsvariable X.

Beispiel 2.43. Wir betrachten den zweimaligen Wurf einer Laplace-Miinze, d.h.
Q= {(K>K)v (Kv Z): (ZvK)7 (Za Z)}
Wir definieren nun reelle Zufallsgroflen X, Y, Z mittels

1 falls erster Wurf K

-1 sonst.

1 falls zweiter Wurf K

-1 sonst.

X(w) = { Y(w)= {
und Z(w) = X(w) Y (w).

Zunichst zeigen wir, dass X und Y unabhingig sind. Dazu untersuchen wir, welche
Moglichkeiten sich fiir X !(A) ergeben kénnen. Da die ZufallsgroBe nur die Werte +1
annimmt, reicht es, vier verschiedene Fille fiir A zu unterscheiden:

(i) Weder +1 noch —1 in A: Dann ist X 1(A) = X }(2) =@

(ii) nur +1 in A: Dann ist X 1(A) = {(K, K), (K, Z)} (vgl. Abb. 2.2).
(iii) nur -1 in A: Dann ist X 1(A4) = {(Z,K),(Z,Z)} (vgl. Abb. 2.2).
(iv) beide in A: Dann ist X *(A4) = X }(R) = Q
Durch #hnliche Uberlegungen ergibt sich fiir Y~!(B) dann

Y (B) e {2, {(K.K),(Z,K)},{(K,Z),(Z.2)}}.

Nun muss fiir beliebige Kombinationen die Gleichung aus Definition 2.40 iiberpriift wer-
den. Einige Fille lassen sich dabei schnell abhandeln:

(a) Ist eine der Mengen X '(A) oder Y }(B) die leere Menge, so steht auf beiden
Seiten der Gleichung Null, wie man schnell nachrechnet. Die Ereignisse sind damit
unabhéngig.
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(b) Ist eine der Mengen ganz Q0 (wir nehmen 0.B.d.A an, dass X }(A) = Q), so ist
P(X™(A)nY™H(B)) = P(X"'(4)) - P(Y(B))
= PQnY YB))=PQ)P(Y Y(B)) < P(Y Y(B))=1-P(Y 1(B))

Da die letzte Gleichung offensichtlich erfiillt ist, muss auch die erste gelten. Also sind
auch fiir diesen Fall die Ereignisse immer unabhéngig.

Die restlichen Kombinationen miissen “zu Fufl” abgearbeitet werden, was wir an einem
Beispiel verdeutlichen:

P({(K7K)7(K7Z)} ﬂ{(K,K),(Z,K)}) = P({(KvK)}) :411

P{(K.K),(K,Z)}- P(K,K),(Z,K)}) =53 =1

Definition 2.44. Seien {X;};c; Zufallsgrofien. Diese nennt man
(a) paarweise unabhdngig, falls X; und X; fiir ¢ # j unabhéngig sind.

(b) unabhingig, falls die Ereignisse A; = X;1(B;) fiir jede mogliche Wahl von {B; };c; € %
unbhéngig sind.

Beispiel 2.45. Fiir das obige Beispiel 2.43 gilt die paarweise Unabhéngigkeit fiir X,Y, Z,
jedoch nicht die Unabhéngigkeit. Um die Abhéngigkeit zu zeigen, wihle
BIZB2:B3:{1} sodass Xﬁl(Bl):{(K7K)7(K7Z)}

Yﬁl(BQ) = {(K7K)7 (Z,K)}
Z_l(BS) = {(KvK)’(Zv Z)}

Diese drei Ereignisse sind abhéngig, da das Produkt die Wahrscheinlichkeit % ergibt, es
jedoch im Zufallsexperiment gar kein Ereignis mit dieser Wahrscheinlichkeit gibt.

2.5 Die Verteilungsfunktion

Definition 2.46. Sei X eine reelle Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2,7, P). Die Funktion

Vx iR~ [0,1], Vx(t) = P(X7(] - 00,1]))
nennt man Verteilungsfunktion von X.
Die Wahscheinlicheit P(X~!(]-o0,t])) wird oft mit P(X <t) abgekiirzt. Allgemein meint
man mit P(Aussage) die Wahrscheinlichkeit fiir die Menge aller w € €, fiir die die Aussage

erfiillt ist:
P(X+Y=3)=P{weQ| X(w)+Y(w)=3})
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Vx(t) Vy (1)
1 *—————— 1
{ O
-1 1 t 1 r

Abbildung 2.3: Graphen der Verteilungsfunktionen aus Beispiel 2.48

Bemerkung 2.47. Fiir eine gegebene Verteilungsfunktion ist das Wahrscheinlichkeits-
maf auf R eindeutig bestimmt. Ist ndmlich Vx gegeben, so lisst sich daraus P(X1(B))
fiir alle B € & bestimmen. Der Beweis dieser Aussage bedarf umfangreicher Vorarbeit,
weshalb wir darauf verzichten.

Beispiele 2.48. (a) Wir betrachten abermals den Wurf einer Laplace-Miinze mit der

Zufallsvariable X, gegeben durch
X{K})=1 uwnd X({Z})=-1

Die zugehorige Verteilungsfunktion hat dann zwei Unstetigkeitsstellen bei 1 und -1
(vgl. Abb. 2.3 ).

(Dartwurf) Wihle zufillig einen Punkt w auf der Einheitskreisscheibe B;(0,0), wo-
bei die Laplace-Annahme bzgl. der Fliche gelte, d.h. die Wahrscheinlichkeit, Seg-
mente gleicher Fliche auszuwéhlen, sei gleich grof. Definiere nun eine Zufallsgrofie
Y durch den Abstand des Punktes vom Ursprung, d.h.

Y(w) = el

Die zugehorige Verteilungsfunktion V4 kann man sich anschaulich so vorstellen, dass
diese die Wahrscheinlichkeit angibt, mit der gewihlte Punkt w Abstand < r vom
Kreismittelpunkt hat. Es handelt sich dabei also um die Wahrscheinlichkeit, w bereits
in einer kleineren Kreisscheibe B,-(0,0) mit Radius r zu finden. Wéhlen wir r > 1, so
ist es also ein sicheres Ereignis, den Punkt w zu erwischen. Die Wahrscheinlichkeit
den Nullpunkt zu treffen, ist dagegen 0. Allgemein gilt fiir  €]0; 1]

Fliche von B,(0,0) r%x
P(Y <7) = P({w e B(0,0)}) = e B’;’(O 0) " T r?

Wir fassen nun einige grundlegende Eigenschaften von Verteilungsfunktionen zusammen
und beweisen als Vorbereitung des néchsten Satzes den folgenden Hilfssatz.
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Lemma 2.49 (Stetigkeit des Wahrscheinlichkeitsmafles). Seien {4, }neny und {Bp}new
Folgen von Ereignissen einer o-Algebra o7 {iber einer Grundmenge 2. Dabei gelte fiir alle
nelN

A,cA,;1 und B, 2 Bpi

Weiterhin seien A = U,,ewy A und B = N,,ew Br, dann gilt
lim P(B,)=P(B) und lim P(A,)=P(A)
n—o00 n—oo

fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmafl P auf <.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Aussage fiir die Vereinigung. Dazu definieren wir
eine neue Folge {C), } e durch

Ci=4,, C,= An\An—l fiir n > 2.

Es ist dann A, = U;L:I Cj, wie man unmittelbar iiberpriift. Aulerdem besteht diese
Folge aus paarweise disjunkte Mengen. Deshalb konnen wir das dritte Axiom von
Kolmogorow (fiir endliche Vereinigungen) anwenden und erhalten

P(A,) = P(LJ ) 49 S P(Cy)
j=1 j=1

sowie mit dem Axiom von Kolmogorow fiir abzéhlbar unendliche Vereinigungen:

P(A) = P(Q cj) 2L i P(C;)

Den Grenzwert einer unendlichen Summe hatten wir in der Analysis I als Grenzwert
der Folge der Partialsummen definiert, also ist

P(4) = 5 P(Cy) = lim 3 P(C)) - fim P(4,)

Die zweite Aussage beweisen wir mithilfe der Regeln von DeMorgan. Da B, 2 Bj11

ist B ¢ BY,,. Aufgrund der eben bewiesenen Aussage erhalten wir

lim P(BC) - P( U BS) _ P(( N 5)°) - P8
n—o0 nelN nelN

Der Satz vom Gegenereignis liefert dann

lim 1- P(B,)=1-P(B) = lim P(B,) = P(B).

n—oo

O]

Satz 2.50. Fiir jede Verteilungsfunktion Vx einer reellen Zufallsgrofie X auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, o7, P) gilt:

(a) tlil}l Vx(t) =0 und tli£n Vx(t) = 1.

(b) Vx(t) ist monoton steigend.
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(c) Vx(t) ist rechtsseitig stetig, d.h lim, e Vx(t + hy) = Vx(t) fiir jede Folge (hn)new
mit A, >0 fir alle n € N und lim,,—,c Ay, = 0.

(d) Vx(t) hat hochstens abzihlbar viele Sprungstellen.

Beweis. (a) Es gilt fir n e N
lim Vx(n) = lim P(X <n)

Sei nun A4,, = {w € Q| X(w) < n}. Aufgrund der Definition gilt A,, € A1, sodass
man also unter Verwendung von Lemma 2.49 erhélt

Jim Vae(n) = P(U An) = P(X(R)) = P(2) =1

Fiir den anderen Grenzwert betrachten wir
tlim Vx(t) = lim Vx(-n) = lim P(X < -n)
——00 n—oo n—oo

Sei By, = {w e Q| X(w) < —n}, wobei hier gilt B, 2 By1. Wieder erhalten wir
mit 2.49

Tim Vi (£) = P(( Bn) = P(2) =0

T nelN

(b) Zu zeigen ist Vx(t) > Vx(s) fiir t,s € R mit ¢ > s.

Vx(t)-Vx(s)=P(X <t)-P(X <s) =
=PlweQ| X(w)<stu{weQ|s<X(w)<t})-P(X<s) =
ZPHweQ|X(w)<s}) +PHweQ|s<X(w)<t))-P(X <s) =
=P(X<s)+PH{we|s<X(w)<t})-P(X <s) =
=P{weQ|s<X(w)<t}) 20

An der Stelle (*) ging Komogoroff 2.1 (¢) ein, da die Mengen disjunkt sind.

(¢) Sei (hp)nen eine solche Folge, 0.B.d.A. nehmen wir an, dass diese Folge mono-
ton fallend ist (ansonsten erhilt man aus einer beliebigen Folge eine monoton
fallende durch Umsortierung, denn dadurch #ndert sich Grenzwert nicht). Es ist
dann

7}1_)1110 Vx(t+hy) = 7}1_{{.10 P(X <t+hy)

Sei nun B, = {w € Q| X(w) < t+ hy}. Da die h,, aufgrund unserer Annahme
monoton fallen, ist B,, 2 B, 1. Wir verwenden wieder Lemma 2.49 und erhalten
SO
lim Vx(t+hy) = lim P(B,)=P(() Bn) =P(X <t)=Vx(t)
(d) Sei M, fir n € N die Menge aller Sprungstellen mit Hohe grofer gleich %
Die Menge aller Sprungstellen ist U,eny M. Aufgrund der Monotonie und Teil
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(a) dieses Satzes gibt es hochstens n Sprungstellen in M,, (sonst wire die Ge-
samtsprunghodhe grofer als % -n =1 im Widerspruch zum Grenzwert aus a)).
Damit ist die Vereinigung aller M,, als abzéhlbare Vereinigung endlicher Mengen
abzéhlbar.

O

Beispiel 2.51. Wir kombinieren einen Miinz- und einen Dartwurf zu einem Zufallsexpe-
riment. Letzterer werde wie in Beispiel 2.48) durch das zufillige Auswiihlen eines Punktes
w auf der Einheitskreisscheibe B;(0,0) modelliert. Betrachtet wird nun die Zufallsgréfie

X :{K,Z}xB1(0,0) - [0,1], (M,w) '—>{ 2

L falls M = K, d.h. es wird K geworfen
lw| falls M = Z, d.h. es wird Z geworfen

Unser Ziel ist es, die Wahrscheinlichkeitsverteilung Vx (t) = P(X < t) anzugeben. Wir
betrachten dazu einige Einzelfélle:

(a)

(b)

Da |w| keine negativen Werte annimmt und auch % > 0 ist, ist X nicht-negativ und
damit Vx () = 0 fiir ¢ < 0. Ebenso nimmt die ZufallsgréBe nur Werte unter 1 an, also
ist Vx(t) =1 fiir ¢ > 1.

Betrachten wir ein t € [0; %[ Dann muss im Wurf Z eingetreten sein (sonst wire X =

%) Wir miissen also das Ereignis A untersuchen, wobei A die Ergebnisse beschreibt,

bei denen zunéchst Zahl geworfen wurde und dann ein Radius unter % getroffen

wurde. Aufgrund der Unabhingigkeit dieser beiden Elemente (und mit der Formel
aus 2.48 erhélt man

P(A) =3t

Bei Anndherung an die t = 5 von links erhélt man mit eben dieser Formel die
Wahrscheinlichkeit P(X < 3) =3 -(5)%

Weiter ist P(XS%):P(X<%)+P(X:%):%+%:g

Fiir den Fall t > % betrachten wir die disjunkte Zerlegung

N

{(M,w) | X(M,w) <t} ={(M,w) | X(M,w) <3} u{(M,w) | 1 < X(M,w) <t}

Den Wert der Verteilungsfunktion fiir die erste Menge auf der rechten Seite haben
wir bereits bestimmt. Fiir die zweite Menge brauchen wir wieder nur Ergebnisse zu
beriicksichtigen, bei denen Z geworfen wurde. Daher ist

P({(M,w) |5 <X(w) <t}) = P({(M,w) | | < t})-P ({(M,w) [ lo| < 3}) = 5:t*~5(3)"

Also Insgesamt:
Vx(X<t)=3+1 -1 =1+
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Abbildung 2.4: Graph der Verteilungsfunktion aus Beispiel 2.51

2.6 Spezielle Verteilungsfunktionen

Im Folgenden betrachten wir einige klassische Beispiele fiir stochastische Modelle, die
haufig zur mathematischen Beschreibung von Zufallsexperimenten herangezogen werden.
Diese werden zwar iiblicherweise als Verteilungsfunktionen bezeichnet, geben jedoch je-
weils die Wahrscheinlichkeit eines Elementarereignisses an, sodass es sich nicht um Ver-
teilungsfunktionen im Sinne des letzten Abschnitts handelt.

Binomialverteilung

Definition 2.52 (Binomialverteilung). Fiir jedes p € [0,1] und n € IN heifit die Abbildung

n n—
B,,:{0,1,....,n} > R, By ,(k)= (k) -pk-(l -p) i

Binomialverteilung fiir n Stichproben mit Erfolgswahrscheinlicheit p.

Definition 2.53. Sei (2, 47, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Zufallsgrofie X : Q —
{0,1,...,n} heiflt binomialverteilt, falls es ein p € [0, 1] gibt, sodass

P(X =k) =By p(k)

erfiillt ist.

Um diese Formel plausibel zu machen, betrachten wir einen n-fachen Miinzwurf. Die
Zufallsgrofle X gebe an, wie oft “Kopf” gefallen ist. Wir interessieren uns nun fiir die
Wahrscheinlichkeit, dass k£ mal “Kopf” auftritt, d.h. P(X = k).

Im konkreten Fall, dass n = 6 und k = 3 ist, wére ein giinstiger Ausgang des Zufallsexpe-
riments dann beispielsweise

(Z.K.K,Z,Z,K)
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Ist p= %, so berechnet sich die Wahrscheinlichkeit dafiir, genau dieses Ergebnis zu erhal-
ten, zu

P({(Z,K,K,Z,Z,K)}) = (1_p)'p'p'(1_p)'(l_p)'p:pk'(l_p)n_k

Es gibt jedoch noch andere Moglichkeiten, genau 3 Treffer zu landen, z.B (Z, 7, Z, K, K, K).
Da die Wahrscheinlichkeit der einzelnen Ausgéinge identisch ist, miissen wir nun die An-
zahl aller giinstigen Moglichkeiten bestimmen. Es handelt sich dabei um eine dhnliche
Situation wie beim MISSISSIPPI-Problem, vgl. dazu 1.13 und 1.12 (d). Somit ergibt sich
fiir die Anzahl der Permutationen (Z) = (g) und als Wahrscheinlichkeit fiir £ = 3 Treffer

(g) PP (1-p)? = (Z) pP(1=p)"* = Bo,p(k)

Also ist die Anzahl von “Kopf” beim Miinzwurf binomialverteilt.

Wir haben bereits in 2.29 gesehen, dass eine Zufallsgréfie X auf der Bildmenge ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl definiert. Insbesondere gilt dies natiirlich fiir binomialverteilte X, so-
das es nahe liegt, dass ein Wahrscheinlichkeitsmafi mithilfe der Binomialverteilung defi-
niert werden kann.

Lemma 2.54. Fiir jedes p € [0,1] und n € IN ist durch

P:B{0,1,...,n}) = R, P(A) = an,p(k)

ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf {0,1,...,n} gegeben.

Beweis. Wir iiberpriifen die Axiome von Kolmogoroff fiir endliche Ergebnismengen.
(i) Es ist
n
P({Oala"'7n}): 2 B”’P(k): ZB”7p(k)
k=0

ke{0,1,...,n}

Aus dem Binomischen Lehrsatz 1.13 folgt dann direkt mit x =1,y =1-p:

1=(p+(1-p)"= i (n)p’“(l -p)" "

k=0 k

(ii) Die Nicht-Negativitét folgt aus p € [0,1].

(iii) Seien A,B < {0,1,...,n} disjunkt, dann liefern die Rechenregeln fiir Summen
P(AuB)= > Byy(k)=> Bnp(k)+ ) Byy(k)=P(A)+P(B)
keAuB keA keB
O

Normalverteilung

Bereits in Satz 2.21 wurde der Begriff der Wahrscheinlichkeitsdichte eingefiihrt. Es handelt
sich dabei um eine Funktion p : R — R{ mit [ p(z) dz = 1. Aus dieser lisst sich ein
Wahrscheinlichkeitsmafl auf der Borelmenge iiber R konstruieren, in dem man P(A) =
[, p(z) dz fiir ein Ereignis A setzt. Wir betrachten nun einen besonderen Fall fiir eine
solche Dichtefunktion.
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Definition 2.55. Sei (2,47, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : © — R eine reelle
ZufallsgroBe und p : R - R{ eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Dann besitzt X Dichte p,
falls

P(XeB)-= [Bp(:n) dz

fiir alle Teilmengen B der Borelmenge iiber R gilt.

Definition 2.56 (Normalverteilung). Sei (€2, %7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine
Zufallsgrofie X : 2 — R heiflt normalverteilt, falls X eine Dichte der Form

1 _(@-w)?
xX) = - e 20
p(z) — 2

mit gewissen p € R und o € R* besitzt.

Wir werden spéter zeigen, dass sich binomial verteilte ZufallsgroBen in einem gewissen
Sinne einer Normalverteilung annéhern. Auch die Bedeutung der Parameter y und o wird
sich spéter klédren.

Lemma 2.57. Fiir jedes 1 € R und o € R* ist die in 2.56 definierte Funktion

1 _@w?

€)= - e 202
p() —

eine Dichtefunktion.

Beweis. Zu zeigen ist
_(@-w)?

+00 1 T
f e 202 dx=1
—00 2o

Dazu bemerken wir zunéchst, dass dieses Integral durch die Substitution y = ov/2z+

tibergeht in
+00 1 1 +00
f -a\/ie_y2 dy=— f eV dy
-0 o\ 21 ﬁ —o0

Zur Berechnung dieses Integrals betrachtet man zunéchst das Quadrat des gesuchten
Integrals®

+00 2 +o00 +00 +00 +00
([ ([ ([ ) [0 )

Hierbei wurde in der letzten Gleichung der Satz von Fubini angewendet. Durch den
Wechsel auf Polarkoordinaten erhalten wir dann

+00 2 +00 o0
/ (/ e d¢) dr = [ e 2 dr = |:—7T6_T2:|+ =T
0 0 0 0

Durch Wurzelziehen erhélt man das oben benétigte Integral, sodass wir insgesamt
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2.6 Spezielle Verteilungsfunktionen

als Ergebnis der Integration erhalten.

(@-)?
Abbildung 2.5: Graph der Dichtefunktion p(z) = U\}% o

Poisson-Verteilung

Diese Verteilung wurde nach dem franzosischen Wort “poisson” (zu deutsch “Fisch”)
benannt, da sie das grofle Fischsterben im sibirischen Irkutsk 1873 verbliiffend genau ma-
thematisch beschreibt.

Allgemein tritt diese Verteilung vor allem bei Ereignissen auf, die einzeln gesehen sehr
selten statt finden. Eine sehr grofle Stichprobe fiihrt jedoch dazu, dass sie trotzdem be-
obachtet werden konnen. In einer klassischen Studie konnte beispielsweise Bortkiewicz
im 19. Jahrhundert die Anzahl der von einem Pferd zu Tode getretenen preuflischen Sol-
daten mithilfe dieser Verteilung erstaunlich genau beschreiben. Weitere Beispiele sind
der radioaktive Zerfall, die Anzahl der geschossenen Tore in einem Fufiballspiel oder der
Blitzschlédge in einem bestimmten Gebiet. Eine besondere Bedeutung besitzt dieses Modell
daher in der Versicherungsmathematik.

Definition 2.58 (Poisson-Verteilung). Fiir jedes A € R* heifit die Abbildung
)\k
F\:INg-> R, F\(k) = ge_)‘

Poisson-Verteilung zum Parameter .

Genau wie im Falle der Binomialverteilung erhélt man durch

P(A) =}, Fx(k)

keA

2Ein Ergebnis der Differentialalgebra besagt, dass die Stammfunktion von (fy2 nicht durch Elementarfunktionen (z.B.
Polynome, e-Funktion etc.) ausgedriickt werden kann. Der Wert des Integrals lisst sich also nur indirekt bestimmen.
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IT Uberabzihlbare Ergebnisriume

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf INg. Wir iiberpriifen nur die Normierungsbedingung. Hier
erhilt man unter Verwendung der Reihendarstellung der Exponentialfunktion

N T 1 L
ZF/\(k):Zye =e Z—‘:e et =1
kelNo k=0 % k=0

Definition 2.59. Sei (2,.«7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Zufallsgrofie X : Q —
INg heifit Poisson-verteilt falls es ein A € R* gibt, sodass

P(X = k) = Fx(k)

erfiillt ist.

Nun wollen wir den Zusammenhang mit der Binomialverteilung genauer untersuchen.

Proposition 2.60. Sei n > 1 und p = %, dann néhert sich die Binomialverteilung der
Poisson-Verteilung an, d.h. es gilt

1o
B (k)= EA% A

. . n—oo  _
Der Beweis dieser Aussage verwendet, dass (1 — %)" e

wir den Term nach A ab und erhalten fiir grofe n:

. Um dies zu sehen, leiten

%(1_%)11: (1_%)111”(%) o (_1)'(1_%)n

Da die Exponentialfunktion A ~ e * ebenfalls eine Losung dieser “Differentialgleichung”
ist, erscheint die obige Behauptung plausibel. Tatséchlich kann dieser Argumentations-
ansatz auch zu einem formalen Beweis ausgebaut werden.

Beweisskizze von 2.60. Einsetzen in die Formel der Binomialverteilung ergibt zunéchst

520=() () 0-2) =G e 00

n
n-(n-1)...(n-k+1) An
] AV (1 - —
nk . k! ( n)

Verwenden wir nun die Vorbemerkung (1 — %)” ~ e, ergibt dies eingesetzt:

n(n—l)k(n—k+1))\k(1_é)nzl)\k€_>\

Beachte dabei, dass unter der Voraussetzung, dass n deutlich grofler als k ist, der
Bruch %,w niherungsweise 1 ist. O

34



Il Invarianten von ZufallsgroBen

Jeder reellen Zufallsgrofle X konnen Invarianten zugeordnet werden, zu denen Erwar-
tungswert und Varianz zdhlen. Diese werden wir spéter verwenden, um Konvergenzaus-
sagen wie das Schwache bzw. Starke Gesetz der Groflen Zahlen zu formulieren.

3.1 Der Erwartungswert

Der Erwartungswert bestimmt das Mittel der Werte einer Zufallsgréfie, wobei die méglichen
Ergebnisse mit ihrer jeweiligen Wahrscheinlichkeit gewichtet werden.

Definition 3.1. Sei (2,9, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : © - R eine relle
Zufallsgrofe.

(a) Ist X eine diskrete Zufallsgrofle, so ist der Erwartungswert von X gegeben durch

E(X)= ) z-P(X=uz)
e X (2)

(b) Besitzt X eine stetige Dichtefunktion p, so ist der Erwartungswert von X gegeben
durch

E(X) = [ ap(a) dz,

falls das Integral existiert. Trifft dies nicht zu, so sagt man, X hat keinen Erwar-
tungswert.

Bemerkung 3.2. Eine Verallgemeinerung kann in folgender Weise getroffen werden:
E(X) = /]RX(w) dP(w)

Hierbei handelt es sich um ein Lebesgue-Integral, wobei als Maf} das jeweilige Wahrschein-
lichkeitsmaf} verwendet wird.

Wir werden uns im Folgenden auf diskrete und stetig verteilte Félle konzentrieren und
einige Sétze iiber die Verallgemeinerung in den Ubungen behandeln.

Beispiele 3.3. Wir berechnen die Erwartungswerte der Wahrscheinlichkeitsverteilungen
von oben.
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III Invarianten von Zufallsgréfen

(a) Sei X binomialverteilt mit den Parametern n, p. Hier gilt mit der Notation g = 1—p:

E(X)—Zk ( ) bk ik-(”—'lf),pq

k=0
) n! o (n-)
IR Oy Ty AN Y sy Tormere AU A

2(n-1 21 (1) (ke nlin-1 e
:nz(k 1)'p'pk L (“):n'p(Z( k )pq lk) o
k=1 -

k=0

n

Bei (*) wurde die Gleichung aus Lemma 2.54 verwendet, die besagt, dass die Summe
1 ergibt.

(b) Sei X normalverteilt mit den Parametern p,o. Hier gilt

oo 1 —(z-p)?
E(X)=/:oox-\/%o_e 202 dx =

f —(ac—,g,)2 d foo( ) 1 —(z— H) d
= 20 €T + €T — (& 202 x =
e 271'0’ —oo a Varo

2

o 1 —z”
=,u+/ T e2? dr=p

) 2o

In der Gleichung (*) wurde die Gleichung aus Lemma 2.57 und eine Substitution ver-
wendet. Das Integral in der letzten Zeile verschwindet aufgrund der Punktsymmetrie
des Integranden.

(c) Sei X nun poisson-verteilt mit Parameter A. Man erhélt

00 )\k

L=
B0 = £ - 2 5
)\k 1 ) )\k

RN IREN:

Auch hier wurde im letzten Schritt die Normierungseigenschaft der Poisson-Verteilung

verwendet.
Definition 3.4. Man sagt, ein Ereignis A tritt fast sicher ein, wenn P(A) = 1.

Ein Beispiel fiir ein solches Ereignis ist: Bei einem Dartwurf wird der Mittelpunkt einer
Dartscheibe fast sicher nicht getroffen.

Proposition 3.5. Sei (2,47, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q - R eine dis-
krete ZufallsgroBe.
(a) Sei € R und das Ereignis X = p fast sicher. Dann ist (X)) = p.

(b) Ist X >0 fast sicher, so ist E(X) >0
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3.1 Der Erwartungswert

Beweis. (a) Wegen P(X =p) =1 muss P(X # p) =0 sein. Deshalb ist

E(X)= ) aP(X=2)=pP(X=p)+Y P(X=2)=p+0=p
zeX () THEU

(b) Durch die gleiche Uberlegung wie oben ist hier P(X <0) = 0 und somit

E(X)=) aP(X=x2)+ ) aP(X=2)=) zP(X=2)>0

x>0 z<0 x>0

O]

Satz 3.6 (Rechenregeln fiir Erwartungswerte). Seien (€2,.27, P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum, X, Y : Q2 - R diskrete Zufallsgrofien und a € R. Dann gilt:

(a) E(X +Y)=E(X) +E(Y)
(b) E(aX) = aE(X)

Beweis. (a) Esist klar, dass P(X =z)= ) P(X =z und Y =y). Daraus folgt
yeY (2)

E(X)= Y a2P(X=z)= > Y 2P(X=zundY =y)
e X () e X (Q) yeY ()

Man erhalt fiir die Zufallsgrofie X +Y:

E(X)+E(Y)= > > (z+y)P(X=XundY =y)=
2eX () yeY ()
> Y 2P(X=z,Y=y)= >  2P(X+Y=2)=E(X+Y)
2 (XHY)(Q) 5, 2e(X+Y)(Q)

(b) Setze Y =aX und berechne

E(Y) = Z yP(Y =y) = Z arP(aX =ax) =
er(Q) xeX(Q)
= > azP(X =z)=aE(X)
zeX ()

Bemerkung 3.7. Die Aussage E(XY) =E(X) -E(Y) ist im Allgemeinen falsch.
Als Gegenbeispiel betrachten wir den einmaligen Wurf einer Laplace-Miinze mit Q =
{K,Z} sowie die Zufallsgrofie X, gegeben durch X (K) =1,X(Z) =-1. Es gilt

E(X)=1-5+(-1)5=0

Gehen wir nun zum Quadrat der ZufallsgroBe, also X2, iiber, so erhalten wir
X} (K)=1*=1 und X?*(2)=(-1)%=1

Das wiederum bedeutet
E(X?)=1+E(X)-E(X)=0
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III Invarianten von Zufallsgréfen

3.2 Die Varianz

Definition 3.8. Sei (2,97, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : © — R eine relle
Zufallsgrofle. Die Varianz von X ist dann gegeben durch

Var(X) = E([X - E(X)]?).

Bemerkung 3.9. Die Varianz ist nicht-negativ. Falls X = y ein fast sicheres Ereignis ist,
so ist E(X) = p und wegen E(0) =0 folgt Var(X) = 0.

Lemma 3.10. Fiir die Varianz einer diskreten reellen Zufallsgrofie X gilt folgende Formel:

Var(X) = B(X?) - E(X)?

Beweis. Sei E(X) = p. Es gilt

Var(X) = E([X - E(X)]*) = E([z - p]*) = B(X? - 2uX +4°) =
= B(X?) - 2uB(X) + E(1?) = B(X?) - 2% + p° = B(X?) - p* = B(X?) - E(X)?

O]

Beispiele 3.11. Wie oben fiir den Erwartungswert betrachten wir nun die Varianz der
eingefithrten Verteilungen.

(a) Sei X binomialverteilt mit Parametern n,p. Wir berechnen zunichst E(X?):

E(X%) = Y aP(X*=a;)=Y k’P(X=k)
aieX(Q) k=0

Wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass X? nur Quadratzahlen als Werte
annehmen kann. Einsetzen der Binomialverteilung fiir P(X = k) liefert nun

G B o

“E(X)
n!
=np+ » k(k- 1)—pkq"7k—
2D i
n n—2)! ne2)— (ke
—np +n(n - 1)2 G (2)'( ) )‘pk 2, (n=2)-(k=2) 2 _
n-2 n-2)! e
=np+n(n-1)p Zﬁpkq 2k:anrn(n—l)pQ

FEinsetzen in die eben bewiesene Formel aus 3.10 ergibt
Var(X) = E(X?) -E(X)% =np +n(n-1)p? - (np)? =

=np +n’p® —np® —n*p* = np(1 - p) = npq
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3.3 Kovarianz und Korrelationskoeffizient

(b) Sei nun X eine normalverteilte Zufallsgrofie mit Parametern ¢ und p. Wir haben
bereits IE(X) = 1 nachgerechnet. Es ist also dann

1 _(@w?
202 dx

Var(X) = B((X - ) = [ (o= )

e
o/

Durch Substitution und anschliefende partielle Integration (P.I.) geht dieses Integral

iuber in , )
oo 1 —ut 1 +oo U —us
[ u?- €202 du=02~—/ U'(—26202) du =
—o0 o\ o\/m J- o

2 +00 2
PI. 1 —u? 1 +00 o
= 02—[u-(—e202)] +02-—f 1-e 202 du
o\/m —oo o\/T J-

Da die Exponentialfunktion an den Réndern viel stiarker abfillt als jedes Polynom,
gibt der erste Term 0, sodass wir

1 +oo 42
02-—/ e 202 du = o>
Uﬁ —o0

als Ergebnis erhalten. Im letzten Schritt wurde dabei verwendet, dass die Normal-
verteilung normiert ist (vgl. dazu den Beweis von 2.57).

(c) Die Varianz der Poisson-Verteilung wurde in den Ubungen berechnet. Man erhilt
fiir eine Poisson-verteilte Zufallsgrofle X mit Parameter A

Var(X) = \.

Bemerkung 3.12. Die Wurzel der Varianz nennt man auch Standardabweichung.

3.3 Kovarianz und Korrelationskoeffizient

Wir untersuchen nun, wie wir die umgangssprachliche Korrelation am Besten in eine
mathematische Grofle iibersetzen koénnen.

Definition 3.13. Seien (2,97, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien X,Y : Q - R
reelle Zufallsgrofien. Die Kovarianz von X und Y ist definiert durch

Cov(X,Y) =E([X -E(X)]-[Y -E()])

Lemma 3.14 (Rechenregeln fiir die Kovarianz). Seien (£2,.47, P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum, X,Y, Z : Q) - R diskrete Zufallsgréfien und a € R. Dann gilt:

(a) Cov(X,X) = Var(X)
(b) Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)-E(Y)
(¢) Cov(X,aY +Z) =aCov(X,Y) + Cov(X, Z)
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III Invarianten von Zufallsgréfen

Beweis. (a) Ausformulieren der Voraussetzung ergibt direkt die Varianz:
Cov(X,X) =E([X -E(X)]-[X -E(X)]) = B([X - E(X)]?) = Var(X)
(b) Mit den Abkiirzungen IE(X) = p und E(Y') = v erhalten wir:
Cov(X,Y)=E(X -p)(Y -v)) =E(XY - pY —vX + pv)
Nach den Rechenregeln fiir Erwartungswerte 3.6 ist dies gerade
E(XY)-EWY)-E@X)+uw =E(XY) - v -vp+vp=EXY)-E(X) - E(Y)
(c) Wir verwenden (b) und die Rechenregeln fiir Erwartungswerte und erhalten
Cov(X,aY +2) Y E(X - (aY + 2)) - E(X)(aY + Z) =
=E(aXY + XZ)) -E(X)-E(aY + Z) =
L UB(XY) + E(XZ) - aB(X)E(Y) - E(X)E(Z) =
= aE(XY) - aB(X)E(Y) + E(XZ) - E(X)E(Z) ¥ aCov(X,Y) + Cov(X, Z)

O]

Satz 3.15. Sei (92,.«7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y : Q — R diskrete Zu-
fallsgroBen. Falls X unabhéngig von Y ist, ist Cov(X,Y) = 0.

Beweis. Aus dem eben bewiesenen Lemma 3.14 folgt, dass es geniigt, E(XY) =
E(X)-E(Y) nachzurechnen. Es ist

]E(X)-]E(Y):( > :C-P(X:x))-( > y-P(Y:y)):

zeX () yeY ()
= )y vy P(X =2)P(Y =y)
(z,9)eX(Q)xY(Q)
Wir vewenden nun die Unabhéngigkeit von X und Y erhalten:

> zy-P(X =z und Y =vy)
(,9)eX ()xY ()

Definieren wir nun eine neue Zufallsgréfie Z : Q@ x Q - R, Z(w,0) = X(w) - Y (0), so

wird dies zu

z-P(X=xund Y =y) =
2eZ(QxQ) (z,)eX (Q)xY ()
TY=z

= Y 2 P(Z=2)=E(Z)=E(X-Y)
2eZ(Q2xQ)
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3.3 Kovarianz und Korrelationskoeffizient

Zu bemerken ist, dass die Aussage des letzten Satzes keine Aquivalenzaussage ist: Ver-
schwindet die Kovarianz, miissen die zugehorigen Zufallsgréfien nicht notwendigerweise
unabhéngig sein.

Auflerdem besitzt die Kovarianz die problematische Eigenschaft, dass die Vervielfachung
einer Zufallsgrofle zu einer Vervielfachung der Kovarianz fithrt. Dies widerspricht aller-
dings der intuitiven Vorstellung der Korrelation: Nur weil beispielsweise beim Miinzwurf
Kopf bzw. Zahl doppelt zdhlen, sollte die entsprechenden Zufallsgrofle nicht stirker mit
einer anderen Zufallsgréfle korreliert sein, als wenn Kopf und Zahl einfach gezéhlt wiirden.
Wir fithren deshalb eine neue Grofe ein, die diese Anforderungen erfiillt.

Definition 3.16. Sei (2,7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y diskrete reelle
Zufallsgrofien. Dann nennt man

Cov(X,Y)
kK(X,Y) =
( ) \/Var(X)-Var(Y)

den Korrelationskoeffizienten von X und Y, falls dieser definiert ist.

Proposition 3.17. Sei (Q2,.27, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y reelle Zufalls-
groflen. Fiir alle a € R gilt dann

|£(X,Y)] = [r(aX, Y)]

Beweis. Wir verwenden
Var(aX) = E((aX)?*)-E(aX)? = E(a’X?)-a’E(X) = ’E(X?)-a*E(X)? = a* Var(X)

Damit erhalt man

Cov(aX,Y) ~ a-Cov(X,Y)  san(a) Cov(X,Y)
V/Var(aX)-Var(Y) laly/Var(X) - Var(Y) v/ Var(X) - Var(Y)
Daraus folgt gerade die Behauptung. O

Beispiel 3.18. Sei X eine Zufallsgrofie, wegen Cov (X, X) = Var(X) gilt

Var(X) _
\/Var(X) - Var(X)

k(X,X) =

Der Beweis von 3.17 zeigt zudem, dass x(X,-X) = -1 gilt.

Der Beweis des nichsten Satzes benutzt die Cauchy-Schwarz’sche-Ungleichung (CSU) :
Fiir alle Vektoren v, w eines Hilbertraums mit Skalarprodukt (-,-) gilt

(v,w)2 < (v, v) - (w, w)

Um diese anwenden zu konnen, iiberpriifen wir zunéchst, dass die Menge aller reellen
Zufallsgrofien auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,97, P) eine Vektorraum-Struktur
besitzt.
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III Invarianten von Zufallsgréfen

Wir haben bereits gesehen, dass die Summe zweier Zufallsgréfien sowie Vielfache von Zu-
fallsgroflen wieder Zufallsgroflen sind. Als Nullvektor identifizieren wir diejenige Zufalls-
grofe, die jedem Ergebnis die Zahl 0 zuordnet. Die restlichen Rechenregeln und Gruppen-
Axiome folgen direkt aus den Gruppen-Eigenschaften von R.

Auf diesem Vektorraum definieren wir nun ein Abbildung vermoge
(X,Y) = B(X-Y)

Diese Abbildung ist ein Skalarprodukt: Rechenlemma 3.6 stellt sicher, dass sie bilinear
ist. Die Symmetrie folgt aus E(XY) = E(Y X), die positive Definitheit aus E(X?) > 0
(falls X #0).

Insgesamt ist damit die Menge der ZufallsgréfSen ein Hilbertaum, d.h. ein Vektorraum
mit einem Skalarprodukt, und wir kénnen die CSU anwenden.

Satz 3.19. Sei (2,7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir beliebige diskrete reelle Zu-
fallsgroffen X und Y gilt
-1<kr(X,Y)<1

Beweis. Sei 0.B.d.A. E(X) =E(Y) = 0. Ist ndmlich IE(X) = p # 0, so definiere eine
neue Zufallsgrofie A = X — p. Diese erfiillt nun E(A) =0 und X und A haben sowohl
die gleiche Varianz als auch Kovarianz:

Var(A4) = E(42) - B(A)? = E((X - p)?) = B(X? - 24X +11%) =
=0

=B(X?) - 2% + p? = B(X?) - 4 = E(X?) - B(X)? = Var(X)
Genauso gilt:

Cov(A,Y) *2' E(AY) - E(A) B(Y) =
=0

=EB([X - p]Y) =E(XY) - pE(Y) = ]E(XY)_— E(X)-E(Y) = Cov(X,Y).

Gilt also obige Annahme E(X) = E(Y) = 0 nicht, so kénnen wir X und Y wie
beschrieben durch andere Zufallsgroffen ersetzen, ohne dass sich der Korrelationsko-
effizient dndert.

Wir zeigen nun x(X,Y)? < 1. Da die Erwartungswerte verschwinden, ist

Cov(X,Y)=E(X-Y)-E(X)-E(Y)=E(XY)

sowie

Var(X) =E(X?) und Var(Y)=E(Y?)

Wie in der Vorbemerkung angekiindigt, verwenden wir nun die Cauchy-Schwarz’sche
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3.4 Die Ungleichungen von Markov und Tschebyscheff

Ungleichung (CSU) und erhalten

Cov(X,Y)?* =E(X -Y)? v E(X?) -E(Y?) = Var(X) - Var(Y)

2
T

3.4 Die Ungleichungen von Markov und Tschebyscheff

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, aus moglichst wenig Kenntnissen iiber eine Zufallsgrofie

X eine Abschitzung dafiir zu finden, dass der Wert von X in bestimmtem Mafle vom
Erwartungswert E(X) = p abweicht, also fiir die Wahrscheinlichkeit P(|X - u| > a).
Intuitiv wird schnell klar, dass die Varianz hier eine Ausschlag gebende Rolle spielen
wird, da sie die Streuung einer Zufallsvariable um den Erwartungswert anzeigt.

Wir werden uns zunéchst mit einem allgemeineren Fall beschéftigen, aus dem eine Abschétzung
fiir diese Situation als Spezialfall folgt.

Satz 3.20 (Markov’sche Ungleichung). Sei (€2, .97, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X :
1 > R eine diskrete Zufallsgrofle. Sei weiter g : D — R eine stetige und monoton
steigende Funktion mit X (Q) € D und a € D mit g(a) # 0. Dann gilt

E(9(X))

P(X>a) < o(a)

Beweis. Nach 2.39 ist auch g(X) eine ZufallsgroBe und geméf Aufgabe 2(b), Blatt
6 ist dann

E(9(X)) = %mg(x)P(X =)

Nun teilen wir die Summe geeignet auf und erhalten

E(g(X))= ). g@)P(X=2)+ }, g(x)P(X =)

X (Q) X (Q)
xr2a x<a
Laut Voraussetzung gilt g(x) > 0 fiir alle x € R, weshalb der zweite Summand nicht
negativ ist und die Summe kleiner wird, wenn wir ihn weglassen. Da g zudem monoton
steigend ist, gilt g(z) > g(a) fir alle x € X(Q) mit x > a. Man erhilt also als
Abschéitzung

E(g(X))2 ). g@)P(X=2)2 ) g(a)P(X =)

zeX (Q2) zeX (Q)
xr2a T2a
=g(a) ), P(X=2)=g(a)P(X >a)
zeX (Q2)
xrza
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III Invarianten von Zufallsgréfen

Sodann lésen wir nach P(X > a) auf und erhalten

E(g(X))

P(X >a) < o(a)

O]

Wir sehen uns nun an, wie die Funktion g in geeigneter Weise gewéhlt werden kann, um
sinnvolle Abschétzungen zu erhalten.

Beispiel 3.21. Sei X eine reelle diskrete Zufallsgroffe mit pu = E(X) = 0. Betrachte die
Zufallsgrofie
Y:Q-R, YV(w)=|X(w)

Es ist dann Y (Q) = R{ und die Abbildung g(z) = 22 ist auf Y(£2) monoton wachsend
und stetig. Die Ungleichung von Markov liefert dann also fiir beliebige a € R*

P(IX|>a) < E(E§|2) _ ]E[(X;u)z] _ Var(x)

a a?

Nun ist P(|X|>a) = P|X >a) + P(X < -a) und daher

Var(z)

P(X>2a)<P(|X|2a)< "

Folgerung 3.22 (Ungleichung von Tschebyscheff). Sei (2,.47, P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum, X : Q — R eine diskrete Zufallsgrofie mit IE(X) = p. Dann gilt fiir beliebige

a >0 die Abschitzung
Var(X)

P(|X -pl>a)< o

Beweis. Die Vorgehensweise ist analog zum Beispiel eben. Definiere eine neue Zu-
fallsgrofe Y = | X — u| und betrachte die Abbildung g(z) = 22. Dann vergewissert man
sich leicht, dass auch hier die Voraussetzungen der Markovschen Ungleichung (3.20)
erfiillt sind, und erhélt

P(IX - pl>a) <

BOX - P)  Var(X)
a? @2
]

Zu bemerken ist, dass die Ungleichung von Tschebyscheff einerseits sehr praktisch, ist, weil
die Kenntnis der Varianz einer Zufallsgroe ausreicht, um mit ihrer Hilfe eine Abschétzung
zu bekommen. Andererseits stellt sich schnell heraus, dass diese Abschitzung im Allgemei-
nen relativ ungenau ist und mit mehr Informationen iiber die Verteilung der Zufallsgrofie
deutlich verbessert werden kann.

Beispiel 3.23. Sei X eine binomialverteilte Gréfle mit den Parametern n = 10000 und
p= %, beispielsweise konnte die Zufallsgrofie X die Anzahl der Treffer bei einer Treffwahr-
scheinlichkeit % angeben (Kopf beim Miinzwurf, hat Hannes ein Karohemd an, etc.). Mit
der Ungleichung von Tschebyscheff konnen wir folgende Abschétzung treffen

np(l-p) 1

P(X >6000) < P(|X = 5000 > 1000) < ———~2 = —
1000000 400

44
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3.5 Schwaches und Starkes Gesetz der groBen Zahlen

Wir wollen in diesem Abschnitt das sogenannte schwache Gesetz der Groflen Zahlen be-
weisen. Die Aussage ist dem Leser vermutlich bereits aus der Schule vertraut: fithrt man
viele unabhéngige Wiederholungen eines Zufallsexperiments aus, so néhert sich die re-
lative H&ufigkeit eines Treffers seiner Wahrscheinlichkeit an. Wir fithren zun#chst eine
fiir den Beweise notwendige Hilfsaussage an, formulieren dann den Satz mathematisch
préazise und beschéftigen uns spéter mit dessen Bedeutung.

Lemma 3.24. Es seien (€2,.«7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y : Q@ - R zwei
diskrete und unabhéngige Zufallsgréfien. Dann gilt

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y') + 2Cov(X,Y) = Var(X) + Var(Y)

Beweis. Als Ubungsaufgabe (Blatt 8, Aufgabe 1). O

Satz 3.25 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen). Sei (2, .o/, P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und (X;);cn eine Folge von diskreten und unabhingigen Zufallsgréflen, die alle den
gleichen Erwartungswert @ und die gleiche Varianz haben. Ist M, = % Y1 X jeweils der
Mittelwert der ersten n Folgenglieder, so gilt fiir jedes € > 0

lim P(|M,, - | > €) = 0.
n—00

Beweis. Wir schreiben Var(X1) = 02 und erhalten fiir die obigen Zufallsgréfien wegen
der Unabhéngigkeit und aufgrund von Lemma 3.24:

12 1 n 12 1 1,
Var(M,,) = Var(g;Xi) = ﬁ\/ar (; Xz-) = ﬁ;Var(Xi) = ﬁVar(Xl) =0

Dabei haben wir verwendet, dass die X,, alle gleiche Varianz haben. Es folgt mit

Tschebyscheff
2

P(IMy-pl2e) <2 fiirallee>0
ne

O

Falls eine Zufallsgrofie X nur die Werte {0,1} annimmt, so zdhlt sie gewissermafen die
Treffer bzw. Nicht-Treffer bei einem Zufallsexperiment. Auf diese Weise kénnen wir eine
Folge (X, )nen definieren, wobei jedes X, angibt, ob bei der n-ten Wiederholung des
Experimentes ein Treffer oder Nicht-Treffer aufgetreten ist.

Ist p die Trefferwahrscheinlichkeit, so gilt fiir jedes n € IN

E(Xn)= ), Xup(x)P(X=2)=1-p+0-(1-p)=p

xeim X,

Der Erwartungswert entspricht damit der Wahrscheinlichkeit eines Treffers. Das schwache
Gesetz der Groflen Zahlen besagt nun, dass fiir jedes € € R

lim P(|M, -p|>¢)=0
n—o0
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III Invarianten von Zufallsgréfen

gilt. Der Mittelwert von Treffer/Nicht-Treffer, d.h. die relative Haufigkeit der Treffer,
niher sich also in einem gewissen Sinne der Trefferwahrscheinlichkeit an. Genauer gesagt
wird die Wahrscheinlichkeit, dass die relative Haufigkeit von der Treffwahrscheinlichkeit
abweicht, beliebig klein. Das Schwache Gesetz der groflen Zahlen setzt damit eine empi-
rische Mess-Grofle mit einer Modellgrofie in Verbindung.

Interessanter als die giovergenzaussage ist im Hinblick auf ein konkretes Experiment die
Fehlerabschitzung >, die wir im Beweis gesehen haben.

Im Folgenden wenden wir uns dem Starken Gesetz der Groflen Zahlen zu. Ausgang ist die
Frage, ob sich die Bildung des Grenzwerts und die Wahrscheinlichkeitsberechnung in 3.25
vertauschen lassen. Wie sich heraus stellt, ist dies nur unter zusétzlichen Voraussetzungen
moglich.

Satz 3.26 (Starkes Gesetz der Grofien Zahlen). Sei (2,7, P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und (Xg)gew eine Folge von diskreten und unabhingigen Zufallsgrofien. Weiterhin
sei E(X}!) fiir jedes k € IN endlich und die X}, gleich verteilt (d.h. haben gleichen Er-
wartungswert g und Varianz). Dann gilt fiir den Mittelwert der ersten n Folgenglieder
Mn = % 22:1 Xk

P(lim Mn=,u)=1

n—oo

Bemerkung 3.27. Das Schwache Gesetz gab uns eine Moglichkeit, Wahrscheinlichkeit
zu interpretieren: ein Treffer hat eine bestimmte Wahrscheinlichkeit p, wenn auf lange
Frist die Wahrscheinlichkeit, dass die relative Hiufigkeit von p abweicht, gegen Null geht.
Diese Erklarung ist dahingehend unbefriedigend, dass sie auf den Begriff Wahrscheinlich-
keit selbst angewiesen ist. Das Starke Gesetz sagt nun aus, dass die Wahrscheinlichkeit,
dass sich der Mittelwert einer Folge von Zufallsvariablen auf lange Sicht genau der Er-
wartungswert ist, 1 ist. Damit tritt dieses Ereignis (fast) sicher ein.

Der eigentliche Beweis des Satzes bedarf einiger Vorarbeit, was unter anderem daran
liegt, dass wir, um die Wahrscheinlichkeit des Grenzwertes berechnen zu kénnen, auf
einen iiberabzihlbaren Ereignisraum zuriickgreifen miissen.

Betrachtet man als Zufallsexperiment beispielsweise das n-fache Werfen einer Miinze, so
ist die Kovergenzaussage nur interessant, falls wir tatséichlich einen Ubergang n — oo
durchfiithren kénnen. Der Ergebnisraum besteht in diesem Fall also aus unendlich langen
Binarfolgen der Form 0101111...und ist folglich {iberabzahlbar unendlich. Daher miissen
wir zunéchst sicherstellen, dass die Wahrscheinlichkeit iiberhaupt wohldefiniert ist. Wir
behandeln dies in einigen Lemmata.

Lemma 3.28. Sei (9, <7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X;);an eine Folge von
diskreten und unabhéngigen reellen Zufallsgrofien. Auflerdem seien die X; gleich verteilt
(d.h. sie haben gleichen Erwartungswert 1) und der Mittelwert der ersten n Folgenglieder
werde fiir jedes w €  mit M, (w) = % Y1 Xi(w) bezeichnet. Dann gilt

E:{weQ ‘ limMn(w):u}:ﬂ U N{we | [Mp(w)-pl<t}
e leN neN k2n
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Beweis. Zum Beweis fithren wir folgende Bezeichnung ein:

A= {weQ|Myw)-pul<7}  B,=N4, '=UB,

k>n nelN

Zu zeigen ist also My C! = E.
Nun gilt laut Definition von Af,c, B!, und C' als Schnitt- bzw. Vereinigungsmenge

(i) we Bl < we AL fiir alle k> n (i) we C' < IneN:we B,
Beides zusammen ergibt
weC & InelN:Vk2n:we A}
Da w € Al gleichbedeutend mit [Mj(w) - p| < % ist, folgt

weﬂCZ@Vle]N:weC’l@Vlé]N:EInE]N:Vkrzn:|Mk(w)—,u|<%
leIN

Damit ist dem Nachweis der Konvergenz Geniige getragen. Also ist

weNC' < lim My(w)=p=wekE
leN nee

O]

Folgerung 3.29. Unter den Voraussetzungen und mit den Bezeichnungen aus 3.28 gilt

E={w€Q | limMn(w):u}EQ/.

Beweis. Es gilt fiir beliebige k,l € IN
| M (w) = | < 7 < My(w) €] = p, 1+ [

Es ist also A} = M;*(]} - 1,7 + p[). Da Summen und skalare Vielfache von Zu-
fallsgrofien wieder Zufallsgrofen sind, ist My eine Zufallsgréfie und als Urbild eines
offenen Intervalls (also einem Element der Borelmenge) unter einer Zufallsgrofe liegt
AL in «7. Nach dem eben bewiesenen Lemma 3.28 entsteht FE durch Schnitte bzw.
Vereinigung iiber A, liegt also ebenfalls in 7. O

Wir erinnern an dieser Stelle an die sogenannte “Stetigkeit des Wahrscheinlichkeitsma-
Bes”, d.h. fiir eine beliebige Folge von Ereignissen (A, )peny mit Apiq € A, gilt limy, 00 P(A) =
P(Npew An) (vgl. Lemma 2.49). Diese Aussage wird im néchsten Beweis beitragen.

Lemma 3.30 (Borel-Cantelli). Seien die Mengen E,Ai, B, C" definiert wie oben. Falls
gilt, dass

[ee]

P[(AL)] < oo fiir alle [ € N,
k=1

soist P(F) = 1.
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III Invarianten von Zufallsgréfen

Beweis. Wir benutzen die Stetigkeit von P bzgl. der C. Es gilt Ag’l c Al und daher
auch C*! c C!, also sind die Bedingungen von Lemma 2.49 erfiillt. Wir erhalten

P(E) = lim P(CY

Wir zeigen nun P(C!) =1 fiir alle [ ¢ N. Dazu rechnen wir nach, dass P((C")¢) = 0.
Hier gilt aufgrund der Regeln von De Morgan

P -P|Y mAl] -0 U]

nelN k>n nelN k>n

Fiir alle n € IN gilt
P ) < PIU(4)) < ki P((AL)O)

Da die Reihe Y52, P[(AL)“] laut Voraussetzung konvergiert, bilden die Partialsum-
men eine Cauchy-Folge und fiir jedes € > 0 gibt es ein N € IN, sodass fiir m >n > N

gilt
Z P[(A})C Z ->P <e
k=0 k=0
Insbesondere bedeutet dies fiir alle n > IV, dass
> Pl(AL) T <e
k=n

Kombinieren wir dies mit der Abschitzung oben, erhalten wir P((C*)¢) = 0 und
damit P(F) = 1. O

Um nun den Beweis des Starken Gesetzes zu fithren, geniigt es also, die Voraussetzung
von Lemma 3.30 nachzuweisen. Wir miissen also zeigen, dass

(e e]

kiP(Az)C =S P(My -l > 1) < o0
=1

ist. Beim Beweis des schwachen Gesetzes haben wir bereits folgende Abschitzung gefun-

den:
o2

n (1)

P(My - > 1) <

Nun gilt jedoch
00 2 2 oo 1

DA Sl

Sk(3)? (92K
Da diese Reihe also divergiert, miissen wir die Abschétzung verbessern, um Lemma 3.30
anwenden zu kénnen. Dazu verwenden wir die Ungleichung von Markov.
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3.5 Schwaches und Starkes Gesetz der grofien Zahlen

Beweis von 3.26. Wir setzen 0.B.d.A. p = 0 voraus, denn andernfalls kénnen wir
stattdessen die Folge (Y;);eny mit Y; = X; — u betrachten, die dann Erwartungswert
0 hat und ebenfalls unabhéingig ist. Auflerdem haben auch die Y; alle die gleiche
Varianz und E(Y;) existiert jeweils. Ist M, der Mittelwert der ersten k Folgenglieder
dieser Folge, so ist

— 1 & 1 & 1 & 1
My=22 V=20 (Ximp) = |2 2 Xi | = k= My - p
i=1 1=1 i=1

Das bedeutet o
lim M =0 < lim My = pu,

k—o00 k—o0

sodass also aus der Giiltigkeit des starken Gesetzes fiir die Y; auch die Giiltigkeit fiir
die X; folgt. Wir wenden nun die Markov’sche Ungleichung auf [Mj| und g(z) = 2*
an und erhalten:

B(My)
(p)*

Wir berechnen nun Schritt fiir Schritt den Ausdruck auf der rechten Seite:

P(|Myg|> 1) < (*)

4
1& 1
Mé = (E ZXI) = E Z XaXchXd
i=i (ab,c,d)e{l,...k}4

Die Summanden der letzten Summe sortieren wir als néchstes im Hinblick darauf,
wie viele gleiche Faktoren auftreten:

k
4 4 4!

4 3 2 v 2 2
Yxie ¥ (Jrime ¥ (ks ¥ gxenx
a=1 (a,b)e{1,...k}2 (a,b)e{1,...k}2 (a,b,c)e{l,...k}3

a+b a+b a+b,b*c,a*c
+ Z XaXchXd

(a,b,c,d)e{l,...k}4
paarw. verschieden
Bei der Berechnung des Erwartungswertes dieser Summe nutzen wir aus, dass sich
Summation und Erwartungswertbildung vertauschen lassen, sowie dass aus der Un-
abhéngigkeit der X; auch E(X; - X;) = E(X;) - E(X;) fiir ¢ # j folgt (vgl. dazu den
Beweis von 3.15). Da wir vorausgesetzt hatten, dass die Erwartungswerte verschwin-
den, verschwinden also alle Summanden, in denen eine einfache Potenz X; auftaucht.
Dadurch erhalten wir

BO - 1| B +6 5 EODEC)

(a,b)e{1,...k}2
a+b
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III Invarianten von Zufallsgréfen

Nach Voraussetzung sind die X; gleich verteilt, sodass auch die E(X2) bzw. E(X?)
alle gleich sind. Es geniigt daher, die Anzahl der Summanden zu zéhlen:

]E(Mk)— [k E(X{)+6-k(k-1) E(X7)?] (%%)

Nach Annahme ist E(X}) endlich. Damit existiert auch I(X?%)2?, denn es kann 0 >
Var(X) = E(X{) - E(X?)? nur erfiillt sein, falls E(X?)? < B(X{) < oo gilt. Diese
Abschitzung auf (+*) angewendet, liefert

]E(Mk)<—[l~c E(X{)+6-k(k-1)- ]E(Xl)]<£k2]E(Xf)

Wir konnen dies nun in (*) einsetzen und erhalten

P(My>1) < %JE(X;*)Z4

und damit - o 1
S (Mp>1) < 6EXDY — 5 <
k=1 k=1

Die Voraussetzung von Lemma 3.30 ist also erfiillt und wir erhalten die Aussage des
Starken Gesetzes der Grofien Zahlen. O

Bemerkung 3.31. Falls X eine beschrinkte ZufallsgroBe ist (das ist insbesondere dann
der Fall, wenn X eine diskrete ZufallsgroBe ist), so existiert E(X{) immer.

Eine noch bessere Abschéitzung als im Beweis erhélt man durch Verwendung von g(z) = €”
anstatt g(x) = 2*. Die Abschitzung wird dann zu

P(IMy, = p| > 1) < Ce™
mit einer gewissen Konstante C. Man benotigt allerdings, dass E(e'x ‘) existiert.

Der Name des Starken Gesetzes der groflen Zahlen rithrt daher, dass es als mathematische
Aussage stérker ist, als das Schwache Gesetz, d.h. aus der Giiltigkeit des Starken Gesetzes
folgt die des Schwachen. Bevor wir diese Aussage jedoch beweisen, sehen wir uns zunéchst
an einem Beispiel an, dass die Umkehrung im Allgemeinen falsch ist.

Dazu konstruieren wir eine Folge (Y}, )nen, die

(i) lim P(|Y,|>€e)=0 wund (i) P(lim Y, =0)#1
erfiillt.

Beispiel 3.32. Wir betrachten alle Winkel w, die beim Drehen eines Gliicksrades auftre-
ten konnen, d.h. unsere Grundmenge ist € = [0; 27[. Wir definieren nun zunéchst induktiv
eine Folge von Intervallen I, = [ay; b, ] mittels

nfl n
11:[0;%[ und I, [an1+1 n1+ %Z
k=1 k=1

?rl»—‘

und anschliefend eine Folge von Zufallsgréfien
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3.5 Schwaches und Starkes Gesetz der grofien Zahlen

1 fallswel, +2n7Z

0 sonst

Yo (w) :{

Dabei bedeutet die Addition von 27Z, dass fiir ein w also auch Y, (w) = 1 sein soll, falls
w durch die Addition eines ganzzahligen Vielfachen von 27 in I,, landet.

Es gelte weiterhin die Laplace-Annahme in der Form, dass

b, —
P@eh):%g%

sein soll.

zu (1): Zunéchst zeigen wir, dass lim,,_,. P(|Y,|>¢) =0.
Falls € > 1, so ist |Y;,| > € unmoglich und P(|Y,|>¢) = 0.
Falls € < 1 ist, betrachten wir das das Ereignis |Y;,| > €, d.h. die Menge

{weQ|Y(w)>e}={weQ|Y,(w)=1}

Aufgrund unserer Definition ist diese Menge ein Intervall der Linge % Damit ist
1

P(|Yy]| > €) = 5 und wegen lim,, ﬁ =0 ist die behauptete Gleichung wahr.
zu (ii): Wir zeigen nun, dass lim, . Y, = 0 ein unmogliches Ereignis ist. Dazu zeigen wir,
dass
{weQ| limY, =0} =9,
n—oo

indem wir nachweisen, dass fiir alle w € Q der Grenzwert lim,, ., Y, (w) nicht exis-
tiert.

Sei dazu w € Q) beliebig. Da man fiir jedes Intervall I,, von oben auch als
n—l1 n 1
M=[ZE% E[
k=1 k=1

schreiben kann, sind die Intervallgrenzen durch die harmonische Reihe gegeben. Diese
ist divergent, wichst also unbeschrinkt und fiir jedes [ € IN gibt es ein n € IN, sodass

w+l-2mel,

erfiillt ist. Die Menge aller n € IN, fiir die Y, (w) = 1 ist, ist also unendlich. Ebenso
ist die Menge aller m € IN, fiir die Y,,(w) = 0 ist, unendlich. Daher kann die Folge Y,
nicht konvergieren.

Bemerkung 3.33 (\/n-Gesetz). Das schwache Gesetz sagt aus, dass der Mittelwert
M,, der ersten n Folgenglieder einer Folge identisch verteilter Zufallsgrofen (X, )nen fiir
geniigend grofles n mit hoher Wahrscheinlichkeit gerade zum Erwartungswert p wird.
Um detailliertere Aussagen zu erhalten, erinnern wir daran, dass wir im Beweis zu 3.25
gesehen hatten, dass

Var(M,) = £ Var(X1)

gilt. Bezeichnen wir nun mit o die jeweilige Standardabweichung, so kann diese Gleichheit
auch als

ox
oM, = ——
N

o1
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interpretiert werden. Intuitiv ist die Standardabweichung ein Maf fiir die Streuung einer
Zufallsgréf8e um ihren Mittelwert. Nehmen wir eine normalverteilte ZufallsgroBe X an, so
l4sst sich diese Aussage weiter quantifizieren:

P(X ~ <)
lo ~ 30%

20 ~ 5%

30 ~ 0.3%

4o ~ 0.01%
50 ~ 0.000 05%

Als Faustregel kann man daher eine Abweichung von 1o als ungewdhnlich ansehen, in
der Teilchenphysik dagegen gilt die Existenz ein neues Teilchens z.B. erst als gesichert,
wenn eine Streuung von 50 ausgeschlossen werden kann. Im Kapitel {iber Hypothesentests
werden wird spéter dazu sagen, dass ein Signifikanzniveau von 0.000 05% gewéhlt wird.

Aus den Uberlegungen lassen sich Abschiitzungen der folgenden Art ableiten: Angenom-
men, Peter hat eine Laplace-Miinze, die er 10 000 Mal wirft. Dabei tritt 5200 mal “Kopf”
auf. Ist das bereits eine verdachtig grole Abweichung vom Erwartungswert 5000 oder liegt
die Schwankung noch im natiirlichen Bereich?

Wir haben bereits gesehen, dass die Varianz einer binomialverteilten Zufallsgréfie zu den
Parametern n und p gerade npq betragt, fiir grofie n also ungefdhr n ist. Die Standard-
abweichung ist also \/n und nach oben erwihnter Faustregel kénnen wir eine grofere
Abweichung vom Mittelwert als \/n als verdichtig ansehen. Diese Faustregel wird auch
als \/n-Gesetz bezeichnet.

In unserem Beispiel ist \/n = 100, also ist obige Abweichung von 200 tatséichlich un-
gewohnlich.

3.6 Konvergenzbegriffe der Stochastik

Wir betrachten in diesem Abschnitt Folgen von Zufallsgrofien (X,)nn auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, o7, P) sowie eine Zufallsgréfie X, an die sich die Folge (in einem
gewissen noch genauer zu bestimmenden Sinne) annéhert:

X, =5 X
In der Analysis hatten wir fiir eine derartige “Annédherung” verschiedene Konvergenz-
begriffe zur mathematischen Beschreibung eingefiihrt. Beispielsweise sagt man, dass eine
Folge von Funktionen ( f,,)nen punktweise gegen f konvergiert, falls fiir alle x des Defini-
tionsbereichs gilt

Tim f,(2) = ()
Dagegen konvergiert die Folge gleichmdf$ig gegen f, falls
B [~ flloo = lim sup|fu() - f(2)| =0
x
erfiillt ist. So wie in der Analysis ist auch in der Stochastik eine Unterscheidung ver-

schiedener Konvergenzbegriffe nétig. Von diesen werden wir im Folgenden drei kennen
lernen.
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Definition 3.34. Eine Folge von reellen Zufallsgrofien (X, )nen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (2, .o, P) konvergiert fast sicher gegen eine reelle Zufallsgrofie X, falls

P(lim X, = X)=1.

Ausgeschrieben bedeutet diese Bedingung:
P{w| lim X,(w)=X(w)}) =1

Die Menge in den Klammern ist genau die Menge der w, auf denen X,, punktweise gegen
X im Sinne der Analysis konvergiert. Daher ist fast sichere Konvergenz gleichbedeutend
damit, dass fiir fast alle w € Q die Folge X,, punktweise gegen X konvergiert.

In Anlehnung an das Schwache Gesetz der Grofien Zahlen definieren wir einen weiteren
Konvergenzbegriff.

Definition 3.35. Eine Folge von reellen Zufallsgrofien (X, )nen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (€2,.o7, P) konvergiert stochastisch (oder in Wahrscheinlichkeit) gegen eine
reelle Zufallsgrofe X, falls

,}LHQOP(|X”_X| <e)=1

fiir jedes € € R™ erfiillt ist.

Beispiele 3.36. Die beiden Gesetze der Groflien Zahlen liefern Beispiele fiir fast sichere
sowie stochastische Konvergenz.

(a) Erfiillt eine Folge (X, )nen die Voraussetzungen des Starken Gesetztes der Grofien
Zahlen, so konvergiert die Folge der zugehorigen Mittelwerte (M, )nen fast sicher
gegen den Erwartungswert u der Folge.

(b) Ist andererseits (X, )nen eine Folge von Zufallsgrofien, fiir die das Schwache Ge-

setz der groflen Zahlen gilt, so so konvergiert die Folge der zugehdrigen Mittelwerte
(M, )new stochastisch gegen den Erwartungswert p der Folge.

Definition 3.37. Sei (X, )ren eine Folge von reellen ZufallsgroBen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (£2, &7, P). Sei weiter Vx, : R - [0, 1] die Verteilungsfunktion von X,, und
Vx : R - [0,1] die Verteilungsfunktion von X. Man sagt, X,, konvergiert in Verteilung
gegen X, falls fiir alle t € R, an denen Vx stetig ist, die Bedingung

lim Vy, () = Vi (¢)

erfiillt ist.
Bemerkung 3.38. An Unstetigkeitsstellen ist es schwierig, auf sinnvolle Weise eine Kon-
vergenz zu definieren, da man beispielsweise zwischen Grenzwerten von links und von

rechts unterscheiden muss. Deshalb schlieflen wir diese Stellen in der Definition aus. Noch
einfacher wird es natiirlich, falls wir von vornherein stetige Funktionen betrachten.
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III Invarianten von Zufallsgréfen

Satz 3.39. Sei (€2, o7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, ), eine Folge von reellen
Zufallsgrofen, die fast sicher gegen die Zufallsgrofle X konvergiert. Dann konvergiert
(Xn)new auch stochastisch gegen X.

Beweis. Der Beweis wurde in den Ubungen besprochen (Blatt 9, Aufgabe 1). O

Bemerkung 3.40. Aus Satz 3.39 folgt, dass tatsdchlich aus der Giiltigkeit des Starken
Gesetzes der Groflen Zahlen fiir eine Folge von Zufallsgréfien auch die die des Schwachen
Gesetzes folgt. Wie in den Beispielen 3.36 kann ndmlich das Starke Gesetz in eine Aussage
iiber fast sichere Konvergenz und das Schwache Gesetz iiber stochastische Konvergenz
umformuliert werden. Dies bedeutet, dass das Starke Gesetz eine stidrkere Aussage im
mathematischen Sinne ist.

Die Umkehrung von Satz 3.39 gilt jedoch im Allgemeinen nicht. Wie wir nun zeigen, ist
eine weitere Bedingung notig, um aus stochastischer Konvergenz fast sichere Konvergenz
zu folgern.

Satz 3.41. Sei (92, &7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, ) eine Folge von reellen
Zufallsgroflen, die stochastisch gegen die ZufallsgroBle X konvergiert. Gilt zusétzlich fiir
jedes € >0

S P(|X, - X| > €) < oo,
n=1

so konvergiert X,, auch fast sicher gegen X.

Beweis. Wie oben angefiihrt, betrachten wir das Ereignis E = {w | lim;,—,c0 X (w) =
X (w)}. Man vergewissert sich leicht, dass diese Menge mit der Menge iibereinstimmt,
die wir in Lemma 3.28 eingefiihrt haben (statt der Zufallsgrofie M,, verwenden wir
nun X,). Die Voraussetzung von 3.30 ist durch die hier geforderte Voraussetzung
sicher gestellt, damit erhalten wir

P({w] Jim X,(w) = X(w)}) =1

und somit konvergiert X,, fast sicher gegen X. O

Satz 3.42. Sei (2, o7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, ), eine Folge von reellen
Zufallsgrofen, die stochastisch gegen die Zufallsgréfle X konvergiert. Dann konvergiert X,
auch in Verteilung gegen X.

Beweis. Aufgrund der stochastischen Konvergenz gilt lim,, . P(|X, - X| >¢) =0
fiir alle € > 0 . Sei weiterhin ¢ € R so, dass Vyx stetig bei t ist. Zu zeigen ist nun
limnﬁoo VXn (t) = Vx(t), d.h.

Ve>0:3IngeIN:Vn>ng:|Vx, - Vx(t)|<e
Da Vx(t) stetig ist, existiert ein ¢ > 0, sodass
Vx(t) - Vx(s)|<5 fiiralle |t —s|<§

Wir zeigen nun in zwei Schritten, dass fiir hinreichend grofie ng gilt:
(1) Vx, (t)-Vx(t) <e
(2) Vx(t)-Vx, (t) <e.
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3.6 Konvergenzbegriffe der Stochastik

Zu (1)

Laut Definition ist Vx,, (t) - Vx(t) = P(X, <t) - P(X <t). Um eine Abschitzung fiir
den ersten Term zu bekommen, iiberlegen wir uns, welche Fille bei X < ¢ auftreten
konnen. Hierbei kann prinzipiell X < ¢+ 6 oder X > t + § sein. Damit aber immer
noch X, <t erfiillt sein kann, folgt im zweiten Fall, dass |X,, — X| > J sein muss. Wir
bekommen aus diesem Grund

Vx, (t) = P(X <t) < P(X <t+6 oder | X — X,| >9)
Wir setzen dies ein und erhalten

Vx, (t) = Vx(t) < P(X <t+4§ oder | X - X,,|>d) - P(X <t)
<P(X<t+0)+P(|X-X,|>0)-P(X<t)

Unter der Verwendung der Definition der Verteilungsfunktion erhélt man dafiir
Vx(t+6)-Vx(t)+ P(|X - X,,| >0)

Aufgrund der Stetigkeit von Vy ist wie oben bemerkt Vy (¢ +J) - Vx(t) < 5. Wegen
limy, 0o P(| Xy — X| > €) = 0 gibt es auBerdem ein ng € IN sodass P(|X - X,|>6) < 5
fiir alle n > ng. Es folgt daher insgesamt

VXn(t) —Vx(t) < % + % =&

wie gewiinscht.

Zu (2)

Wir gehen dhnlich wie oben vor und bemerken zunéchst, dass laut Definition V(¢ —
d) = P(X < t-0) gilt. Wiederum unterscheiden wir die beiden Félle X,, < ¢t und
X, > t, was im zweiten Fall genauso wie oben |X — X,,| > § bedeutet.

Wiederum erhalten wir folglich

P(X <t-0) < P(X, <t)+ P(|X - Xp| > 6)
< Vy(t=68) <Vx, (t) + P(IX - X,| > 6)

Umstellen liefert
_VXn < —Vx(t - 5) + P(lX - Xn| > 5)

Nun verwenden wir, dass aufgrund der Stetigkeit Vx (¢) — Vx(t —4) < § ist und fiir
n 2 ng die Ungleichung P(|X,, - X|>0) < 5 erfiillt ist. Damit erhélt man nun

Vx(t) —VX"(t) < % + % =€
Aus (1) und (2) folgt insgesamt
[Vx, (t) = Vx(t)|<e fir alle n >ng

Damit haben wir fiir alle ¢, bei denen Vx stetig ist, lim,_o Vx, (t) = Vx(t) gezeigt.
O

Bemerkung 3.43. Auch hier ist die Umkehrung im Allgemeinen falsch: Konvergiert eine
Folge X,, gegen X in Verteilung, so konvergiert sie nicht zwangslaufig auch stochastisch
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III Invarianten von Zufallsgréfen

gegen X.

Beweis. Dazu betrachten wir folgendes Gegenbeispiel. Sei (€2, 7, P) ein Wahrschein-
lichkeitsraum und A ¢ € eine Menge, sodass P(A) = % Definiere nun eine Zufallsgrofie
X :Q - R mittels

1 fallsweA

X(w) = {—1 falls w ¢ A

Ein Beispiel hierfiir wire wiederum das Werfen einer Laplace-Miinze (vgl. Beispiel
2.48 (a)). Weiterhin definieren wir nun eine Folge (X, )new von Zufallsgrofien durch

X, = (-1)"X

Die ZufallsgroBen X, haben alle die gleiche Verteilungsfunktion, welche identisch mit
der Verteilungsfunktion von X ist:
1. Fall: Fiir t < -1 ist aufgrund der Definition klar, dass Vy, (t) = P(X, <t) = P(@) =

0 und ebenso Vx(t) = P(X <t) =0 ist.
2. Fall: Fiir t > 1 erhélt man sofort Vy, (t) = Vx(t) = 1 aus der Definition.
3. Fall: Fiir t € [-1;1[ betrachten wir

Vx, (t) = P(X, <t) = P(X, = -1) = P(A*) = 1 fiir gerade n
Vx, (t) = P(X, <t)= P(-X, =-1)= P(X =-1) = P(A") = % fiir ungerade n

Zusammen mit Vy(t) = P(X < t) = P(X = -1) = L in diesem Fall erhalten wir
insgesamt

Vx, (t) =Vx(t) firalleteR,nelN

Damit konvergieren die Vi, offensichtlich fiir jeden Punkt gegen Vx, und X,, damit
in Verteilung gegen X.

Die X, konvergieren jedoch nicht stochastisch gegen X. Laut unserer Konstruktion
gilt ndmlich

X, = X falls w gerade X, =-X falls n ungerade
und damit
| X, — X| =0 falls n gerade | X, — X| =2 falls n ungerade
Daraus folgt, dass beispielsweise

P(X - X] < i) _ 1 falls n gerade
0 falls n gerade

Der Grenzwert dieser Wahrscheinlichkeit fiir n — oo existiert damit nicht. O
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3.7 Der Zentrale Grenzwertsatz

(Xn)nen konvergiert stochastisch

gegen X und Y7 P(|X,, - X|>¢e) <00

(Xn)nen konvergiert fast sicher

gegen X

(Xn)nen konvergiert stochastisch

gegen X

(Xn)nen konvergiert in Verteilung c
gegen X -

Abbildung 3.1: Graphische Darstellung der Ergebnisse aus dem letzten Abschnitt iiber den Zusam-
menhang der verschiedenen Konvergenzbegriffe

3.7 Der Zentrale Grenzwertsatz

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit einer wichtigen Konvergenzaussage fiir
Zufallsgroflen. Der so genannte Zentrale Grenzwertsatz besagt, dass sich bei grofler Stich-
probenlénge ein Zusammenhang mit der Normalverteilung einstellt. Zur Motivation dieser
Tatsache betrachten wir zunéchst den Spezialfall Bernoulli-verteilter Zufallsgrofen.

Sei dazu (X, )nen ein Folge unabhéngiger Zufallsgrofien auf 2 = {0,1}. Dann ist die Sum-
me der ersten n Folgenglieder S; = Z}Ll X binomialverteilt. Wir haben bereits gesehen,
dass fiir die Mittelwerte M, = %Sn sowohl das Schwache als auch das Starke Gesetz der
Groflen Zahlen gelten.

Wir hatten die Binomialverteilung zur Stichprobenzahl n und Treffwahrscheinlichkeit p
(und der Abkiirzung ¢ =1-p) als B, ,(k) = (Z)pkql_k definiert.
Damit gilt fiir die Differenz zweier aufeinanderfolgender Trefferzahlen

n e n 1o
Bup (k) = Bug(l = 1) = (o = () o1t -

_(" kn—k_g( n )kn—k
(k)pq P\g—1)P 1

Wir berechnen nun zunéchst

(1:1): (k—1)!.7(i'—kk+1)!-k B k!(n-kﬁéi-ku) ) (Z)%
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III Invarianten von Zufallsgréfen

und schreiben damit den obigen Ausdruck um zu

(n)pkq”_k[l— k g]:Bn’p(k).[p(n—k+1)—kq:|:

k n-k+1 p p(n-k+1)
pn —pk+p-kq [pn—k+p]
=B, ,(k)- =B, (k)| —————

Die Idee ist nun, B, (k) — Bpp(k — 1) im Sinne einer Ableitung als Tangentensteigung
aufzufassen. Da der Erwartungswert der Binomialverteilung np ist, hat diese dort ein
Maximum und die Tangentensteigung 0, falls k¥ ~ pn. Dadurch kommen wir zu einer
néherungsweisen Differentialgleichung fiir g(x) = By, ,(pn + z).

o (2) = gla) S ()
pn—pn-pr+p npq—-pr+p

Interessant ist sehr grofies n und z ~ \/n. Also nihern wir in der folgenden Weise:

-z
g'(z) »g(z) —
npq

Diese Differentialgleichung 16sen wir nun mittels Trennen der Variablen zur Anfangsbe-

dingung g(z0) = yo:

9(z) 1 T _ -1
lng(w)—lnyo=f —dng —tdt:—-(xz—xo)
w o g o NPq npq

-1
e Ing(z) = —- (a?
npq
Alsoist g(z) = e /(2np9) . ' wobei wir in der Konstante C die Abhéingigkeit von der An-
fangsbedingung zusammengefasst haben. Diese Konstante kann auch riickwérts anhand
der Normierungsforderung ohne Kenntnis der Anfangsbedingung bestimmt werden. Also

stellen wir fest, dass sich die Binomialverteilung der Normalverteilung zu den Parametern

—x0) +Inyo

o=+/npq und pu=np

annihert. Unsere heuristische Uberlegung hat uns damit zu einer Aussage gefiihrt, die
als Satz von Moivre-Laplace bekannt ist. Diesen Satz wollen wir jedoch nicht formulieren
und beweisen, sondern gehen gleich zum allgemeineren Fall {iber, dem zentralen Grenz-
wertsatz.

Satz 3.44 (Zentraler Grenzwertsatz, ohne Beweis). Sei (X, )new eine Folge unabhéngiger,
identisch verteilter reeller ZufallsgroBen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, P),
deren Erwartungswert u < oo und Varianz o2 < oo jeweils existieren. Dann konvergiert

in Verteilung gegen die Standardnormalverteilung, d.h. der Normalverteilung zu den Pa-
rametern p =0 und o = 1.
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3.7 Der Zentrale Grenzwertsatz

Wir geben nun nochmal eine Ubersicht iiber die auftretenden Zufallsgrofien. Sei dazu
(Xn)new eine Folge von Zufallsgréfien, die die Voraussetzungen des Zentralen Grenz-
wertsatzes erfiillt (mit Erwartungswert p, Standardabweichung o). Wir fithren nun die
Bezeichnungen

1 n L 1
— Sn=> X, Zp=——=(S,—n

fiir den Mittelwert, die Summe und die standardisierte Summe der ersten n Folgenglieder
ein. Fiir die jeweiligen Erwartungswerte bzw. Varianzen rechnet man dann leicht nach:

E | Var
M, | u %02
Sp | nu | no?
Zn | 0 1

Die ZufallsgroBe Z,, in der letzten Zeile konvergiert nach dem Zentralen Grenzwertsatz in
Verteilung gegen die Normalverteilung zu den Parametern p =0 und o =1 (Standardnor-
malverteilung). Die beiden anderen Zufallsgrofien dagegen gegen die Normalverteilung zu
den jeweiligen anderen Parametern.

Speziell fiir Bernoulli-verteilte Zufallsgrofien ist IE(X) = p und Var(X)
wir als Konsequenz fiir grofles n:

= pq, also erhalten

P(a< M, <b)~V(b)-V(a)

wobei V' die Verteilungsfunktion von M,, bezeichnet. Dabei haben wir P(M,, = a) ver-
nachléssigt, da diese Wahrscheinlichkeit in der Regel sehr gering ist. Wir fithren nun die
Bezeichung (bﬁ , fir die Verteilungsfunktion der Normalverteilung zu den Parametern o
und g ein. Unter Verwendung des Zentralen Grenzwertsatzes konnen wir dann weiter in
folgender Weise néihern:

Pla< M, <b)~ <I>p (b) @pq/n(a)

Verwendet man nun die Dichtefunktion der Normalverteilung (vergleiche Definition 2.56),
dann erhalt man
N2
(z-p) ) A

202

d* (a)=P(X <a [ -ex (
@) = P(X 0= [7——exp
Damit wird die Differenz von oben zu

(z-p)?\ [ n
pq/n(b) (I)PQ/”(a) f ep( 2pq/n ) qudl‘

Die Werte @Z ,(a) sind in Tafelwerken erfasst und kénnen also leicht nachgeschlagen wer-
den, wahrend es nicht moglich ist, eine Stammfunktion direkt anzugeben.

In dhnlicher Weise gilt

b —(r— 2
P(GSSnSb):L \/%TP(JGXP(M) dz

2npq
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III Invarianten von Zufallsgréfen

Wie oben erwahnt, haben wir dabei die Wahrscheinlichkeit dafiir, die Randwerte zu er-
halten, vernachléssigt. Eine Verbesserung der Genauigkeit bekommt man deshalb, wenn
man den Integrationsbereich leicht vergroflert und stattdessen

poL

2

1
b+3
P(agSnsb):f 2 dxbzw.P(a<Sn<b):f . de
a-3

o
2
berechnet. Man spricht hierbei von der Stetigkeitskorrektur .

Bemerkung 3.45. Durch Substitution kann man zeigen, dass ®%;(a) = PY(EH) ist.
Es geniigt also ein Tafelwerk, in dem die Werte fiir die Standardnormalverteilung tabel-
liert sind, um die entsprechenden Werte fiir beliebige Normalverteilungen bestimmen zu
konnen.
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Wir versuchen als néchstes, die bisher entwickelte Wahrscheinlichkeitstheorie in Verbin-
dung zur Empirie zu bringen.

4.1 Testen von Hypothesen

Zunéchst widmen wir uns Hypothesentests und illustrieren die Vorgehensweise dabei an
einem Beispiel. Gegeben sei eine Miinze, von der wir annehmen, dass es sich um eine
Laplace-Miinze handelt. Diese Annahme eines geeigneten Modells fiir die Miinze nennt
man Nullhypothese Hy . Ziel ist es nun, anhand eines Experiment festzustellen, ob diese
Annahme gerechtfertigt ist.

Wir entscheiden uns dazu, die Miinze N-mal zu werfen, mit einem groflen N, z.B. N =
1000. N bezeichnet man dabei als Stichprobenzahl. Ausgehend von dem Konzept einer
Laplace-Miinze erwarten wir als Ergebnis, dass die Miinze in etwa p = 500 Mal “Kopf”
zeigt. Zur Durchfithrung des Tests legen wir als néchstes einen Annahmebereich fest. Dies
geschieht beispielsweise in folgender Weise:

Wihle ein k so, dass eine (theoretisch perfekte) Laplace-Miinze, die der Nullhypothese
geniigt, mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% bei 1000 Wiirfen eine Kopfzahl im An-
nahmebereich [p -k, pu+ k] liefert. Die zugelassenen 5% Abweichung werden Fehlerniveau
oder Signifikanzniveau genannt.

Es stellt sich nun die Frage, wie man dieses k bestimmt. Da sich die zugelassenen 5%
Abweichung aufgrund der Symmetrie der Normalverteilung zu gleichen Teilen auf den
Bereich links bzw. rechts des Annahmebereichs verteilen, erhalten wir die Gleichung

P(X <500 - k) = ®320(500 - k) = 2.5%

Hierbei haben wir die Varianz der Bionomialverteilung zu o2 = npq = 250 berechnet. Mit
der Substitution aus 3.45 erhélt man

‘I’(l)(]T%) = 2.5%

Mit einem Tafelwerk erhilt man x ~ 2 und damit

-k
N 2 o k=-V250-2~-30
Dies bedeutet, dass eine Laplace-Miinze bei 1000 Wiirfen mit einer Wahrscheinlichkeit
von 95% eine Anzahl von “Kopf”-Ergebnissen liefert, die zwischen 470 und 530 liegt.
Liegt also ein experimenteller Befund unserer Miinze vor, vergleichen wir diesen mit dem
Annahmebereich. Sollte der experimentelle Wert aulerhalb liegen, verwerfen wir die Hy-
pothese. Falls die Anzahl dagegen im Intervall liegt, behélt man die Hypothese bei.
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Anzumerken ist an dieser Stelle, dass das Verwerfen der Hypothese in entscheidender
Weise von der Wahl des Signifikanzniveaus abhingt. Diese Wahl kann nun dazu fiihren,
dass eine eigentlich zutreffende Hypothese verworfen oder eine falsche Hypothese ange-
nommen wird. Diese Fehlentscheidungen tragen die Bezeichnung Fehler 1. bzw. 2. Art
und die Wahrscheinlichkeit dafiir, eine dieser Fehlentscheidungen zu treffen wird haufig
als a bzw. S notiert. In unserem Beispiel betridgt die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler
1. Art, d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass die Nullhypothese zwar wahr ist, aber dennoch
verworfen wird, nach Wahl gerade 5%. Die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art ldsst
sich damit als die bedingte Wahrscheinlichkeit P, (Ho wird abgelehnt) schreiben.

Wir stellen die Fehler hier in einer Tabelle zusammen.

Hy stimmt Hy ist falsch
Hy wird beibehalten richtig Fehler 2. Art 3
Hy wird abgelehnt Fehler 1. Art « richtig
hier: o = 5%

Bemerkung 4.1. (a) Man sollte beachten, dass der Fehler 2. Art nicht berechnet wer-
den kann. Miinzen sind beispielsweise niemals perfekte Laplace-Miinzen, da diese
z.B. von der Prigung und der Wurftechnik beeinflusst werden. Man sollte daher bei
der Bestétigung von Nullhypothesen vorsichtig sein. Die Entscheidung, eine Null-
hypothese abzulehnen, kann mathematisch gerechtfertigt werden, wihrend auch bei
Ergebnissen im Annahmebereich die Nullhypothese niemals mit vollstéandiger Sicher-
heit bestétigt werden kann. Auch wenn die Ergebnisse eines Tests in einem sehr eng
gewihlten Annahmebereich liegen, wére beispielsweise die Hypothese, es handle sich
bei einer Miinze um eine vollkommene Laplace-Miinze, dennoch falsch.

(b) Das Fehlerniveau entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass ausgehend von der Wahr-
heit der Hypothese das Experiment einen gewissen Ausgang hat. Das bedeutet, die
Berechnung geht vom theoretischen Modell aus. Fiir Anwendungen wiinschenswert
hingegen wire eine Aussage dariiber, wie plausibel eine gewissen Hypothese ausge-
hend von empirischen Fakten ist. Dies ist jedoch im Allgemeinen schwer bis unmoglich.

Einseitige Hypothesentests

Wir fiihren einige Beispiele fiir Tests an, um die soeben angesprochene Problematik zu
verdeutlichen.

Beispiel 4.2. Von einer Kiste voller Wiirfel wissen wir, dass sich darin nur Wiirfel befin-
den, die entweder (in sehr guter Nidherung) Laplace-Wiirfel sind oder so gezinkt wurden,
dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen Sechser p = ;11 ist. Wir wéhlen einen Wiirfel aus und
mochten herausfinden, ob es sich hierbei um einen Laplace-Wiirfel oder einen gezinkten
Wiirfel handelt. Dazu werfen wir ihn N = 1000 mal und zdhlen die Anzahl der aufgetre-
tenen Sechser. Wir stellen also folgende Hypothesen auf:

Nullhypothese Hy : Wiirfel ist Laplace-Wiirfel, d.h. p =

N =

Alternativhypothese Hj : Wiirfel ist gezinkt, d.h. p =
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Vorgegeben sei weiter ein Fehlerniveau, d.h. die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1.
Art von 5%. Anders ausgedriickt:

Pp,(Hoy abgelehnt) = 5%

Daraus bestimmen wir das sogenannte Konfidenzintervall, das heifit einen Annahmebe-
reich, der so gewihlt ist, dass die Wahrscheinlichkeit, Treffer aulerhalb des Intervalls zu
landen, gerade 5% betrigt. Wie man der Tabelle auf Seite 52 leicht entnimmt, ist bei der
Normalverteilung [p — 20; pu + 20 ein geeignetes Intervall. Nun ist

pp=%-1000~166 und o =,/1000-% 2 ~12

Hieraus konnte dann das Konfidenzintervall angegeben werden.

Nun ist aber die Wahrscheinlichkeit, dass man links vom Konfidenzintervall landet, bei
der Alternativhypothese noch ungiinstiger. Da es nur zwei Alternativen gibt und H;
eine hohere Wahrscheinlichkeit als Hy hat, wiirden Werte in diesem Bereich eher fiir Hy
sprechen. Daher dehnen wir die untere Grenze des Konfidenzintervalls bis —co aus und
fithren einen einseitigen (genauer: rechtsseitigen) Hypothesentest durch.

Wir suchen dazu ein k, sodass die Wahrscheinlichkeit, dass X > p+#k ist, kleiner als 5% ist.
Dazu muss P(X ¢ [n—Fk;u+k]) < 10% sein. Die Tabelle liefert: k ~ 1.650. Damit erhalten
wir als Obergrenze des Konfidenzintervalls u + k ~ 167 + 20 ~ 187. Falls H; hingegen

stimmt, so ist
fi=1000-1 =250 und & =1/1000- 1 -3 ~ 14

Wegen 250 — 187 ~ 40 liegen zwischen 250 und 187 mehr als 4 Standardabweichungen.
Durch erneute Zuhilfenahme der Tabelle sieht man, dass damit die Wahrscheinlichkeit,
bei wahrer Alternativhyptohese im Konfidenzintervall zu landen, kleiner als 1% ist. Dies
ist genau die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art.

Nun kann man anstelle des Fehlers 1. Art auch den Fehler 2. Art vorgeben oder versuchen,
beide Fehler vorzugeben, z.B. «a = 8 oder a = 8 = 5%. Bei letzterer Variante wird i.d.R.
die Stichprobenlinge N als Parameter betrachtet und dann entsprechend gew#hlt. Eine
entsprechende Aufgabe werden wir in den Ubungen behandeln.

Geben wir eine Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit, einen Fehler 1. Art zu begehen, vor,
so berechnen wir wie oben dargestellt die bedingte Wahrscheinlichkeit

Py, (Hy abgelehnt) = Pp, (Treffer rechtes Intervall).

Wir hétten jedoch gerne einen Wert fiir Pryeffer bei 240(Ho stimmt). Dies ist allgemein
nicht moéglich. In der folgenden Erweiterung des Beispiels konnen wir die letztere Wahr-
scheinlichkeit jedoch berechnen.

Beispiel 4.3. Nehmen wir dazu an, in einer Kiste liegen 1000 Wiirfel, von denen genau
einer in der Weise gezinkt ist, dass die Wahrscheinlichkeit fiir eine & gerade i betrégt.
Wir ziehen nun zufillig einen Wiirfel aus dieser Kiste und wiirfeln damit 1 000 Mal. Wei-
terhin nehmen wir an, dass dabei 240 Mal eine Sechs auftritt.

Unter Verwendung der Abkiirzungen
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+1072
P(n)

3.5 1
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Abbildung 4.1: Im Diagramm ist eine Normalverteilung mit Mittelwert p = 166 und Standardab-
weichung o = 11.8 in blau dargestellt, dies entspricht im Beispiel 4.2 der Verteilung
der Sechsen mit einem nicht gezinkten Wiirfel. In rot ist eine Normalverteilung mit
=250 und o = 13.7 dargestellt, diese korrespondiert zu dem gezinkten Wiirfel.

‘ Wiirfel gezinkt ‘ Wiirfel nicht gezinkt
240 Trefter ‘ a ‘ b

konnen wir nun folgende Berechnungen anstellen:

a = P(240 Treffer und Wiirfel gezinkt) = Piwirfel gezinkt (240) - P(Wiirfel gezinkt) =
1000Y (1240 (31760 1
=(240)(Z) (Z) 1000
- (1000) | (1)240.(§)760.&
240 6 6 1000
P (240 Treffer und Wiirfel gesezinkt)  a

Pa4o Trefier (Wiirfel gezinkt) = P(240 Treffer) Ca+b

Damit ist

Dies entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass der Wiirfel tatséchlich gezinkt ist, wenn 240
Treffer auftreten. Die Tatsache, dass nur ein gezinkter unter 1000 Wiirfeln vorhanden
ist, verkleinert a und somit auch Psyq Tyeffer (Wiirfel gezinkt). Tatséchlich wird es umso
unwahrscheinlicher, dass ein Wiirfel gezinkt ist, je weniger gezinkte Wiirfel vorhanden
sind. Dies wiirde man auch intuitiv erwarten.

64



4.2 Schétzmethoden

Bemerkung 4.4. Héiufig ist die Nullhypothese auch von der Form “Hy : p < a”, z.B.
Hpy:p< % beim Miinzwurf. Man erhélt auf diese Weise einen einseitigen Test. Beim
n—fachen Miinzwurf mit n = 100 bestimmt man beispielsweise ein k so, dass

P 1(S,>50+x2) <«
r=3

fiir einen vorgegebenen a-Fehler erfiillt ist.

Beispiel 4.5. Wir behandeln nun ein Beispiel fiir einen Hypothesentest, der Gebrauch
von der Poisson-Verteilung anstatt der Normalverteilung macht. Anwendung findet dieser
Test v.a. in der Versicherungsmathematik, da dort seltene Ereignisse wie das Auftreten
von Naturkatastrophen mathematisch beschrieben werden miissen.

Stellen wir uns also vor, wir wiren Versicherungsunternehmer und wissen, dass die Anzahl
der Briinde in einer bestimmten Stadt pro Jahr Poisson-verteilt ist. Anders ausgedriickt

k
P(k Briande/ Jahr) = %e_)‘

fiir ein gewisses A € R*. Die entscheidende Frage ist nun natiirlich, welchen Wert dieses A
hat, weshalb wir die Nullhypothese

H(]! A=1

aufstellen und diese Vermutung im Folgenden durch einen Hypothesentest mathematisch
iiberpriifen wollen. Sei dazu ein «-Fehler von 5% vorgegeben. Fiir welche k gilt nun
Z?:o Py-1(7) 295% ? Dies rechnen wir zu Fufl nach:

k k |
D Pai(i) =Y e 295%
j=0 370

k
PN Z % 2 2.584
7=0

= l+l+2+1+=26+---22584

Also ist der Ablehnungsbereich {4,5,6,... }. Fiir groBere Werte von \ ist evtl. ein zweisei-
tiges Ablehnungsintervall zu bestimmen. Auch hier ist wieder eine Alternativhypothese
(z.B. A = 6) denkbar, auBerdem kann man den S-Fehler bestimmen. Letzterer berechnet
sich gem#f:

2

B=Pyg(ke{0,1,2,3})=1-e°+8 0+ 50+ %e‘ﬁ =61e ®~0.151

4.2 Schatzmethoden

Beispiel 4.6 (Taxi-Problem). Stellen wir uns vor, wir befinden uns in einer unbekannten
Stadt, in der nummerierte Taxis die Straflen bevolkern. Beispielsweise sehen wir Taxis
mit den Nummern

17,23,7,40, 36

vorbeifahren und stellen uns anschlieend die wichtige Frage, wie viele Taxis es denn in
dieser Stadt gibt. Sinnvollerweise, wiirde man nun die maximale auftretende Nummer tip-
pen, oder auch den doppelten Mittelwert der beobachteten Nummern. Um dieses Problem
mathematisch eleganter behandeln zu kénnen, wandeln wir es etwas ab.
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Beispiel 4.7. Stellen wir uns nun vor, wir befinden uns in einer unbekannten Spielshow,
in der ein unbekannter Moderator zufillig eine positive reelle Zahl a auswéhlt, die er uns
nicht verrit. AnschlieBend bildet er 10 Zufallszahlen ay, ... a0 im Intervall [0, a] (gleich-
verteilt), die er uns mitteilt. Die Aufgabe ist es nun, die Zahl a zu schitzen.

Diesem Problem liegt also die gleiche Fragestellung wie dem Taxi-Problem oben zu Grun-
de, mit dem einzigen Unterschied, dass nun kontinuierliche Zufallszahlen im Gegensatz
zu den diskreten Taxi-Nummern zugelassen sind.

Methode 1: Doppelter Mittelwert

Wir bilden den Mittelwert der 10 Zahlen und schétzen, dass a der doppelte Mittelwert
ist, wir betrachten also die Zufallsgrofie

9 10
A:QM;Q.M:_Z%
10 10 &

Fiir den doppelten Mittelwert erhélt man folgenden Erwartungswert:

9 10
E(2M) = ) ;E(ai) =2E(a1)

Dabei haben wir verwendet, dass a1, ...a1o gleichverteilt sind, also gleichen Erwartungs-
wert besitzen. Die Dichtefunktion ist gegeben durch p(x) = é, somit erh&lt man

a 1 a
E(al)zfo J:p(:n)dxzafo xdr=—- =5

Also ist tatsdchlich E(2M) = a. Um die Giite dieser Schitzmethode beurteilen zu kénnen,
ist auch die Streuung von 2M von groflem Interesse. Wir berechnen nun deshalb die
Varianz:

4-10 4 a o a o2
Var(QM):l—OZ-Var(al):E-/o(x—§)2-p(x)dx:1i0-é(/o $2—ax+Idx):

2
4 3 2 2 1e _a
=[5 - ] = 5
Wobei hier im ersten Schritt zu Anwendung kam, dass sich die Varianz einer Summe
unabhéngiger Zufallsgréfien als Summe der Einzelvarianzen ergibt.

3 T2

Methode 2: Maximaler Wert

Man koénnte genauso gut als Schitzwert den grofiten auftretenden Wert verwenden. Wir

betrachten deshalb die ZufallsgroBe B = max{a,as,...,a10}. Es ist nun
2110
Vs(z) = P(B <) = Palle a; < ) = (_)
a

Wir bestimmen zunéchst die zu B gehorige Dichtefunktion pp. Definiere dazu fiir ein
beliebiges § € R*die beiden Mengen

M ={(a1,...,a10) | a; <z fir alle i € {1,...,10}}
N ={(a1,...,a10) |a; <z + 4 fiir alle s € {1,...,10}}
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Es ist dann
N\M ={(a1,...,a10) |ai <x+6 Vie{l,...,10},aber 3j e {1,...,10} : a; > x}

also die Menge, in der alle Zahlen kleiner als z + § sind, aber mindestens eine zugleich
echt groBer als x ist. Damit ist gerade (ay,...,a19) € N\M, wenn fiir den Maximalwert
gilt B €]x,x +6]. Wegen P(B €]z, z +d]) ~ pp(x) -0 fiir geniigend kleines § erhalten wir

deshalb
Vp(z+0) - Vp(x)

J

Wir kénnen nun einen Grenziibergang § — 0 durchfithren und erhalten fiir die Wahr-
scheinlichkeitsdichte

pp(z) = 5 - P(N\M) = 5 - [P(N) - P(M)] =

VB(Z' + (5) - VB(x)
o

d (xz\'"° x
p— 3 p— , pa— p—
pp(z) = lim =Vp(z) = — (5) =10- -

Daraus ergibt sich als Erwartungswert

xlO

a a
E(B):fo pp(x)-x dz = ; m.lodx:%a

und entsprechend als Varianz:

@ 2 2 2
Var(B) = (fo 2 pp(x) dx) - (%a) =410~ 111012(12 _ 1112(-)12a2

Wir sehen also, dass dass der Erwartungswert zu klein ist, d.h. mit dieser Methode das a
systematisch unterschéitzt wird, jedoch ist die Varianz bemerkenswert klein.

Methode 3: Hybrid-Methode

Wir kombinieren die Vorteile der beiden ersten Methoden. Dazu muss die Abweichung
im Erwartungswert der zweiten Schétzmethode ausgeglichen werden. Deshalb definieren
wir im vorliegenden Fall eine Zufallsgrofie

11 11
C = 35 B = g max{ai,az,...,a10}

Auch hier berechnen wir die Varianz sowie den Erwartungswert und sehen :

E(C)=a und Var(C) = Var(1B) = 117 Var(B) = a5

Bemerkung 4.8. Sind n Zahlen vorgegeben und die hochste soll geschétzt werden, so
lasst sich leicht nachrechnen, dass durch

_ n+l
C="2DB
eine Verallgemeinerung der Zufallsgrofle aus der dritten Methode gegeben ist.

Unter den drei betrachteten Methoden ist die dritte die sinnvollste, da sie den richtigen
Erwartungswert hat und gleichzeitig wenig streut. Die allgemein beste Schitzmethode
jedoch kann nur schwer bestimmt werden.
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Maximum Likelihood

Zur Illustration dieser Methode beschéftigen wir uns zunéchst mit einem konkreten Bei-
spiel.

Beispiel 4.9 (See mit Fischen). Wir stehen vor einem See und mdchten wissen, wie
viele Fische darin schwimmen. Dazu gehen wir wie folgt vor: wir fangen eine Zahl n von
Fischen, die wir markieren und dann wieder frei lassen. Anschliefflend fangen wir erneut
eine Anzahl von Fischen und zihlen, wie viele darunter markiert sind. Bezeichnen wir die
Anzahl markierter Fische in diesem Fang mit o und die Anzahl nicht-markierter Fische
mit b, so lidsst sich aus dem Verhiltnis 3 die Gesamtzahl der Fische im See abschiitzen.!
Dies werden wir nun begriinden.

Zunéchst schitzen wir die Anzahl nicht-markierter Fische im See, bezeichnet als IV, ab.
Wir suchen dazu den Wert fiir N, fiir den die Wahrscheinlichkeit, ¢ markierte und b
unmarkierte Fische zu fangen, maximal ist. Diese Wahrscheinlichkeit ist gegeben durch
N
- (Z) ) ( b)
Py = (N+n)
a+b

Das Maximum von Py schétzen wir ab, indem wir die Stelle suchen, an der Py ~ Py_1
ist. Wir erhalten

Py =

(Z)(];f):(n) N! (a+b)!-(N+n—a—b)!:
(V) " \a) bl (N - b)) (N +n)!

_(n\ (a+b)! N!'-(N+n-a-b)

‘( ) bl (N=b)l-(N+n)!

a

Analog erhalten wir auch

() (a+d)! (N-D(N+n-a-b-1)!
PN‘“()' B (N—b-D!(N+n-1)

Man sieht nun
N(N+n-a-0)

Py =Py_q-
NTINTN Zb) (N +n)
Um das N zu finden, fiir das Py » Py_1 ist, bestimmen wir N so, dass % =1 ist. Dazu

berechnen wir
N(N+n-a-b)
(N-b)(N+n)
N(N+n-a-b)=(N-b)(N+n)
N?+Nn-Na-Nb=N?-Nb+Nn-nb
—Na=-nb
nb

N==
a

'Um die Anzahl der Ratten in New York zu bestimmen, wollte der Statisitker Jonathan Auerbach genauso vorgehen,
jedoch beschreibt er in seinem Fachartikel dazu folgendes Problem: “Unfortunately, NYC’s Department of Health
and Mental Hygiene is unlikely to approve a large-scale rat-releasing experiment (I know, because I asked).”
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4.2 Schétzmethoden

Hat man also a markierte und b nicht-markierte Fische gefangen, nachdem zuvor n Fische
markiert wurden, so ist die Zahl nicht-markierter Fische im ganzen See hochstwahrscheinlich
gleich %b.

Zusammenfassung: Falls die Wahrscheinlichkeitsfunktion von einem (oder mehreren)
Parametern abhingt, konnen wir die Werte berechnen, fiir die die Wahrscheinlichkeit
der vorgegebenen Parameterwerte maximal wird. Dies nennt man Mazimum-Likelihood-

Verfahren.

Beispiel 4.10 (Maximum-Likelihood bei Poisson-Verteilung). Man denke an die Versi-
cherung gegen Brand von oben. Wir nehmen an, dass im letzten Jahr n Brénde passiert
sind und diese Poisson-verteilt sind. Fiir welches A ist dieser Ausgang am wahrschein-
lichsten?

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Poisson-Verteilung ist gegeben durch

Wir suchen also das Maximum von Py(n) = , “e~*, wobei wir A als Variable betrachten

und der Parameter n fiir die Zahl der Brande steht, die sich im letzten Jahr ereignet
haben. Mit der Produktregel erhalten wir folgende Ableitung

e—>\

d )\n—l
1 € (=)
n!

A A
EP)\(TL) = n' e +m(—1)€ =

Die einzige (sinnvolle) Nullstelle der Ableitung ist bei A = n. An dieser Stelle befindet sich
also das Maximum Py (n) und damit ist A\ = n derjenige Wert fiir A\, bei dem es am wahr-
scheinlichsten ist, dass n Brénde pro Jahr auftreten. Bei der Poisson-Verteilung ist die
Anzahl der Ereignisse in einem bestimmten Zeitraum also zugleich der beste Schiatzwert
fiir den Parameter A.

Angenommen, es liegen mehrere Werte vor, z.B. 5 Brinde im letzten Jahr, und 3 Briande
im vorletzten Jahr. Man wiirde annehmen, dass die beste Wahl fiir A dann 4 wéare. Wir
iiberpriifen dies, in dem wir erneut das Maximum ausrechnen, diesmal fiir die Wahrschein-
lichkeit Py (5 Briande, dann 3 Briinde). Man erhilt

AN

)\8
Py (5 Briinde, dann 3 Brinde) = =™ Z-¢™ = e 2
5! 3! 3!-5!

Wiederum betrachten wir die Ableitung nach A

d 72)\

7 -2A 8 -2\
D 3'(8>\ —2X% )_ S (8720

Und tatséichlich erhalten wir als (sinnvolle) Nullstelle der Ableitung A = 4, wie erwartet.

Beispiel 4.11 (Maximum-Likelihood bei zwei Parametern). Gegeben sei eine normal-
verteilte ZufallsgroBle X, d.h. die zugehorige Dichte habe die Form

p(x) = C - Lexp(-L2)
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mit dem Normierungsfaktor C' = % und den zwei Parametern ¢ und p. Wir fithren ein
Experiment durch und erhalten den Wert ;. Lediglich anhand dieses einen Messwertes
die beiden Parameter 4 und o zu schéitzen, macht wenig Sinn. Rein formal ist dann zwar
das Maximum bei ¢ = 0 und g = x1, doch ist dies aus Modellierungssicht wenig hilfreich
(es handelt sich dabei um die konstante Zufallsgrofie w — z1).

Bei zwei Messwerten 1 und xo bestimmen sich ¢ und p mittels Maximum Likelihood
wie folgt:

Py o(21,22) =( L exp(- (561 “) ))'(C-%-exp( (z2- ,U)Q)) _

_ —_ )2
- c%exp(—<%gé‘> - U5

Von dieser Funktion bestimmen wir nun das Maximum mittels Ableiten nach u bzw. o.
Um das Maximum beziiglich g zu erhalten, bestimmen wir die Nullstellen der partiellen
Ableitung nach u:

%ng(xl’m) :CQ-%-exp(—(:C;;’;) (acg u) )1 2(:c1 ) 2(;(17 “)];O

< —xp+p-(re-p)=0 < 2u=xz1+19
T+ X2
2

<~ on=

Analoges Vorgehen fiir o liefert:

!
320 u,o'(xlva) =0

- _(27%12 . exp(_(ajlflu,) (:EQ M) )+ eXp( (xéal;)z _ (z;;”)2) . [_ (x17u)2;(:1:2ju)2 ) ;_g] _ 0
= Sexp(- "‘;;;) - o) 22+ 525 (— (01 - )2 - (w2 - 1)?)] = 0
< 2+ 5[ (z1-p)’ - (22-p)?]=0 <« 1= [(z1-p)+ (z2—p)°]

= 0% =g[(x1-p)? + (22~ p)’]

Man sieht also, dass das auf diese Weise geschitzte p dem Mittelwert von 1 und x5 ent-
spricht und o der gemittelten quadratischen Abweichung von p. Da der Erwartungswert
dem langfristigen Mittelwert und die Varianz der quadratischen Abweichung entspricht,
erscheint dieses Resultat plausibel.

Die Ergebnisse verallgemeinern sich fiir n vorliegende Messwerte in entsprechender Weise
als Mittelwert bzw. gemittelte quadratische Abweichung.

4.3 Das Neyman-Pearson-Lemma

Wir kehren nochmals zu Hypothesentests zuriick und betrachten fiir eine reelle Zufalls-
grofe X die spezielle Situation

Hjp : X hat Dichte pg

Hj : X hat Dichte p;

und fragen uns nun, wie man hier den Hypothesentest optimieren kann. Anders ausge-
driickt: fiir einen vorgegebenen a-Fehler suchen wir unter allen sinnvollen Annahmebe-
reichen A € R denjenigen, fiir den der S-Fehler minimal wird. Es soll also gelten

Py, (XeA)=1-a und =Py (X eA) ist minimal
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4.4 Der x2-Verteilungstest

po(z)
pi(z)’
po(z)

wobel wir dabei formal 7res = +oo setzen, falls p1(x) = 0 ist. Weiterhin wéhlen wir ein
C € R" (zunichst beliebig) und bilden die Menge

Ac_{ . ‘ m(x)zc}

Dazu betrachten wir nun die Funktion

Anschlieend suchen wir dasjenige C, fiir das
PHO(X € Ac) =l-a

erfiillt ist und nennen das zugehotrige Ac dann A. Dabei setzen wir stillschweigend vor-
aus, dass es ein solches C' gibt. Wir zeigen nun, dass diese Methode einen optimalen
Annahmebereich A liefert.

Lemma 4.12 (Neyman-Pearson). Mit den Bezeichnungen von oben gilt:
Ist B € R eine Menge mit
Py (XeB)=1-a

so gilt Py, (X € B) > Py, (X € A). Dies bedeutet, dass der S-Fehler mit B als Annahme-
bereich grofler ist, als mit A als Annahmebereich.

Beweis. Sei B eine Menge mit Pp,(X € B) =1 -« und definiere
Il = A\B und IQ = B\A

Da nach Annahme Py, (X € B) = Py, (X € A) gilt, ist auch

Also ist insbesondere
f po(z) d17=f po(z) dz
Il 12

AuBerdem gilt Z?Eg < c falls x € Is und Z?Eg > ¢, falls € I. Die Anderung des
(B-Fehlers ist nun:

PHl(XeA)—PHl(XeB):[A,ol(m) dx—_[Bpl(m) dz =

- [ @ de- [ @ des [ @) de- [ o) de

S%/ po(z) dl’—%f po(z) dz =0
Il ]2
Also wird der Fehler grofier. O

4.4 Der Y>-Verteilungstest

Wir betrachten einen beliebigen Wiirfel, wobei uns als Ergebnis wiederholten Werfens
folgende Daten vorliegen:

[ 3]4]516
8191312
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Dabei bezeichnet j die Augenzahl und n; die jeweilige Haufigkeit, mit der diese Augenzahl
im Experiment aufgetreten ist. Wir stellen nun die Nullhypothese

Hj : Wiirfel ist Laplace

und wollen diese mathematisch iiberpriifen. Wir kénnten nun fiir jede einzelne Augenzahl
Jj die Nullhypothese p; = % fiir die Wahrscheinlichkeit p;, die Augenzahl j zu erhalten, auf-
stellen und anschlieffend in bekannter Weise in einem Hypothesentest iiberpriifen. Da dies
jedoch bereits bei einem solch einfachen Beispiel vergleichsweise aufwendig ist, iiberlegen
wir uns stattdessen eine Methode, die es uns erlaubt, gleich eine ganze Verteilung zu
testen.
Dazu betrachten wir die Grofe

26: (np; —n )

j=1 npj
wobei n die Summe der n; bezeichnet. Diese Summe beschreibt anschaulich eine gewich-
tete Abweichung vom Mittelwert. Die Entscheidungsregel lautet nun, dass die Nullhypo-
these zu verwerfen ist, falls der Wert dieser Summe einen gewissen Wert iiberschreitet.
Wieso dies sinnvoll ist, fithren wir im Folgenden aus.

Gegeben seien unabhéngige reelle Zufallsvariablen X1,... X, die standard-normalverteilt
sind. Die Frage ist, wie die Verteilung von X7, von X7 + X2, von X7 + X2 + X35 + ...
aussieht. Die entsprechende Verteilung nennt man dann x2- Verteilung . Diese hingt von
der Anzahl der betrachteten Zufallsgrofien f ab, welche haufig wird auch als Anzahl der
Freiheitsgrade bezeichnet wird. Bevor wir die genaue Form der x2-Verteilung berechnen,
werden wir zunéichst die Verbindung des Beispiels mit dieser Verteilung aufzeigen.

Beispiel 4.13. Sei zuniichst j € {1,2}. Wir zeigen, dass

2 (nPj —ny)?

=1 TLP]'

einer y2-Verteilung mit Freiheitsgrad f = 1 geniigt.
Definiere dazu
ny — nPj
L =—>
V1Pidi
Diese Zufallsgrofe ist Standard-Normalverteilt. Also ist Z2 per Definition y2-verteilt mit
Freiheitsgrad 1. Nun ist

_(mmnp)* (prt @) _ (m-np)’py (m-mp)’ar _ (n-npy)® | (m - npy)®
np1qi npi1qi npiqi nq1 np1

72
Da ni =n—no und np; =n —ngq; ist, ergibt sich

(n-ng - (n-nq))? . (n—ng—n-ng)? _ (nqy +no)?
nqi n—nq n

Bemerkung 4.14. Ahnlich lieBe sich zeigen, dass die Formel von oben fiir beliebiges
je{1,2,...,k} einer y?-Verteilung mit Freiheitsgrad mit k — 1 gehorcht.

72



4.4 Der x2-Verteilungstest

Wir bestimmen nun die Dichtefunktion der x2-Verteilung mit Freiheitsgrad f. Sei dazu
X standard-normalverteilt und Z die ZufallsgréBe gegeben durch Z = X2

1. Fall: f =1. Sei V(t) die Verteilungsfunktion von Z, also
V(t)=P(Z<t)=P(-Vt<Y <Vt) = (V1) - d(~V1)

Die Dichte von Z ist gegeben durch die Ableitung der Verteilungsfunktion, also erhalten
wir fiir ¢ >0

d d d
V() = (V) - @(-Vh) =

1 (—\/52). 2 1 (—(—ﬂ)2). 1
Var N i a2 g

Also Insgesamt
1 1

V2 %
2. Fall: a = 2. Sei nun also Z = X2+ X2 und 7 die Dichte von Z. Aus den Ubungen wissen
wir, dass 17 durch die Faltung der beiden Dichten gegeben ist, also

_t
e 2

p(t) =

10 = (000 = [ —=ex(F) = t}_sexp(-“;s)) s -
R t 1 67%

=%e2-f0 ——s(t—s) ds = 5

1

Vs(t-s)

stitution oder durch das Tafelwerk als 7.

Den Wert des bestimmten Integrals fot

bestimmt man durch eine geeignete Sub-

Bemerkung 4.15. Man kann auch dies auf eine allgemeine Formel verallgemeinern,

namlich
1 1

n—t
25 (2~ 1)!

Wobei man folgende Konvention fiir Fakultédten nicht-ganzzahliger Zahlen verwendet

kKl'=k(k-1)!  und (3=

_t
e 2

p(t) =

(npj—n;)?
. np;

Uberlegungen X2—verteilt mit f = 5. Das Vorgehen ist nun ein “normaler” Hypothesentest:
Ist « = 5% gegeben, so bestimmen wir den Annahmebereich gemifl des Neyman-Pearson-

Lemmas.

Nun wissen wir fiir den Wiirfelwurf: Stimmt Hg, so ist Z?:l nach unseren
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0.14 | /()

0.12 +

0.1

¢
5 10 15 20 25 30

Abbildung 4.2: Dargestellt ist die x2-Verteilung zu f = 6, d.h. p(t) = 1_16t2€—t/2.

74



Index

x2-Verteilung, 72
V/n-Gesetz, 51
o-Algebra
Borelsche, 14
Definition, 13
Eigenschaften, 13, 14
erzeugte, 14

Annahmebereich, 61

bedingte Wahrscheinlichkeit, 7

Binomialkoeffizient, 7
Binomialverteilung, 30, 35, 38
Borelmenge, 14

Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung, 41

Dartwurf, 26, 29
Dichtefunktion, 16, 32

Ereignisraum, 2
Ergebnisraum, 2

Fehlerniveau, 61
Freiheitsgrad, 72

Gesetz der groflen Zahlen,
Schwaches, 45
Starkes, 46

Gliicksrad, 2, 11, 50

Grundmenge, 2

Hypothesentest
einseitig, 62
zweiseitig, 61

Kolmogoroff-Axiome
fiir iberabzahlbare €2, 11
fiir endliche €2, 3
Konvergenz
fast sicher, 53
gleichmafig, 52
in Wahrscheinlichkeit, 53
punktweise, 52
stochastisch, 53
Korrelationskoeffizient, 41
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Kovarianz, 39
Laplace-Annahme, 4

Maximum Likelihood, 68
Messbarkeit, 17, 19
Mississippi-Problem, 6

Neyman-Pearson-Lemma, 71
Normalverteilung, 32, 36
Nullhypothese, 61

Poisson-Verteilung, 34, 36

Satz
vom Gegenereignis, 3
von Bayes, 8

von der totalen Wahrscheinlichkeit,

8
von Moivre-Laplace, 58
Signifikanzniveau, 61
Stetigkeitskorrektur, 60

Taxi-Problem, 65

Unabhéngigkeit
von Ereignissen, 9, 22
von Zufallsgréfien, 23, 25
Ungleichung
von Markov, 43
von Tschebyscheff, 44

Varianz, 38

Verteilungsfunktion, 25

Vitali-Menge, 12

von einem Pferd zu Tode getretene
Soldaten, 33

Wahrscheinlichkeitsdichte, 16
Wahrscheinlichkeitsmaf, 3, 11, 26

Zentraler Grenzwertsatz, 58
Ziegenproblem, 4
Zufallsgrofle, 17, 18
Zufallsvariable, 17, 18
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