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1 Syntax und Semantik der Pradikatenlogik 1. Stufe

Logische Grundzeichen:
1. Abzahlbar unendlich viele Variablen: vg, vy, v, . ..
2. 1 (Falsum), — (Implikationspfeil), V (Allquantor), = (Gleichheitszeichen).

Definition

Eine Sprache (1. Stufe) ist eine zur Menge der logischen Grundzeichen disjunkte Menge £ von Symbolen,
wobei jedes Element von £ entweder ein n-stelliges Funktionszeichen (n > 0) oder ein n-stelliges Relations-
zeichen (n > 1) ist. Die O-stelligen Funktionszeichen heiflen Konstanten.

Eine Struktur zur Sprache L (kurz L-Struktur) ist ein Paar M = (M, (u™).cc) bestehend aus einer
nichtleeren Menge M (dem Objektbereich oder Universum) und einer Familie (u™) e mit:

(i) wM C M", falls u ein n-st. Relationszeichen.

(i) uM: M™ — M, falls u ein n-st. Funktionszeichen mit n > 1

(iii) uM € M, falls u eine Konstante.

Fiir M = (M, (u™M),er) setzen wir | M| := M.

Vereinbarung:
L bezeichne eine im folgenden festgehaltene Sprache 1. Stufe. Funktions- und Relationszeichen seien, soweit
nichts anderes gesagt wird, stets Elemente von L.

Mitteilungszeichen:
x,y, z fiir Variablen

R, R; fiir Relationszeichen
f, fi fiir Funktionszeichen
¢, ¢; fiir Konstanten

M fiir L-Strukturen.

Induktive Definition der Terme
1. Jede Variable ist ein Term.
2. Ist f ein n-stelliges Funktionszeichen (n > 0), und sind #1,...,t, Terme, so ist auch ft;...t, ein Term.

Bemerkung:
Die Regel 2. beinhaltet insbesondere folgende Festsetzung (fiir n = 0): “Jede Konstante ist ein Term”.

Induktive Definition der Formeln

1. L ist eine Formel.

2. Sind s,t Terme, so ist = st eine Formel.

3. Ist R ein n-st. Relationszeichen, und sind ty,...,t, Terme, so ist Rt;...t, eine Formel.
4. Sind A, B Formeln, so ist auch — AB eine Formel.

5. Ist A eine Formel und z eine Variable, so ist auch Vz A eine Formel.

Die nach 1.-3. gebildeten Formeln heiflen Primformeln. Terme und Formeln werden unter dem Oberbegriff
“Ausdruck” zusammengefafit.

Schreibweise: Wir schreiben s =t fiir = st, sowie A — B fiir —» AB.

Definitionen

— VAR := Menge der Variablen vg, vy, .- .

— Sei M eine Struktur. Eine M-Belegung ist eine Abbildung £ : VAR — | M.

— Ist & eine M-Belegung, a € |[M|, z € VAR, so bezeichne £ die folgendermaflen definierte M-Belegung:
& (y) :=ifz = ythenaelse £(y).

Mitteilungszeichen:
&, n fir (M-)Belegungen.
E fiir Ausdriicke

s,t fiir Terme

A, B,C, D fiir Formeln
I, ¥ fiir Formelmengen



Definition von tM[¢] (Wert von t)

L aMg] = ¢(2)

2. M i=cM

3. (ftr - t)M[E] = S - 42 €D)
Definition von AM[¢] (Wahrheitswert von A)

1. 1M[¢]:=0

2. (s=t)M[¢] := if sM[€] = tM[¢] then 1 else O

3. (Rt ...to)M[E] =i (ML), ..., tM[€]) € RM then 1else O

1 (A BMIE] = max{1 — AM[g) BM[g])

5. (V2 A)M[E] := min{AM[¢2] : a € | M|}

Definition

M= A[€] & AM[¢] =1 (A gilt (ist wahr) in M, §)
MET[E] :& M E A, firalle AeT (M, € ist Modell von T)
MEA & M A, firalle £ (A gilt in M, M ist Modell von A)

Definition (Logische Folgerung)

I'= A & Aist eine logische Folgerung aus T’
& Fiir alle M, € mit M | T[] gilt M = A[¢]
E A & Aist allgemeingiiltig & 0 = A (& M E A[¢] fiir jede Interpretation M, €)

Abkiirzungen:
-A:=A— 1, AVB:=-A— B, AANB :=—(A = =B), 3z A := =Vz-A.

Folgerungen

M | —A[]] & M £ Al¢]

M= (4 B)[e] & M [~ A[¢] oder M = B¢

M= (AAB)E) & M E Al und M = B

M = (AV B[] & M E Al€] oder M [ B[]

M EVZAE] & M |= A[¢2], fir alle a € | M|

M E AL & M = Al fir ein a € |M]

Definition

SYM:=LUVarU{Ll,—,V, =}

Fiir u € SYM definieren wir die Stellenzahl #(u) wie folgt:
1. Fiir u € £ sei #(u) die in L festgelegte Stelligkeit von w.
2 (L) = #() =0, #(o) = #(=) = #(¥) =2
Wir verwenden p als Mitteilungszeichen fiir Elemente von SYM := LU {L,—, =}.

Lemma 1.1 (Unique readability)

Jeder Ausdruck E besitzt genau eine Darstellung E = uFE;...E, mit v € SYM, n = #(u) und Ausdriicken
E, ... E,.

Beweis:

Existenz: trivial.

Eindeutigkeit: Sei £ = uFE;...E, und E = @F};...F,,. Dann muf} offenbar u = @ und somit n = m sein.
Sei n > 1 (sonst fertig). Dann ist F;...E, = F}...F,,. Durch Induktion nach der Linge von E;...E, zeigen
wir nun E; = F; fiir i = 1,...,n: BEs ist By = uoEhr...E, Fi = ugFy...F}, mit #(ug) = k. Offenbar ist nun
E\..EyEs..E, = F\..F},F,...F,. Mit 1.V. folgt daraus E; = Fj fir j = 1,....k und E; = F} fir i = 2, ...,n,
und somit E; = F; firi=1,...,n. A

Bemerkungen

1. Durch Lemma 1.1 wird erst sichergestellt, dal die Werte tM[¢] und AM[¢] wohldefiniert sind.
2. Fiir jeden Ausdruck E liegt nach Lemma 1.1 genau einer der folgenden Félle vor:

a) E e VAR

b) E =pkE;..E, mit p € SYMy, n = #(p) und eindeutig bestimmten Ausdriicken E, ..., E,.
c) E=VzA.



Definition

1M:=0

=M(i,j) :=ifi = jthenlelse0 (i,j € IN).

=M (i,5) = max{l — 4,5} (i,7 € IN).

RM(ay,...,a,) =if(a1,..,a,) € RMthenlelse0, falls R ein n-st. Relationszeichen und ay,...,a, € |M].
Damit lassen sich jetzt die obigen Definitionen von M [¢] und AM[¢] folgendermafen zusammenfassen:

1 zM[¢] —5( )
2. (pEv...En)M[E] = p™(EM[E], ..., EED)
3. (Ve A)M[E] = min{AM[f] + a € M}

Definition von FV(E), BV(E), Var(F)

1. FV(z) := {z} und BV(z) := 0.

2. FV(pE,...E,) :=FV(E)U...UFV(E,), BV(pE;...E,) := BV(Ey) U...UBV(E,).

3. FV(VzA) :=FV(A) \ {z}, BV(VzA) := BV(4) U {z}.

4. Var(E) := FV(E) UBV(E)

Lemma 1.2 (Koinzidenzlemma)

EM[¢] = EMn), falls £(z) = n(2) fiir alle z € FV(E).

Beweis durch Induktion nach dem Aufbau von E:

1. E =z: Dann z € FV(E) und EM[¢] = &(x) = n(z) = EM[n].

2. E = pE,...E,: Beh. folgt unmittelbar aus der I.V. (Induktionsvoraussetzung).

3. E =VzA: Fir jedes y € FV(A) gilt y = = oder z # y € FV(E) und somit £(y) = a = n%(y) oder
€ (y) = £(y) = nly) = n%(y). Mit LV. folgt daraus AM[¢2] = AM[n?] (fiir alle a € |M|), und somit
(VzA)M[E] = min{AM[E2] : a € M|} = min{AM[] : a € [M(} = (Yo A)Mn]. A

Definition
Ein Ausdruck E mit FV(E) = 0 heifit geschlossen.
Fiir geschlossenes E hiingt der Wert EM[¢] nicht von ¢ ab; man schreibt deshalb EM fiir EMI¢].

Definition (Substitutionen)

Sei TER die Menge aller Terme.

Eine Substitution ist eine Funktion o : VAR — TER mit dom(o) := {z : o(z) # 2} endlich.

Fiir jede Substitution o sei FV (o) := [J{FV(o(z)) : € dom(o)}.

Ist o eine Substitution und sind ty,...,¢, Terme und z1,...,z, paarweise verschiedene Variablen, so sei

obtole die folgendermafen definierte Substitution:

t1,...
o Torees
L1y.-9Ln

b () = t; falls y = z; (1 <i < n)
Y) = o(y) fallsy & {z1,...,z,}

Definition von Eo
1. zo:=0o(x), 2. (pE1...Ey)o:=pEjo... E,o, 3. (VxA)o :=Vz AcZ

Schreibweise:
Ep.z,(t1,.. . tn) := Eo mit 0 := idineotn

Folgerung: FV(Eos) C (FV(E) \domg(“’))’f,lnFV(cr).
Beweis: (Wir behandeln nur den Fall E =VzA.)
LV.
FV((vzA)o) = FV(Vz Aoy) = FV(Aoy) \ {2} C ((FV(A) \ dom(siz)) U FV(Aoy)) \ {z} = ((FV(4)\
{2))dom(e2)) U (FV (o)) {n}) € ((EV(A) )\ domie) UFV(o).
Die letzte Inklusion gilt wegen dom(o) C dom(o?) U {z} & FV(oZ) C FV(0).
Definition von BV, (E)
1. BVy(FE) := 0, falls E eine Variable.
2. BV, (pE...E,) := BV, (E1) U...UBV,(E,).
3. BV, (VzA) :=ify € FV(VzA)then {z} UBV,(A)else
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t heilt substituierbar firy in A, falls gilt BV, (A) NFV(t) = 0.

Lemma 1.3 (Substitutionslemma)

Ist E ein Ausdruck, und sind o, n eine Substitutionen mit

(i) BV (E)NFV(yo) =0 fiir alle y € dom(o),

(i) n(y) = (yo)™[¢] fiir alle y € FV(E),

so gilt (Eo)M[¢] = EM[n).

Korollar

Ist BV,(E)NFV(t) = 0, so gilt E,(t)M[¢] = EM[¢2] mit a := tM[¢].

Beweis durch Induktion nach dem Aufbau von E:

L E =a: (Eo)™[¢]] = n(z) = EM).

2. E = pEy .. B, (EoYM[§] = (p Bro.... Eno )M (€] = pM(BroY ™8], ... (Bn)oM[¢]
= pM(Eth[U]a ae aEé\A[ﬂ]) = (PE1---En)M[77]-

3. E=VzA:

Es gilt (Eo)M[€] = (Vo Ao?)M¢] = min{(407)M[€g] - a € |M|} und EMfy] = min{AM[2] : 0 € |M]}.
Wir beweisen jetzt:

(i) BVy(A)NFV(yoi) =0, fiir alle y € dom(c%),

(ii) 73 (y) = (yoi) ™[], fiir alle y € FV(A), a € | M].

Mit I.V. folgt dann (AoZ)M[¢2] = AM[n2], fiir alle a € | M|, und somit die Behauptung.

ad (i): Sei y € dom(c?). Dann y # x und y € dom(o). Nach Voraussetzung folgt daraus BV, (VzA) N
FV(yoZ) = 0. Ist y € FV(VzA), so BV, (VzA) = {z} UBV,(A4). Ist y & FV(VzA), so gilt (wegen y # z)
auch y ¢ FV(A) und folglich BV, (A) = 0. In jedem Fall haben wir also BV,(A4) C BV, (VzA) und folglich
BV,(A) NFV(ysZ) = 0.

ad (ii): Offenbar gilt n%(z) = a = (zo%)M[£2]. Seinuny € FV(A4)\{z} = FV(VzA). Dannist 2 € BV, (VzA).
Ferner gilt 1 (y) = n(y) = (yo)™[¢] und (yoi)™[6F] = (yo)*[¢7]. Bleibt zu zeigen (yo)™ [¢] = (yo) ™ [€7].
Fiir y ¢ dom(o) gilt das wegen y # . Ist dagegen y € dom(c), so haben wir BV, (VzA) NFV(yo) = 0 und
folglich (wegen z € BV, (VzA)) z € FV(yo). Mit Lemma 1.2 folgt daraus (yo)™[¢] = (yo)M[£9]. A

)Ié/.

Lemma 1.4

Sei T die Menge aller geschlossenen Terme und Y. eine Menge von geschlossenen Formeln derart, dafl gilt:
(1) LgX.

2)A—>BeX & A¢XYoder BeX

B)VzAeX & A,(t) € T fiir alle t €T.

(4) ~:={(s,t) : (s=t) € B} ist Aquivalenzrelation.

(5) s~t & A,(s) €¥ & A Primformel = A,(t) € X.

Wir setzen hier voraus, dafl £ mindestens eine Konstante enthilt und somit T # () ist.

Sei ferner:

t:={seT:s~t}(teT)

M:={t:teT}

M= (M, (uM)yer), wobei fM(E,..., %) := fti...t, und RM(F1,. .., T,) :=if Rty...t, € Lthenlelse0.

Dann ist M eine wohldefinierte Struktur, und fiir alle geschlossenen Terme ¢ bzw. Formeln A gilt:

a) tM =1
by M=A & AeX.
Beweis:

1. Wohldefiniertheit von fM:

Seis; = t;,i.e. 5; ~ t;, fiiri = 1,...,n. Wir haben zu zeigen: fs1...s, = ft1...tn, i.e. (fs1...50 = ft1...ty) € 2.
Nach Voraussetzung (4) gilt (fs1...5p = fs1...5n) € . Mit s; ~ ; und (5) folgt daraus
(fs1.--8n = ft182...8,) € E. Mit s2 ~ to und (5) folgt weiter (fsi...s, = ftita2ss...sp) € ¥ usw. Schlielich
erhalten wir (fs;...s, = ft1...t,,) € ¥ und somit (wegen (4)) fs1...8, = ft1...tn.

2. Wohldefiniertheit von RM:

Sei 5; = t;, i.e. s; ~ t;, fiir i = 1,...,n. Wir haben zu zeigen: (Rsj...sp) € ¥ & (Rt;...t,) € ¥. Aus
Symmetriegriinden reicht es, die Richtung “=" zu beweisen. Sei also (Rsi...s) € X. Analog wie oben folgt
daraus der Reihe nach (Rt1ss...s,) € X, (Rt1t283...8,) € X,.. ., (Rty...t,) € X.
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3. Beweis von a) und b) durch Induktion:

a) (ftrotn)M = fMEM, )T FMEL ) = Fhod,

)
b)
() MFEL & Lgs.

(i) ME(s=t) o sM=tMB s to(s=t)ex.

(iii) M | Rby.ty & RMEM M) = 1 2 RME. ) = 1 & Rby.t, € 5.
(VVMEMA-SB &MEAodee M=B'& A¢Soder BES & (A— B) €S
(v) Sei VzA geschlossen, und £ eine beliebige M-Belegung. Dann gilt:

M E VA & M AJE] fir alle t € T 2 M | A[et™] fiir alle t € T "&5°
& ME A, () firallet € TS A,(t) e S fiirallet € T & VzA € X. A

2 Der Vollstandigkeitssatz fiir die Pradikatenlogik 1. Stufe

DER HERLEITUNGSKALKUL K, v,

Logische Axiome

(-1)A—> A

(=+2) A= (B— A)
(=3)(C—=>(A—=B))—> ((C—A) - (C—>B))
(-4)—A—- A

(V1) VzA — A,(t), falls BV, (A)NFV(t) =0

(V2) Vz(A— B) = (VzA — VzB)

(V3) A —VzA, falls z ¢ FV(A)

(G1) t=t

(G2) s=t — (Az(s) = A(t)), falls A eine Primformel

Die SchluBregel “modus ponens”
(mp) A,A—-B+FB

Definition
LogAxy := Menge aller Formeln der Form Vz; ...Vz,, A (m > 0), wobei A ein logisches Axiom ist.

Eine Herleitung von A aus I ist eine endliche Folge (A;)i<» von Formeln fiir die gilt:

(i) A, =A

(ii) Fiir jedes k < n ist Ay € LogAxy UT oder es gibt i,j < k mit A; = A; - A,

'+ A:e Aist aus T herleitbar (oder ableitbar) :& Es gibt eine Herleitung von A aus T.
FA :& Aist herleitbar & 0 - A.

Folgerungen

a) Fol_A & ThW+FA—B = FOUF1|_A

byIoFA & ThCIl == THA

c) ' A = Es existiert endliche Teilmenge I'y C T' mit I'g - A

Bemerkung

Sei I eine Formelmenge. Die Menge aller aus I' ableitbaren Formeln ist offenbar die kleinste Obermenge von
LogAxy U T, welche abgeschlossen unter “modus ponens” ist, d.h. mit A und A — B stets auch B enthilt.
Um zu beweisen, dafl eine Menge X alle aus I' ableitbaren Formeln enthélt, reicht es also, zu zeigen, dafl X
eine unter “modus ponens” abgeschlossene Obermenge von LogAx, U T ist.

Satz 2.1 (Konsistenz- oder Korrektheitssatz)
'rA =TkEA

Beweis:
HS 1: Ist A ein logisches Axiom, so gilt M |= A[¢] fiir alle M, .
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Beweis:

Fiir die Axiome (— 1),...,(— 4), (G1) ist die Beh. trivial.

(V1) Sei a := tM[¢] und gelte (Vo A)M[¢] = 1. Dann A, (H)M[¢] "L® AM[¢e] = 1.

(V2) Sei (Vz(A — B))M[¢] = (VzA)M[¢] = 1. Dann (A — B)M[¢2] = AM[¢%] = 1 fiir alle a € |[M|. Folglich
BM[¢a] =1 fiir alle a € [M|, d.h. (VaB)M[¢] = 1.

(V3) Aus AM[¢] = 1 folgt mit z ¢ FV(A) und Lemma 1.2 AM[£9] = 1 fiir alle a € | M|, d.h. (VzA)M[¢] = 1.

(G2)Sei a := sM[¢] und b := tM[¢]. Nach Lemma 1.3 gilt dann A, (s)M[¢] = AM[€2] und A, (t)M[¢] =
AM[EL]. Sei nun (s=1)M[¢] = 1 und A,(s)M[¢] = 1. Dann folgt a = sM[¢] = tM[¢] = b und weiter
1= A, (s)M[g] = A, ()M[€].

HS 2: Ist A € LogAxy, so gilt M = A[¢] fiir alle M, &.

Beweis durch Induktion nach der Lange von A: Sei M fest.

Fall 1: A logisches Axiom. Siehe HS 1.

Fall 2: A = VzB mit B € LogAx,. Nach I.V. haben wir M |= BM[¢] fiir alle ¢&. Daraus folgt M |= BM[¢2]
fiir alle £ und alle a € M|, d.h. M | AM[¢] fiir alle ¢.

Die Behauptung des Satzes folgt nun aus HS 2 in trivialer Weise durch Induktion nach der Lénge der
Herleitung von A aus T. A

Satz 2.2 (Deduktionstheorem)

TU{A}FB=TFA- B

Beweis durch Herleitungsinduktion:

1. B € LogAxy UT: Dann ist (B, B — (A — B), A — B) eine Herleitung von A — B aus I'.

2. B = A: Dann ist A — B ein logisches Axiom.

3. TU{A}FCundTU{A}FC — B:

Nach I.V. gilt dann ' A — (C - B) und ' - A — C. Mit (— 3) und (mp) folgt darausT’'F A — B. A

Korollar

Lemma 2.3

a)Tu{-A}+1 = T'F A.

b1l = '+ A.

¢c)THFAAB & THA & T+ B.
Beweis:

A) TU{-~A}F L 2T -4 rF A

D)THL=TU{-A}F L2 TF A
c¢) Ubungsaufgabe. A

Lemma 2.4

a)FA & ¢ FV(I) = '+ VzA.

b) F VyA,(y) — VzA, falls y € Var(A).

c)THA,(y) & y gFV(T) U Var(A) = '+ VzA.

Beweis:

a) Herleitungsinduktion:

1. A€l Dann 2 ¢ FV(A) und A — Vz A ist ein logisches Axiom.
2. A € LogAxy: Dann auch VzA € LogAx,.

3.TFC & TFC 5 A LV.=THV2C & THVa(C — A) Bk vza

b) Wegen y ¢ Var(A4) gilt A,(y),(z) = A und = ¢ BV,(A,(y)) (Beweis: Ubungsaufgabe). Somit ist
VyAz(y) = A ein Axiom (V1), und es gilt {VyA,(y)} F A. Mit a) und Satz 2.2 folgt daraus die Behauptung.

O)TF A (y) BT Fvyd,(y) 2T+ vea. A



Lemma 2.5

Sind ¢, ..., ¢ paarw. verschiedene, nicht in I' U {A} vorkommende Konstanten mit I' - A, . 2, (co, ..., ck),
so gilt auch '+ A.

Beweis durch Induktion nach k:

Sei B := A, (co). Wie man leicht sieht, ist Ay 2, (co,---s¢k) = Bay,...ap(C1, ..., ck), und die Konstanten
€1, ..., kommen nicht in B vor. Aus der Voraussetzung folgt also nach ILV. I' - B. Sei (4;)i<, eine
Herleitung von B aus I, und sei y eine Variable, die nicht in dieser Herleitung und auch nicht in A vorkommt,.
A! entstehe aus A; durch Einsetzen von y fiir ¢o. Dann ist offenbar (A});<, eine Herleitung von A,,(y) aus
. Mit Lemma 2.4c folgt daraus ' F VzpA und somit T' - A (denn VzpA — A ist ein Axiom (V1), da
Ayo(xo) = Aund xo € BV, (A4)). A

Definition
I heiBlt erfillbar :< Es gibt eine Interpretation M, ¢ mit M = T'[¢].
[ heifit konsistent :< T/ L.

Lemma 2.6

Sei T die Menge aller geschlossenen Terme, und ¥ eine konsistente Menge geschlossener Formeln, so daf gilt:
(i) A¢X & Ageschlossen =X U{A}F L

(ii) =VzA € ¥ = Es gibt ein t € T mit A, (t) € &

Dann gilt T#0, X ={A:FV(4) =0 & EF A}, und ¥ erfiillt die Bedingungen (1)—(5) aus Lemma 1.4.
Beweis:

1.YFA & A¢gY=%SFA & SU{A}FL = ¥+ L. Widerspruch

21. AsBeXY & Ac¥ = ¥FB = BeX.

22. BEY = SU{A}FB = S+ A B

23.A¢Y = NU{A}F L = SU{A}FB = SF A B.

31 vzdes @ sk 4,1

32. A,() eSS (VEET) = -A, () ¢S (VteT) = VzAES = SU{-VzA} b L = St VA

4. (s=t) X & A,(s) € X & A Primformel G Y A (t).

5. Aus 4. und (G1) folgt, daB ~:= {(s,#) : (s=t) € £} eine Aquivalenzrelation ist.
6. Aus T = ) wiirde mit 3.2 folgen Vz—(z =1z) € £. Wegen X I =Vz—(z =) wire ¥ dann inkonsistent. A

Definition
Eine Formelmenge ¥, welche die Voraussetzungen von Lemma 2.6 erfiillt, nennt man eine vollstindige Henkin-
Theorie. Das in Lemma 1.4 definierte Modell von ¥ nennt man das kanonische Modell von X..

Satz 2.7 (Vollstandigkeitssatz)
Jede konsistente Formelmenge I' ist erfiillbar.

Korollar

a) T konsistent < T erfiillbar .

b)THFA & IT'|= A

c) ' = A = Es existiert ein endliches I'o CT mit I'y = A.

Beweis des Korollars:

a) “«<=": Gelte M [ I'[{]. Nach dem Konsistenzsatz haben wir dann (I' F A = M E A[€]), fiir jede Formel
A. Folglich T't/ L.

b) “«”: T A 21U {—A} konsistent = I' U {-A} erfiillbar = T' [£ A.

c) Dies folgt aus b) und der Tatsache, dafl in jeder Herleitung nur endlich viele Formeln vorkommen.

Beweis des Satzes:

Sei I' konsistente Formelmenge.

Wir filhren den Beweis zunéchst unter folgenden Zusatzannahmen:

— L abzéhlbar

— L enthélt unendlich viele Konstanten eg, eq, es, ..., die nicht in T' vorkommen.
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Sei Ag, Ay, Aa, ... eine Abzdhlung aller geschlossenen £-Formeln.

Sei ¢; := e9; und d; := eg;y1. Fiir jede Formel A bezeichne A’ diejenige Formel, die sich aus A durch
Substitution von ¢; fir v; (fiir alle i € IN) ergibt. Ferner sei I'' := {4': A € T'}.

HS1: T"F 1L =>TF L.

Beweis: AusI" - L folgt {4}, .., A} F L fiir eine endliche Teilmenge {41, ...,A,} CT. Sei A := A1 A...AA,.
Dann {A'} - A} firi =1, ...,n und somit {A'} - L. Sei FV(4) C {vg,...,v;}. Dann A" = A, ., (co, ..., Ck)-

AL =k-A 223 -4 = AF 1 = {4, A} -1 = T+ L. A
Definition:
20 = FI
Yn falls ¥, U {Ap}F L
Yor1 =< Z,U{4,} falls ¥, U {4}/ L & A #-VzB

Y, U{A,,~B,(dy)} falls ,U{4,} /L & A, =-VaB
wobel k := min{i : d; kommt in keiner Formel A € ¥,, U {B} vor }.

Y:=J{Z,: neN}L

HS2: ¥, FL=T"F L.

Beweis durch Induktion nach n:

1. n = 0: trivial.

2. n—=n+1: Gelte X,,11 F L.

2.1. Syt = Spn. Dann [' - L nach LV.

2.2. Y1 =8, U{VeB, B, (di)} mit £, U {-VzB} I/ L und dj, nicht in ¥,, U {B}.

S U{~VaB,~B,(d)} F L = £, U{~VzB} F B,(d;) *23" £, U{-VaB}+ V2B =
= ¥, U{=VazB} | L. Widerspruch.

Aus '/ L folgt mit HS 1,2: ¥ I/ L.

Wir zeigen nun, dafl ¥ eine vollstdndige Henkin-Theorie ist.

(i) Sei A geschlossen und A ¢ ¥. Es ex. n mit A = A,. Dann A, ¢ ¥, ;1 und somit ¥, U {A,} F L.

(ii) Sei -VzB = A, € . Wegen ¥ I/ L gilt dann auch ¥, U {A,} I/ L und somit =B, (d;) € ¥ fiir ein
k € IN.

Nach L.2.6 und L.1.4 existiert nun eine £-Struktur M mit M = ¥, ndmlich das kanonische Modell von
Y. Wegen I C ¥ gilt dann auch M = I, und mit dem Substitutionslemma folgt daraus M = T'[¢] mit
£(v) = M.

Jetzt setzen wir nur noch voraus, daf§ £ abzihlbar ist.
Sei ¢, ¢1, Ca, . . . eine abz&hlbar unendliche Folge neuer Konstanten, und £’ := LU {cp, ¢1,¢2,...}. Dann ist
auch £’ abzihlbar.

Wir zeigen jetzt, dal T' auch konsistent bzgl. £’ ist. Angenommen, (A4;)i<n ist eine L£'-Herleitung von L
aus I'. Dann existiert ein ¥ € IN, so daf} alle in dieser Herleitung vorkommenden neuen Konstanten in
{co,...,cr} liegen. Wir wihlen (paarweise verschiedene) Variablen xy, ..., 2, die nicht in dieser Herleitung
vorkommen. Fiir jedes i < n sei A;, diejenige Formel, die entsteht, wenn in A; jede Konstante c; durch
die Variable z; ersetzt wird. Wie man sich leicht tiberlegt ist dann (/L»)ign eine L-Herleitung von L aus I.
Widerspruch.

Wie oben (mit £ an Stelle von L£') gezeigt, gibt es nun eine £'-Interpretation M’, &, mit M’ = T'[¢]. Sei M
die £-Struktur M'|L. Da I eine Menge von L-Formeln ist, gilt dann auch M = T'[¢]. A

Der Beweis fiir iiberabzadhlbares £ wird spater nachgeliefert.

Satz 2.8 (Kompaktheitssatz)

Ist jede endliche Teilmenge von T erfiillbar, so ist auch T erfiillbar.

Beweis:

[ nicht erfillbar = I'E= L = esex. endl. o C T mit 'y E L = T nicht erfiillbar . A



3 Grundbegriffe der Modelltheorie

Definition
Fiir jede Formelmenge T' bezeichne L(T") die Menge aller in ' vorkommenden Funktions- und Relations-
zeichen.

Definition
Sei L C L', M eine L-Struktur und M’ eine £'-Struktur:
M' ist eine Expansion von M :& M ist Redukt von M’
& (M| =|M'| und M = uM fiir alle u € L.
M'|L bezeichne das eindeutig bestimmte £-Redukt von M.

Bemerkung

Ist M’ Expansion der £-Struktur M, und & eine M-Belegung, so gilt fiir jeden Ausdruck E der Sprache L:
EM[¢] = EM'[¢]. Die Beziehungen “I' = A” und “T erfiillbar” sind deshalb unabhéngig von der bei ihrer
Definition zu Grund gelegten Sprache £, solange L(I' U {A}) C £. Dasselbe trifft wegen Satz 2.7 auch fiir
“I'H A” und “T" konsistent” zu.

Definition

Eine Menge geschlossener Formeln wird auch “Axziomensystem” genannt. Wir verwenden ¥ als Mitteilungs-
zeichen fiir Axiomensysteme. Ein Modell von ¥ ist eine L-Struktur M mit L(X) C £ und M |= X.
Mod,(X) := {M : M ist L-Struktur und M = X}.

Bemerkung
a) ¥ erfiillbar < ¥ besitzt ein Modell.
b) X E A & M E A fiir jede £-Struktur M mit L(EU{A}) CLund M E X

Definition
Eine Struktur M heifit endlich (unendlich, abzihlbar), wenn ihr Objektbereich | M| endlich (unendlich,
abzéhlbar) ist.

Satz 3.1 (Lowenheim-Skolem)

Jedes abzdhlbare, erfiillbare Axiomensystem ¥ besitzt ein abzidhlbares Modell.

Beweis:

Mit ¥ sind auch £ := L(X) und T := {¢: t ist geschlossener £-Term } abzdhlbar. Da die Menge ¥ erfiillbar
ist, ist sie auch konsistent. Wie im Beweis von Satz 2.7 gezeigt, besitzt ¥ also ein abzdhlbares Modell. A

Satz 3.2

Besitzt ¥ beliebig grofle endliche Modelle, so auch ein unendliches Modell.

Beweis:

Sei L:=L(E)und I' = XU {=(v;=w;) : 4,j € N mit i < j}.

HS: Jede endliche Teilmenge von I ist erfiillbar.

Beweis:

Sei A C T endlich. Dann existiert ein n mit A C XU {=(v; =v;) : ¢ < j < n}. Nach Voraussetzung existiert
ein Modell M von ¥ mit paarweise verschiedenen Elementen ay, ...,a, € |[M]|. Sei n die M-Belegung mit
n(v;) := ifi < nthena;elseag. Dann gilt M |= A[n].

Aus HS und Satz 2.8 folgt, dafl T erfiillbar ist. Es existiert also eine Interpretation M, ¢ mit M = T[¢].
Dann ist M Modell von ¥, und i — £(v;) eine injektive Abbildung von IN in | M|, also M unendlich. A

Definitionen

— Ist £ eine Sprache, so bezeichne £ die Menge aller £-Sétze. L

— Eine Menge T von Sétzen heifit eine Theorie, falls T = {A € L(T) : T - A}.

—Ist T eine Theorie und ¥ C T mit T = {4 € L(T) : £ F A}, so heiit ¥ ein Aziomensystem von T.

— Ein Axiomensystem ¥ heifit vollstdndig, falls fiir jeden L(X)-Satz A gilt: ¥+ A oder ¥ + —A.

— Fiir jede £-Struktur M sei Th(M) := {4 € L : M |= A} (Theorie von M).

— Zwei L-Strukturen M, M’ heiflen elementar dquivalent (geschrieben M = M'), falls Th(M) = Th(M').
— Zwei L-Strukturen M, M’ heiflen isomorph (geschrieben M = M), wenn es einen Isomorphismus 7 von

9



M auf M’ gibt, das ist eine bijektive Abbildung 7 : |M| = |M’| mit
(a) T(fM(ar,...,an)) = fM (n(ar), ..., m(an)) , (feLl,n>0,ai,..,a, € |M)|)
(b) (a1, ...,an) € RM & (n(a1), ...,m(ay)) € RM (ReEL,n>1, ay,..,a, €| M|

Lemma 3.3
a) Th(M) ist eine vollstindige Theorie.
b) Ist L(X) C £,s0ist {A€ L: X F A} = N{Th(M) : M € Mod,(X)} eine Theorie.
c) M=M' < M | Th(M’)
d) Ist £ abzdhlbar, so existiert zu jeder £-Struktur M eine abzédhlbare Struktur M’ mit M = M'.
Beweis:
a) ThIM)FA = MEA = Ae Th(M). Th(M) vollstandig: klar.
b) ¥FA & T=EA & MEANWMEMods(E)) © AeT :=N{Th(M): M € Mod,(%)}.
THFA = Th(M)F A (YM € Mod, (X)) = A€ Th(M) (YM € Mod,(E)) = AeT.
c) “=": Th(M)=ThM') = M E Th(M').
“=”: M E Th(M') = Th(M') C Th(M) (x).
A€Th(M) = —=A¢Th(M) & =4 ¢ Th(M') = A e Th(M’).
d) Th(M) erfiillbar und abzihlbar =3 Es gibt ein abziihlbares M’ mit M' = Th(M). A

Satz 3.4

Sei T eine Theorie und £ = L(T'). Fogende Aussagen sind &quivalent:

(i) T ist vollstandig.

(if) Fir jedes M € Mod,(T) gilt Th(M) =T.

(iii) Je zwei M, M' € Mod,(T) sind elementar dquivalent.

Beweis:

(i)=(@i): MET = T CThM). A€ Th(M) = -A¢gTh(M) = AT = AecT.

(it)=(iii): trivial.

(iii)=>(i): Sei A€ Lund A ¢ T. Dann T If A, d.h. es existiert ein Modell Mg von T'U {=A}.

Aus (iii) folgt M = My (VM € Mod,(T)) und somit M = =4 (VM € Mod,(T)), d.h. T+ =A. A

Satz 3.5

Ist 7 ein Isomorphismus von M auf M’, so gilt fiir jeden £-Term ¢ bzw. jede £-Formel A:

a) w(tM[¢]) = tM'[r 0 €], fiir jede M-Belegung ¢,

b) M EA[{] & M' | Alrog], fiir jede M-Belegung &.

Korollar. M = M' = M= M.

Beweis durch Induktion nach deml Aufbau von t bzw. A:

a) 1. m(zM[€]) = n(£(x) = 2 [ o g].

2. w((fYMIE]) = m(FMEM[E)) = FA (m (M) B M (#M [mo€]) = (F)M [mo €]

b) L M (s=0)[¢] & sM[g]=tM[g] & n(sM[]) =n(tM[]) & sMmog] =tM[rol] &

& M E(s=t)[mol ’ , ’

2. ME Rt & tMgle RM & a(tM[¢]) e RM & tMrogl e RM & M' | (Ri)rod].

3. (A - BYM[E] = max{1 — AM[g], BME]} = max(1 — A [0 €], BM [0 ]} = (A B)M [z o ¢].
4. (Va:A)M[f] = min{AM[¢9]: a € (M|} = miI}{AM [rol%:ae|M|}= ,

= min{AM[(r 0 )7"]: a € M|} = min{AM [(r 0 %] : b € M|} = (VzA)M [r 0 ¢]. A

Schreibweise:
Sei FV(A) C {z1,...,2n} (21, ..., 2, paarweise verschieden), und ay,...,a, € |M|:
ME A, a0, an] & M= A[£310%m], wobei £ eine beliebige M-Belegung.

L1yeeny T
Mit der soeben eingefiihrten Schreibweise 1483t sich Satz 3.5 wie folgt formulieren:
Ist m ein Isomorphismus von M auf M', und sind 1, ..., 2, paarweise verschiedene Variablen, so gilt fiir alle
ay,...,an € |M]und jeden £-Term ¢ mit FV(¢) C {z1, ..., 25} bzw. jede L-Formel A mit FV(A) C {z1,..., 2, }:
a) m(tMay, ..., an)) = t" [n(ar), ..., m(an)]
b) M = Ala1, ...,an] & M’ = Alr(ar), ..., m(an)]-
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Satz 3.6

Zu jeder unendlichen Struktur M gibt es eine elementar dquivalente Struktur M7, die nicht isomorph zu M
ist.

Beweis:

Sei M := |M| und P(M) die Potenzmenge von M. Jedem « € P(M) wird eine neue Konstante ¢,
zugeordnet. Sei L := LU {cy: @« € P(M)} und ¥’ := Th(M) U {=(ca =cp) : o, € P(M) & « # (}.
Jede endliche Teilmenge von ¥’ ist erfiillbar, ndmlich durch eine geeignete Expansion von M. Nach dem
Kompaktheitssatz existiert ein Modell M} von ¥'. Sei My := M/ |L.

M EY = M| ETh(M) = My ETh(M) = M= M;.

M| = —(ca=cs) = A # cg/trl; also ist die Abbildung F : P(M) — M|, a — M injektiv. Wére
M = M,, so hdtte man damit eine injektive Abbildung 7 o F' von P(M) in M. Widerspruch. A

Bemerkung

Nach Satz 3.6 ist es bei keiner unendlichen Struktur moglich, diese durch ein Axiomensystem 1. Stufe bis
auf Isomorphie eindeutig zu charakterisieren.

Dagegen gilt: Die Struktur (IN,0,S) ist durch die Peano-Axiome bis auf Isomorphie eindeutig festgelegt.
Die Struktur (IR,0, 1,4+, -, <) ist bis auf Isomorphie der einzige vollstindige angeordnete Korper.

Das Induktions- bzw. Vollstdndigkeitsaxiom sind aber Aussagen (bzw. Formeln) 2. Stufe:
VX(0e X AVz(z € X - Sz € X) —» Vo(x € X)

VX (0 # X beschriankt — Jy(y = sup(X))).

Eine Struktur, die elementar dquivalent, aber nicht isomorph zu (IN, 0, S) bzw. (IR, 0,1, +, -, <) ist, heift ein
Nonstandardmodell der natiirlichen bzw. reellen Zahlen. In einem Nonstandardmodell der natiirlichen Zahlen
gilt das Prinzip der vollstindigen Induktion nicht fiir jede Menge X C IN. In einem Nonstandardmodell der
reellen Zahlen besitzt nicht jede beschrinkte Menge X # () ein Supremum.

Lemma 3.7

Es gibt abzdhlbare Nonstandardmodelle der natiirlichen Zahlen.

Beweis:

Sei N := (N, 0,S5) und T := Th(N) U {=(vp =0), =(vo = S0), =(vo = SS0), .. .}.

Offenbar ist jede endliche Teilmenge von I' und damit auch T' selbst erfiillbar; es existiert also Ay, ¢ mit
N E T[¢] und N; abzéhlbar. Wegen N = Th(N) ist N = Aj.

Annahme: 7 ist Isomorphismus von A auf N .

Dann gilt fiir jedes n € IN: 7(n) = 7((S...50)") = (S...50)M = (S...50)M[¢] # v} [¢] = €(vo), d.h. 7 st
nicht surjektiv. Widerspruch A

Lemma 3.8

Zu jedem archimedisch angeordneten Korper gibt es einen elementar dquivalenten angeordneten Korper, der
nicht archimedisch ist.

Korollar

Gilt ein Satz A der Sprache {0,1,+,-,<} in jedem nichtarchimedisch angeordneten Korper, so gilt A in
jedem angeordneten Korper.

Beweis:

Sei K ein archimedisch angeordneter Korper. I' := Th(K) U {n < vy : n € IN}, wobei (n:=1+ ... +1).
Offenbar ist jede endliche Teilmenge von I erfiillbar, und somit auch I' selbst erfiillbar. Gelte M = T'[¢].
Dann M = K, also M ist angeordneter Kérper. Aus M |= (n < vg)[€] folgt 1M -n <M £(vy) fiir alle n € IN,
d.h. M ist nicht archimedisch.

Beweis des Korollars: Sei K ein archimedisch angeordneter Kérper. Dann existiert ein nichtarchimedisch
angeordneter Kérper M mit K = M. Aus M = A folgt nun K |= A. A

Definition

Eine Klasse S von £-Strukuren heifit (endlich) axiomatisierbar, wenn es ein (endliches) Axiomensystem X
mit S = Mod, (%) gibt.

Folgerungen

a) S endlich axiomatisierbar <= Es gibt einen £-Satz A mit S = Modz({A}).

b) Falls es Strukturen M, My mit M = My & M €S & Mgy ¢ S gibt, so ist S nicht axiomatisierbar.
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Lemma 3.9

Sei S eine Klasse von £-Strukturen und ¥ ein Axiomensystem.

a) S ist endlich axiomatisierbar g.d.w. S und das Komplement von S axiomatisierbar sind.

b) Ist Mod,(¥) endlich axiomatisierbar, so existiert ein endliches A C ¥ mit Mod,(X) = Mod(A).
Beweis:

Abkiirzung: 1 — S :=Komplement von S.

a) “=7: Fiir S =Mods({A4}) gilt: Mel1-S & MEA & ME-A

“=”: Sei § = Modg(X;1) und 1 -8 = Modz(X2). Dann ist X1 UX, nicht erfiillbar; es gibt also ein endliches
A C ¥y, so dal AU X, nicht erfiillbar ist. Me€S = MEA => MEYS, = Mgl-§ = MeS.
b) Sei Mod,(X) = Modz({A4}). Dann ¥ = A, und folglich existiert ein endliches A C ¥ mit A = A. Also:

MEY s> MEA > MEA = MEX A

Folgerungen

(1) Ist S eine Klasse von endlichen £-Strukturen und enthilt S beliebig “grofie” Strukturen, so ist S nicht
axiomatisierbar.

(2) Die Klasse aller unendlichen £-Strukturen (Gruppen, Ringe, Korper,...) ist axiomatisierbar aber nicht
endlich axiomatisierbar.

(3) Die Klasse aller Kérper der Charakteristik 0 ist axiomatisierbar, aber nicht endlich axiomatisierbar.

(4) Gilt ein Satz A in allen Korpern der Charakteristik 0, so existiert ein ng € IN derart, dal A auch in allen
Korpern mit Charakteristik p > ng gilt.

(5) Die Klasse aller (nicht)archimedisch angeordneten Korper ist nicht axiomatisierbar.

Vollstandige Theorien
I. Die Theorie DO der dichten linearen Ordnungen ohne Endpunkte

DO sei die deduktive Hiille des folgenden Axiomensystems:

(1) Va—(z < 2) AVaVyVz(z < y Ay <z >z < 2) AVaVy(z < yVz=yVy < x)
(2) VaVy(z <y — Fz(x <z A 2 < y))

(3) VzIy(z < y) AVzIy(y < z).

Lemma 3.10

Jedes abzdhlbare Modell von DO ist isomorph zur Struktur (Q, <) der rationalen Zahlen.

Beweis:

Sei M = (M, <) ein abzihlbares Modell von DO, und sei M = {b,, : n € N} und Q = {a,, : n € IN}.

Definition von ordnungstreuen Funktionen F,, C Q x M durch Rekursion nach n:

1. FO = {(ao,bo)}.

2. Definition von Fj,4;:

2.1. n=2m. Ist ap, € dom(Fy,), so sei F11 := Fj,.

Andernfalls sei Fy, 11 := F,, U{(am,br)} mit k:= min{i: F, U {(am,b;)} ist ordnungstreu }.
Da M ein Modell von DO ist, existiert ein solches by, stets.

2.2. n=2m+ 1. Ist b, € ran(F,), so sei F,, 11 := F,.

Andernfalls sei F,41 := F,, U {(ag,bm)} mit k:= min{i : F,, U {(a;,bn)} ist ordnungstreu }.

Offenbar ist F' := |J, iy Fr €in Isomorphismus von (Q, <) auf M. A
Satz 3.11

Die Theorie DO ist also vollstdndig, und es gilt DO= Th(Q, <).

Beweis:

Nach Satz 3.4 reicht es zu zeigen, daf jedes Modell von DO elementar dquivalent zu (Q, <) ist. Sei also M
ein Modell von DO. Nach Satz 3.1 und Lemma 3.3c) existiert eine abzahlbare Struktur My, die elementar
dquivalent zu M ist. Nach obigem Lemma ist M, isomorph zu (Q, <). Folglich M = M, = (Q, <). A

I1. Die Theorie der algebraisch abgeschlossenen Korper
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4 Rekursive Funktionen

Induktive Definition von Mengen PR" n-stelliger Funktionszeichen

(PR 1) 0" € PR™ (n > 0), S€ PR', I? ¢ PR™ (1 <i < n).

(PR 2) he PR™ & ¢1,..,9m € PR® & m,n>1 = (ohgy...gm) € PR".
(PR 3) g € PR" & h e PR""? = (Rgh) € PR""'.

Abkiirzung: PR := J,,.w PR", 0:=0°.

Definition der Standardstruktur N zur Sprache PR

IV :=IN
oV :=0,, (0MN(@) :=0 (n>1)
M) i=a+1

(N (ay, ...y ap) = a
(ohg1egm)V (@) := h
(Rgh)N (@,0) := g"(a)

(Rgh)N (@, b + 1) := WV (@, b, (Rgh)N (@, b))

Definition

Eine Funktion F : IN® — IN heifit primitiv rekursiv, wenn es ein f € PR™ mit F = fV gibt.

Eine Relation R C IN™ heif}t primitiv rekursiv, wenn ihre charakteristische Funktion 15 : IN® — IN,
1r(d@) :=ifd € Rthenlelse0 primitiv rekursiv ist.

Definition eines n-stelligen Funktionszeichens Az;...z,.t € PR fiir jeden PR-term ¢ und paarweise ver-
schiedene Variablen 1, ...,x, (n > 1) mit FV(¢) C {z1,...,zp }:

1. Az1...2,.0 := O™

2. Azy.pxy =17

3. Ax1...xp bty by, = (Ohgy...gm) Mit g; := Ax1...2p.t;

Lemma 4.1

Az1..xn )N (a1, ..., an) = tﬁ’;’ Ly (A1 e, Q]
Beweis:
Abk.: tN[ = -"Uh 7xn[a1,...,an].

] :
1. (\z.0)V (a) (0MN (@) =0 = 0V]a].
2. (AZ.a;)V (a) (IMN(@) = a; = 2N [d]

[
3. Sei t = hty...ty, und g; := Ax1..2p.1;.
OFON (@) — (b V) 2 I @, o g @) — Y (] o T = T A

Vereinbarung

Wir verwenden a, b, ¢, t, j, k,[,m,n als Mitteilungszeichen fiir natiirliche Zahlen.

Ist f € PR™, so bezeichnen wir die Funktion fV : IN" — IN ebenfalls kurz mit f.

Entsprechend bezeichnet PR zugleich die Menge aller n-stelligen primitiv rekursiven Funktionen, und PR
ist die kleinste Funktionenmenge, welche die Grundfunktionen 0™, S, I?' enthilt und abgeschlossen unter den
Operationen o (Komposition) und R (primitive Rekursion) ist.

Definition einiger spezieller Funktionszeichen (bzw. primitiv rekursiver Funktionen):
F := (RI;(\zyz.S2)), pd:= (RONyz.y), = := (RIjAzyz.pdz), *:= (RO'\zyz.Fzz).
Fiir f € PR™ sei (3 f) := (RO"\z1..2,y2.(2 + f21...2,7)).

Fiir die eben definierten Funktionen gilt:

+(a,b) =a+b, “(a,b) =a-b (im folgenden schreiben wir deshalb +, - fiir +, %),

pd(a) =ifa = OthenOelsea — 1, =(a,b) =ifa > bthena — belse0.

(X2 N b) = ;}f(ﬁai)-

Bemerkung: Eine Relation R C IN" ist genau dann primitiv rekursiv, wenn es ein f € PR" mit
R={@eNN": f(d) =0} gibt. (Zum Beweis: 1-b = ifb = Othen 1else0.)

Abkiirzungen:
s <t:=(Ss=t=0)
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Ve <tA:=Vz(z <t — A), Iz <tA:=Jzx(z <tANA) (falls z € FV(2))
Ve <tA :=Vz(zx <St - A), Jx <tA:=Fx(x <St AN A) (falls x € FV(1))

Offenbar gilt: NV |= (s < 1)[¢] & sV[¢] < tV]¢].

Induktive Definition der Ag-Formeln (der Sprache PR)

1. Jede Primformel von PR ist eine Ay-Formel.

2. Sind A, B Ap-Formeln, so ist auch A — B eine Ap-Formel.

3. Ist A ein Ag-Formel, und ¢ ein PR-Term mit 2 ¢ FV(#), so ist auch Yz < tA eine Ag-Formel.

Folgerung
— Mit A, B sind auch -4, AA B, AV B Ap-Formeln.
—Ist A eine Ag-Formel, und ¢ ein PR-Term mit ¢ FV(¢), so ist auch 3z < tA eine Ay-Formel.

Lemma 4.2

Ist A eine Ag-Formel mit FV(A) C {z1,...,z,},

so ist die Relation {(a1,...,an) € N" : N |= A,, . [a1,-..,a,]} primitiv rekursiv.

Beweis:

Durch Induktion nach dem Aufbau von A definieren wir einen PR-Term r4 mit FV(ry) = FV(A) und
(ra)N[E] =0 N E Al€] (fiir jede IN-Belegung €).

1. A= 1:r, :=S0.

2. A= (s=t): ra:=(s=t) + (t=s).

3.A=B = C: rA = (1*7’3) ‘rC.

4. A=Vy <tBmit y € FV(t): Sei FV(A) = {x1,...,zn} = {F}. f:=AZy.rp und rqa = (3 f)7t. A

Korollar
Die Klasse aller primitiv rekursiven Relationen ist abgeschlossen unter N, U, \, beschriankter Quantifikation,
sowie Einsetzung von prim. rek. Funktionen.

Lemma 4.3
Sind fi,..., fre1 € PR", und sind Ry, ..., R, C IN" paarweise disjunkte primitiv rekursive Relationen, so ist
auch die folgende Funktion f : IN" — IN primitiv rekursiv:

f1 (d’) falls @ € Ry

F@):=90"7@ flsdc R
fre+1(@) sonst.
Beweis:
Sei Rj41 := N" \ (R1 U...u Rk)
f= Af(fl(f) “1g, (f) +...t karl(f) . 1Rk+1 (f)) A

Definition (beschrinkter p-Operator)
Fiir g : N 5 IN sei (ig) : N"*! = N, (f19)(@, b) := {min{z’ 1 g(@, i) =0} falls i < b(g(d,i) = 0)
b sonst.
Lemma 4.4
Sei g : N — IN primitiv rekursiv. Dann gilt:
a) (mg) ist primitiv rekursiv.
b) Existiert ein h € PR" mit Va € IN"3i < h(@) g(a@,i) = 0, so ist die Funktion @ + min{i : g(a@,i) = 0}
primitiv rekursiv.
Beweis:
a) Nach 4.2 und 4.3 ist die folgende Funktion p : IN"*! 5 IN primitiv rekursiv:

S . Je Afallsg(a,e)=0 & Vi< e(g(d,i) #0)
pld,c) = {0, sonst.
Ferner gilt: (mg)(d,b) = {IEZ p)(@,b) gilriztz.li < blg(@,i) = 0)
b) min{i : ¢(@,i) = 0} = (11g) @, h(@))- A

Definition (Die primitiv rekursive “Paarfunktion” 7 : IN* — IN)

m(a,b) == b+ (aip i+ 1) =0+ (3S)(a+b)
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Lemma 4.5
a) m: IN> — IN ist bijektiv.
b) a,b < m(a,b) und (0 < a = b < w(a,b)).

Beweis:

%): #(0,0) 2=x(0,1) 5=7(0,2) 9=a(0,3)
1=#(1,0) 4=x(1,1) 8=7(1,2)
3=7(2,0) 7=7(2,1)

6 = 7?(3,0)

Durch das obige Schema wird offenbar eine Bijektion # von IN? auf IN definiert; und es gilt:

#(a,b) = @(a + b,0) + b, sowie 7(a + b,0) = Anzahl der in allen vorangehenden Diagonalen stehenden

Gleichungen =142+ ...+ (a + b). Folglich = = 7.
b) ist klar.

Definition (Die Umkehrfunktionen 7y, 7 zu )
m1(a) :=min{i : Jj < ala = 7(i,7)]}, m2(a):=min{j: a = n(71(a),))}.

Lemma 4.6

a) Die Funktionen 7, mo sind primitiv rekursiv.
b) (mi(a), m2(a)) = a

c) mi(m(ar,a2)) =a; (i=1,2)

Beweis:

a) Nach Lemma 4.5 gilt 3 < a3j < ala = 7(i, 7)) und 3j < a(a = n(71(a),))).

Mit Lemma 4.4 folgt daraus die Behauptung.
b) und c) folgen aus Lemma 4.5a und der Definition von my, 7.

Definition (Kodierung endlicher Zahlenfolgen)
ax* (b) :=m(a,b) + 1,

tl(a) := m (a=1),

hd(a) := m2(a+1),

7(a,0) :=a, 7(a,k+1):=tl(r(a,k)) (offenbar gilt 7(a,k) #0 = 7(a,k+1) < 7(a, k)),

Ih(a) := min{k : 7(a, k) =0} = (ﬁ )(a,a+1),
(a); :=ifi < lh(a) thenhd(7(a,lh(a)= (i + 1)))else 0.

Die Funktionen (a,b) — a * (b), tl, hd, 7, lh, (a,i) — (a); sind offenbar primitiv rekursiv.

Lemma 4.7
a) lh(a *x (b)) =
b) (a* (b))m he) =
¢) i <lh(a) = (
Beweis:
Sei n :=1h(a) und ¢ := a * (b). Dann a = tl(c) = 7(¢,1) und b = hd(c).
Durch Induktion nach ¢ folgt ferner 7(¢,i + 1) = 7(a, 1), fiir alle i € IN.
a) Es gilt 7(¢c,n+1) = 1(a,n) =0 & Vi <n(r(c,i+1) =71(a,i) #0) & 7(c,

lh(a) +
z; & w < Ih(a)((a* (B)); = (a);)

c) i <lh(a) = (a); = ma(r(a,lh(a)=- (i + 1); 1)<a+-1<a.

Lemma 4.8

lh(c) =1lh(c') & Vi <1lh(c)((¢); = (¢');)) = c=.
Beweis:

Fall 1: lh(¢) =0. Dann ist c=0=¢'.

)—c;éO alsolh( )
b) (¢)n = hd(7(c,0)) = b und, fir i <n, (¢); = hd(r(c,(n + 1)~ (i + 1))) = hd(7(a,

A

n+1.

A

Fall 2: Ih(c) = k+1. Dann ¢, ¢’ > 0 und es gibt a,b,a’,b’ mit ¢ = a*(b), ¢’ = a’x(b’). Nach Lemma 4.7 und

Voraussetzung gilt nun lh(a) = k = lh(a') & b= (c)y = () =V & Vi < k((z); =

Mit LV. folgt a = @', und somit ¢ = ¢'.

15

()i = (a)s)-

A



Definition von (ag, ..., an)
() :=0, (ag,...,an) :={ag, ..., an_1) * {an)

Offenbar ist fiir jedes feste n > 1 die Funktion (ag,...,an—1) — {ao, ..., @,—1) primitiv rekursiv.

Lemma 4.9

a‘) 1h(<a0, ---aan—1>) =n

b) 1<n = ((ao,...,an_1>)i = a;

c) a = ((a)o, ..., (a)n—1) mit n :=Ih(a).

Beweis: Lemmata 4.7, 4.8. A

Definition _ _
Fiir f:IN""" & W sei f: IN"™' = IN, f(@,b) := (f(@,0),..., f(@b—1)).

Folgerung _

fe€PR™ = fecPR".

Beweis: f(@,0) =0, f(@,b+1)= f(a,b)* (f(@,b)). A
Lemma 4.10

Fiir jedes h € PR™? ist auch die durch f(@,b) := h(@,b, f(@,b))
rekursiv definierte Funktion f primitiv rekursiv.

Beweis: _ _ _ _ _
f(@,0) =0, f(@b+1)= f(ab) (@b, (@b, f(a,b))), f(@b)= (f(@b+1)),. A
Lemma 4.11

Sei R C IN"*? primitiv rekursiv, und sei @ C IN"*', so daB gilt:
V(d,b) € N""'[(d@,b) € Q & (d@,b,1g(ad,b)) € R].
Dann ist @ ebenfalls primitiv rekursiv.

Beweis:
Offenbar gilt: 1¢(a@,b) = 1g(d,b,1¢(a,b). A

Bemerkung (Erginzung zu Lemma 4.11)

Sei @ C IN"'. Dann gilt: Vi < 1h(b)[(@, (b);) € @ & (Ig(d, b))(b)i =1].

Rekursiv aufzihlbare Relationen

Definition

Eine Relation Q C IN™ heift rekursiv aufzihlbar, wenn es eine primitiv rekursive Relation R C IN"*! gibt,
sodaB @ = {@ e IN": 3b(a,b) € R}.

Bemerkung: () primitiv rekursiv = @ rekursiv aufzéhlbar.

Lemma 4.12

Eine nichtleere Menge Q C IN ist genau dann rekursiv aufzihlbar,

wenn es ein f € PR! gibt, so daB Q = f(IN).

Beweis:

“<”: Ist f € PRY, so ist R:= {(a,i) € N?: f(i) = a} prim. rek., und f(IN) = {a € N : 3i(a,i) € R}.
“=": Sei ap € Q = {a € IN: Fb(a,b) € R}, wobei R primitiv rekursiv.

Definition: f: IN — IN, f(c) :=if (71 (¢), m2(c)) € Rthenmy(c)else ao.

Dann f € PR! und f(IN) C Q. Bleibt zu zeigen Q C f(IN):

a€Q = (a,b) € Rfireinbe N = (m(c),m(c)) € R mit ¢:=m(a,b) = a=m(c) = f(e). A

Induktive Definition der ¥;-Formeln

1. Jede Ag-Formel ist eine ¥{-Formel.

2. Sind A, B ¥;-Formeln, so auch AA B, AV B, 3z A.

3. Ist A eine ¥y-Formel, und ¢ ein PR-Term mit « ¢ FV(t), so ist auch Vz < tA eine ¥;-Formel.
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Lemma 4.13
Eine Relation  C IN" ist genau dann rekursiv aufzihlbar, wenn sie sich durch eine ¥;-Formel definieren
148t, d.h. wenn eine ¥1-Formel A mit FV(A4) C {v1, ...,v,} und Q = {(a1, ...,an) € N" : N |E Alay, ..., an]}
existiert.
Beweis:
Eine ¥;-Formel heifle strikt, wenn sie von der Form 3z2C mit C' € Ay ist. Aus Lemma 4.2 folgt, daf} eine
Relation genau dann rekursiv aufzéhlbar ist, wenn sie sich durch eine strikte ¥;-Formel definieren l&8t.
Durch Induktion nach dem Aufbau von A definieren wir nun zu jeder ¥;-Formel A eine strikte ¥-Formel
A" mit FV(4) = FV(4") und N = V(A < A'). Damit ist dann das Lemma bewiesen.
1. Fir A € Ag sei A’ :=32zA mit z ¢ FV(A).
2. Sei A’ =3zA und B’ = gyg Dann B B B

(AV B) :=32(A,(2) V By(2)), (AAB)" :=32(A,(mz) A By(m22)), (IA) :=3zA4,,(mz,m2),

(Vo < tA) :=32Vv < t3z < z A, wobei z ¢ Var(A) U Var(B) bzw. z ¢ Var(A)(UVar(t)). A

Definition
1. Eine Funktion f: IN"™ — IN heifit rekursiv, wenn die Relation
Graph(f) := {(@,b) € N"*! . f(@) = b} rekursiv aufzihlbar ist.
2. Eine Relation R C IN™ heifit rekursiv, wenn ihre charakteristische Funktion 1g rekursiv ist.

Lemma 4.14

Eine Relation @ C IN" ist genau dann rekursiv, wenn @ und IN™ \ @ rekursiv aufz&hlbar sind.

Beweis:

1. Seien @ und IN" \ @ rekursiv aufzdhlbar. Wegen [1o(@) =b & (@€ QAb=1)V(GEN"\QAb=0)]
und Lemma 4.13 ist dann Graph(1g) rekursiv aufzdhlbar und somit 1¢ rekursiv.

2. Sei @ rekursiv. Dann ist G := Graph(1g) rekursiv aufzdhlbar, und es gilt [@ € @ < (@,1) € G] und
[6eIN"\Q & (d,0) € G], also @ und IN" \ @) rekursiv aufzéhlbar. A

Korollar

f:IN"™ = N rekursiv = Graph(f) rekursiv.

Beweis: Sei G := Graph(f).

f rekursiv = G rek. aufzb. & IN""'\ G = {(@,b) : Ji((@,i) € GAi #b)} = G, N" '\ G rek. aufzb. .

Lemma 4.15
Die Menge aller rekursiven Funktionen ist die kleinste Funktionenmenge R = | J,, .y R", fiir die gilt:
1. 0™, S, I? e R,
2.heR™ & g1,,9m ER™ & m,n>1 = (ohg;...gm) € R,
3.geR™ & he R"" = (Rgh) € R™1,
4. g e R & Va e N"3i[g(@,i) =0] & n>1 = (ug) € R",
wobei (ug)(@) := min{i € IN : g(a,:) = 0}.
Insbesondere ist jede primitiv rekursive Funktion rekursiv.
Beweis:
Sei R die kleinste Funktionenmenge, welche den Bedingungen 1.-4. geniigt,
und sei R’ die Menge aller rekursiven Funktionen.
I. R CR: Sei f:IN" — IN und Graph(f) rekursiv aufzéhlbar.
Dann existiert ein h € PR mit (f(@) = b < 3i h(d@,b,i) = 0). Folglich
£(@) = m (min{j : h(@m (j), m(j)) = 0} und somit f = (om (1ug)), wobei g(d@, ) = h(@m1(j), m2(j))-
I. RCR"
Hier reicht es zu zeigen, daf} fiir R’ (an Stelle von R) die Bedingungen 1.—4. gelten. Dies folgt aber mittels
Lemma 4.13 aus den folgenden Aquivalenzen:
(ohgi...gm)(@) =b < Fby ... Fbp[h(b1, ..., bm) =bA g1(Q) = b1 A ... A g (@) = by
(Rgh)(@, k) =b < 3cfg(@) = (c)o A b= (c)k AVi < k(h(d,i,(c)i) = (¢)iv1)]-
(ng)(@) =b & g(a@,b) =0AVi < bIcle#0Ag(d,i) = cl. A
Churchsche These
Eine Funktion f : IN™ — IN (Relation @ C IN™) ist genau dann im intuitiven Sinn berechenbar (entscheidbar),
wenn sie rekursiv ist.
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5 Der 1. Godelsche Unvollstandigkeitssatz

Definition

Eine primitiv rekursiv représentierte Sprache ist ein Paar (£, SN)

bestehend aus einer Sprache £ 1. Stufe und einer injektiven Abbildung SN : £ — IN, fiir die gilt:
— Fiir jedes n-st. Funktionszeichen f € L ist SN(f) = (n,1,4) mit ¢ € IN.

— Fiir jedes n-st. Relationszeichen p € L ist SN (p) = (n,2,1) mit 7 > 1.

— Die Menge SN (L) := {SN(q) : q € L} ist primitiv rekursiv.

Vereinbarung

(L, SN) bezeichne eine im folgenden festgehaltene primitiv rekursiv reprisentierte Sprache.
Funktions- und Relationszeichen seien, soweit nichts anderes gesagt wird, stets Elemente von L.
Die Begriffe “Term”, “Formel” etc. beziehen sich stets auf £. — Abk.: (a);; = ((a)i);-

Definition
SN (v;) :=(0,0,7), SN(—) :=(2,0,0), SN(V) := (2,0,1), SN(L) :=(0,2,0), SN(=) := (2,2,0).

Definition von 'E fiir jeden Ausdruck F
;i1 := (SN (v;)), "qEr...E, ' :=(SN(q), "Ey",...,TE, 1), WzA':=(SN(V),"z1,TA")
Bemerkung: 'E'=TE'" = E =F'".

Definition

Eine Formel A heifle n-stellig, falls FV(A) C {v1, ..., }.
Wir schreiben dann A(ty, ..., t,) fir Ay, . v, (F1, oy tn)-
Offenbar gilt: A O-stellig < FV(A4) = 0.

VAR:= Menge aller Variablen

TER:= Menge aller Terme

PRIM:= Menge aller Primformeln

FOR:= Menge aller Formeln

FOR" := Menge aller n-stelligen Formeln

Definition

Ist X eine Menge von Ausdriicken, so sei 'X1:={TE': E € X}.

Eine Menge X von Ausdriicken heifle primitiv rekursiv (bzw. rekursiv bzw. rekursiv aufzidhlbar),
wenn die Menge "X 1 die betreffende Eigenschaft hat.

FV1:={("z",TE") : E ist Ausdruck und z € FV(E)}

'SB':={("t",’z1,TAT) : t € TER, z € VAR, A € FOR, FV(t) N BV, (4) = 0}

Lemma 5.1

Die Relationen "'VAR', 'TER', 'TPRIM', TFOR', 'FV1 TFOR™', '[SB! sind primitiv rekursiv.
Beweis : .

Die Behauptung folgt mittels Lemma 4.2 und Lemma 4.11 aus folgenden Aquivalenzen:

1. a € 'VAR'! & a = ((0,0,(a)o,2))

2. a € 'TER' & a€ VARV [(a)o = (lh(a)=1,1,(a)o2) € SN(L) AVi < lh(a)=1((a)i+1 € 'TER')]
3. a € 'PRIM! &

Ih(a) > 0AVi < lh(a)=1((a)iy1 € "TERY) A (a)o = (Ih(a)=1,2,(a)o2) € SN(L)U{SN(=),SN(L)}
4. a € 'FOR' &

a € 'PRIM'V

[lh(a) =3 A (a)o = SN(—=) A (a); € 'TFORTA (a)2 € 'FOR'] V

lh(a) =3 A (a)o = SN(V) A (a); € 'VARTA (a)2 € TFORT]

. (j,a) € FV! &

=a € VARV

a € 'TFORTUITERT A 3i < 1h(a)=1((j, (a)i+1) € TFVT) A ((a)o = SN(V) = j # (a)1)]

6. a € FOR"! & a€ 'FOR'AVi <a((i,a) € FV! - 1< (i)o2 < n)

[
5
J
[
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7. (¢,j,a) € 'SB!" & ¢ € 'TER'Aj € 'VAR"Aa € 'FORTA

(a € PRIMvV
[(a)o = SN(=) A (¢, ], (a)1) € 'SBT A (¢, j,(a)s) € TSBT]V
[(a)o =SN(Y) A ((j,a) € VT = ((a)1,¢) € TFVIA(c, ], (a)2) € 'SBT)]). A
Definition (Sub:IN* — IN)
c1 falls a = ¢»
Sub(cy,¢2,a) := { a falls a = (SN (V), ¢a, (a)2)
((a)o,Sub(cy,c2,(a)1),...,Sub(cr, 2, (a)in(a)—1)) sonst.

Lemma 5.2

a) Sub('t1,7z1,TE1) = 'E,(t)! (t € TER, « € VAR, E € TERUFOR)
b) Die Funktion Sub ist primitiv rekursiv.

Beweis :

a) Induktion nach dem Aufbau von E: Abk.: ¢(E) :=Sub('t1,Tz1,TET)
1. E=x2: ¢(E)="1=TE.(t)".

2 E=ytu o(F)=(SNW) ="y = E.0)'.

3. E=¢qE,...E, mitqe LU{=,L1,—>} ¢(E) (SN(q d(Er), ..
(SN (@), (B (®)- o (Ea)e(8)) = Ta(F)a () f
L B=YyAmity £ o(E) = (SN(¥), 6(1),
5. E=VzA: ¢(E)='E'=E,(t).
b)

Def.: g(a,d,0) := ((a)o), gla,dym +1) :=
g ist prim. rek. und g(a, d, k) = ((a)o, (d)(a), - - -» (d)(a),)-

SN
—
Dj
S
SN
)
TN N
~ <
SN
I

Def.:
¢t falls a = c2

h(ci,ea,a,d) : =< a falls a = (SN (Y), c2, (a)2)
g(a,d,lh(a)=1) sonst.

h ist primitiv rekursiv, und im Fall “sonst” gilt:
Sub(ey ,&a) = ((a)o,Sub(c1, ¢z, (a)1), - .-, Sub(cr, 2, (a)in( i
((a)o, (Sub(01,02,a))(a) e (Sub(cl,02,a))(a)lh(a)_1) = g( Sub(cy, e2,a),1h(a)=1) =

1
h(clac%aam(clac%a))' A

Definition
Ist ¥ ein Axiomensystem, so sei Bews, := {(TA, (T4p7,...,TA, 1)) : (Ao, ..., Ay) ist Herleitung von A aus ¥ }.

Satz 5.3

Ist ¥ prim. rek. (bzw. rek. bzw. rek. aufzb.), so ist auch Bews, prim. rek. (bzw. rek. bzw. rek. aufzb.).
Beweis :

(a,c) € Bewy &

lh(e) > 1 Aa=hd(c) AVE < 1h(c)[(c)r € 21U LogAxy 'V 3i,j < k((c); = (SN (=), (€)i, (¢)r))]
Bleibt noch zu zeigen, da} LogAxy prim. rek. ist.

HS 1: Die Menge AX aller logischen Axiome ist primitiv rekursiv.

Beweis: Abk.: (a=b) := (SN (=), a,b).

Offenbar gilt: k£ € AX < (k€ TFOR' und einer der Fille 1.-9. liegt vor).
1. Ja < k[k = (a>a)]

Jda,b < k[k = (a=>(b>a)) ]

Ja,b,c < k[k = ((c=>(a=>b)) > ((e=a)=(c=>d))) ]

Ja < k[k = (((a=>TL)STLN)Sa)]

Ja,i,c < k[k = ((SN(V),i,a)—>Sub(c,i,a)) A (¢,i,a) € 'SBT)]

Sa.b,i < k[ = (SN (¥). 1, (a-5)) > (SN (¥), 1, a) (SN (%), 7, )
Ja,i < k[ k = (a=>(SN(V),i,a)) A (i,a) € TFVT]

de < k[k = (SN(=),¢,c)]

Jda,b,e,d < k[k = ((SN(=),a,b)>3(c>d)) Ac,d € PRIM' A (a,b,7(c,d)) € Q],

© NI W
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wobei (a,b,m(c,d)) €Q & c=dVja=cAb=d]V

[thic) =1h(d) > 0 A (¢)o = (d)o A Vi < 1h(c)=1((a,b, m((¢)i+1, (d)it1)) € [SBT)].

HS 2: LogAxy ist prim. rekursiv.

Beweis: a € 'LogAxy' & a € TAXTV (lh(a) =3 A (a)o = SN(V) A (a)1 € 'VARTA (a)2 € LogAxy'). A

Satz 5.4

Ist ¥ ein rekursiv aufzéhlbares Axiomensystem,

so ist auch die Menge {A : ¥ F A} aller logischen Folgerungen aus ¥ rekursiv aufzdhlbar.

Beweis :

a€{lA': ¥+ A} & Es gibt eine Herleitung (Ao, ..., 45) aus £ mit a = "4, < Ib(a,b) € Bews. A

Definition
Eine Theorie T heifit rekursiv axiomatisierbar,
wenn sie ein rekursives Axiomensystem besitzt und L(T) = L ist.

Lemma 5.5

Fiir jede Theorie T' mit L(T) = £ sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) T ist rekursiv aufzéhlbar.

(if) T besitzt ein prim. rekursives Axiomensystem.

(iii) T ist rekursiv axiomatisierbar.

Beweis :

(1)=(ii): Sei f € PR! mit T = f(IN).

Def.: A, :=die Formel mit "4, = f(n), By := Ao, Bpt1 := By AApy1; L :={B,: ne€ N}
1. ¥ ist Axiomensystem von T": klar.

2. ¥ ist prim. rek.: Wie man leicht sieht, ist die Funktion n — "B, ! prim. rek., und es gilt n < 'B,, ', fir
alle n € IN. Aus letzterem folgt: @ € "Y1 < 3In < a(a = 'B,").

(ii)=(iii): trivial. (iii)=(i): Satz 5.4 +“FOR" ist prim. rek.” A
Satz 5.6

Jede rekursiv axiomatisierbare und vollstandige Theorie T' ist rekursiv.

Beweis :

Ist 7 inkonsistent, so T = FOR. Ist T konsistent, so: a ¢ T < (a g "FOR"1V (SN(—),a, L7) € IT),
und die Behauptung folgt mit Lemma 5.5 und Lemma 4.14. A
Definition

Sei M eine L-Struktur. Eine Relation R C |M|™ heifit in M definierbar, falls es eine n-st. Formel A gibt,
sodaBl R = {(a1,..,an) € [M|" : M = Alai, ..., an]}.

Vereinbarung
Im folgenden setzen wir voraus, daf§ die Funktionszeichen 0 und S zu £ gehdoren.

Definition der Terme n (n € IN): 0:=0, n+1:=Sn (Diese Terme heiflen Ziffern.)

Bemerkung:
Ist N eine £-Struktur mit [N| = IN, 0V = 0, SN(a) = a + 1, so gilt fiir jede n-st. Formel A und alle
a1y .nan € No N = Alag,..a,] © N E A(ar, ..., an).

Definition der Funktion s € PR?: s(a, k) := Sub('k1, v, 1, a).

Satz 5.7

Sei A eine £-Struktur mit [AV| =N, 0V =0, $V(a) = a + 1.

Sei ferner jede prim. rek. Relation in A definierbar.

Dann ist 'Th(A')! nicht in A definierbar, und damit Th(A) nicht rekursiv axiomatisierbar.

Beweis :

Vorbemerkung:

Ist M eine Menge und H eine Funktion mit dom(H) = M, so gilt Q@ :={u € M : u ¢ H(u)} ¢ H(M).
(Begriindung: Wire Q = H (up), 80 up € H(ug) < up € Q < uo € H(ug). Widerspruch.)
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Sei nun H : '[FOR'" — P(IN), H('A") ;= {k € N: N = A(k)} und Q := {a € '[FOR'": a ¢ H(a)}.
Dann gilt Q ¢ H('FOR'), d.h. Q ist nicht in " definierbar.
HS: Wire 'Th(N) ! in AV definierbar, so auch Q.
Beweis: Annahme: D ist 1-st. Formel mit 'Th(N)!' = {a € IN: N = Dla]}.
Nach Voraussetzung existiert eine 2-st. Formel A mit N |= A[a,b] < a € 'FOR' '&s(a,a) = b.
Es folgt: a € Q & a € "FOR' VA Sub('a’, v ,a) & "Th(N)!
& a € 'FOR' 1 As(a,a) g "Th(N)]
& es existiert ein b € IN mit N = Afa,b] und b & "Th(N)!
< N | Bla], wobei B := Jy(A(v1,y) A =D(y)).
Da @ nicht in A definierbar ist, folgt aus dem Hilfssatz, da3 "Th(A)! nicht in N definierbar und folglich
auch nicht rekursiv aufzéhlbar ist. Also ist Th(A') nicht rek. axiomatisierbar. A

Bemerkung:Seien A, B wie im Beweis von Satz 5.7, wobei D jetzt aber eine beliebige 1-st. Formel sein darf.
Sei ferner k := 'B1. Dann gilt: (N | =DJs(k, k)] © N E B(k)) und 'B(k)" = Sub("k1, v, 1, k) = s(k, k).
Fiir C := B(k) gilt also: N = C «+ =D('C1).

Definition

Sei ¥ ein Axiomensystem mit 0,5 € L(X). Eine (n + 1)-stellige Formel A reprasentiert in ¥ die Funktion
f:IN" — IN, falls fiir alle ay,...,a,,b € IN gilt:

(1) f(ala ) an) =b = X+ A(ﬂa 7a_n7b) A Vy(A(ﬂa ey Oy y) — b:y)

(2) f(ala "'7an) # b = Y+ _'A(ﬂa aa_nab)

(Gilt ¥ F =(b=_¢), fiir alle b,c € IN mit b # ¢, so folgt (2) schon aus (1).)

Eine n-stellige Formel A représentiert in ¥ die Relation f C IN", falls fiir alle aq, ..., a, € IN gilt:
(1) (a1,...,an) € R = T+ A(ay, ..., Gn)-
(2) (a1,...,an) € R = T+ -A(ay,...,a,).

f:IN" - IN (bzw. R C IN") heifit représentierbar in ¥, falls es eine L(X)-Formel A gibt, die f (bzw. R) in
3 reprisentiert.

R C IN heifit schwach représentierbar in ¥, falls es eine n-st. L(X)-Formel A mit
R={(a1,...,an) € N" : ¥ F A(ay,...,a,)} gibt.

Satz 5.8 (Fixpunktlemma)

Sind alle prim. rek. Funktionen in ¥ représentierbar,

so 1af3t sich zu jeder 1-stelligen L(X)-Formel D ein L(X)-Satz C' mit ¥+ C < D(C) angeben.

Beweis:

Sei A eine 2-st. L(X)-Formel, welche die Funktion a +— s(a,a) in ¥ repréisentiert, und sei

B :=3y(A(vi,y) A D(y)). — Dann gilt fiir alle a € IN: X F B(a) <> D(s(a,a)).

Fiir k := B, C := B(k) haben wir aulerdem s(k,k) = 'B(k)! = 'C". Es folgt: ¥+ C «+ D(IC). A

Satz 5.9

Jede konsistente Theorie T', in der alle rekursiven Funktionen reprasentierbar sind, ist unentscheidbar
(d.h. nicht rekursiv).

Beweis :

Annahme: T rekursiv.

Dann ist die charakteristische Funktion 1,1 in T reprisentierbar. Es gibt daher eine 1-st. L(T)-Formel D,
so daB fiir jeden Satz A gilt:

(1) AeT = THFD(AY), (20 A¢T = TF-D(TAY).

Nach dem Fixpunktlemma existiert ein L(T)-Satz C mit (3) T+ C + -D(IC").

Aus (1),(2),(3) folgt nun (C €T = T+ L)und (C¢T = C €T),also T+ L. Widerspruch. A

Satz 5.10 (1. Godelscher Unvollsténdigkeitssatz)

Jede konsistente, rekursiv axiomatisierbare Theorie T', in der alle rekursiven Funktionen reprasentierbar sind,
ist unvollstandig.

Beweis : Die Behauptung folgt aus den Satzen 5.6, 5.9.
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6 Reprasentierbarkeit

Induktive Definition von Mengen REK" n-stelliger Funktionen

1. 0,17 ¢ REK", S € REK', 4+, 1. € REK®.

2. he REK™ & g1,-..,9m € REK™ & m,n>1 = (ohgj...gm) € REK".
3. g € REK"™' & Vi € N"3i[g(d@,i) =0] & n>1 = (ug) € REK".

Abk.: REK := J,,c.y REK"

Im folgenden wird gezeigt, dafl REK abgeschlossen unter primitiver Rekursion und damit (nach Lemma 4.15)
gleich der Menge aller rekursiven Funktionen ist.

Abkiirzung: Resty (i) := Rest von a bei Division durch b(i + 1) +1

Lemma 6.1

Die Funktionen 7, 7,72, =~ und (a,b,i) — Rest; (i) gehoren zu REK.

Beweis :

Lom(a,b) =b+> oy (i+1)=b+S(a+b)(a+b+1)=b+H((a+b) - (a+b+1)),

wobel H(c¢) := min{i : ¢ < 2i} = min{i : 1.(24,¢) = 0}.

Daraus folgt 7 € REK, da REK abgeschlossen unter expliziten Definitionen und dem p-Operator ist.
2. Sei J(¢) :=min{i: 2¢+ 1< (i+1)-(i+2)}. Dann J € REK und

(1) J(e)-(J(e)+ 1) <2c < (J(e) +1) - (J(c) +2).

Andererseits gilt:

(2) (a+b)-(a+b+1)<(a+b)-(a+b+1)+20< (a+b+1)-(a+b+2).

Sei nun ¢ = w(a,b). Aus (1),(2) folgt J(¢) = a + b und somit

ma(c) =b=c=1J(c)(J(c) + 1) = c=H(J(c)(J(c) + 1)) und 7 (¢) = a = c=m(c).

3. a=b=min{c:a < b+c}.

4. Resty (i) =a = f(a,b,i)- (b(i + 1)+ 1), wobei f(a,b,i):=min{k: a < (k+1)(b(i +1)+1)}. A

Lemma 6.2

Zu beliebigen k, mo, ...,m;, € IN gibt es a,b € IN, so daBl Resty (i) =m; fiir i =0, ..., k.

Beweis :

Sei s := max{k,mg,...,mp} + 1, b:=s!, b;:=b(i+ 1)+ 1. Dann ist m; < b;, fiir i =0, ..., k.

HS1: i <j <k = b;,b; sind teilerfremd .

Beweis: Sei p Primzahl mit p|b; und p|b;. Dann p|(b; — b;), d.h. p|(j —i)b. Wegen j —i < s und b = s! gilt
(j —19)|b, also p|b. Mit p|(b(j + 1) + 1) folgt daraus p = 1.

HS2: 0<a<a <bg-.. by = 3i<k(Restf(i)# Rest{ (i)).

Beweis indirekt: Annahme: r; := Rest} (i) = Restg" (i) fuir i =0, ..., k.

Dann a = byn; + r; & a' = bynl + r; & r; < b; mit n; < n}. Folglich a’ — a = (n; — n})b;, d.h. b;|(a’ — a) fiir
i=0,...,k. Mit HS 1 folgt daraus by - ... - b|(a’ — a). Widerspruch zua' —a < by - ... - bg.

Nach HS 2 ist a — (Resty(0), ..., Resty(k)) eine injektive Abbildung von {a € IN : a < by - ... - b} in
{j:j<bo} x..x{j:j<br}. Dabeide Menge dieselbe (endliche) Machtigkeit haben, ist diese Abbildung
auch surjektiv, d.h. es existiert ein @ € IN mit (Resty(0), ..., Resty (k)) = (mo, ..., mg). A
Satz 6.3

Die Menge REK ist abgeschlossen unter primitiver Rekursion und damit (nach Lemma 4.15) gleich der
Menge aller rekursiven Funktionen.

Beweis :

Sei g € REK", h € REK™"? und f = (Rgh).

Definitionen

Ble,i) = Rest () (i),

l|a — b] := (a=b) + (b=a),

Go(d, b, c) := min{i : (b=i) - (1=[h(a,1, B(c, 7)) — Blc,i + 1)]) = 0},

G(a,b,c) := |g(@) — B(c,0)| + (b=Go(a,b,c)).
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Dann gilt:

(1) G € REK

(2) b=Go(@,b,c) =0 & Vi < b(h(d,i,B(c,i)) = B(c,i+1))

(3) Vd@ € IN"Vb3e(G(a, b, c) = 0)

Beweis von (3): Seien @ und b gegeben. Nach 6.2 existiert ein ¢ € IN mit 3(c,i) = Rest:;gg (i) = f(a,i) fiir
i=0,...,b. Mit (2) folgt G(@,b,c) = 0.

(4) f(@,b) = B(min{i : G(a@,b,i) =0},b)

Beweis: Sei ¢ :=min{i: G(d@,b,i) = 0}. Dann gilt G(@, b, c) = 0 und folglich (nach (2) )

9(@) = B(c,0) AVi < b(h(@,i,(e,1)) = Bleyi + 1)), d.h. f(@,b) = B(c,b). A

Satz 6.4
Sei ¥ ein Axiomensystem mit 0,S € L(X), fiir das gilt:
(X1) ¥+ —(Sa=0), fiir alle a € N,
YFSa=Sb— a=D»D, fiir alle a,b € IN,
(X2) die Funktionen + und - sind in ¥ représentierbar,
(X3) es gibt eine 2-st. L(X)-Formel K mit
(a) ¥ F Vo-K(z,0),
(b) EFVz(K(2,Sa) ¢ z=aV K(z,a)), fir allea € N,
(c) EFVz(z=aV K(z,a) vV K(a,z)), fiir alle a € IN.

Dann ist jede rekursive Funktion in ¥ représentierbar.
Beweis :
Abk.: F A :& ¥+ A

HS 1: Fir alle a,b, k € IN gilt:

a)a<b =F-(a=b),

b)a<b =+ -K(ba),

c)a<b =+ K(a,b),

d)FA,(0)A...ANA(k=1) A K(z,k) — A.

Beweis :

a) Induktion nach a. Sei b =m + 1.

1l.a=0: (X1)=>+F=(0=Sm) = F —(a=Db).

2.a=k+1: k<m [LV]m>F-(k=m) [(X1)]=F ~(Sk=Sm).
b) Induktion nach a.

1. a=0: (X3a) = F -K(b,a).

2. a=k+1: LV. & a) = F =K (b, k) A=(b=Fk) [(X3b)]= - ~K (b, Sk).
¢) a<b [a),b)]> F ~(a=b) A=K (ba) (X3} - K(a,b).

d) Induktion nach k:

1. k=0: (X3a) =+ K(x,k) > A.

2. k =m+ 1: Dann gilt

FA,(0)A...ANAy(m—1) A K(x,m) - A [nach L.V]

- K(o,m+1) > K(z,m)Ve=m [(X3)]

FA,(m)Az=m — A.

Daraus folgt - A, (0) A...AA,(m) AK(z,m +1) —» A.

Wir zeigen nun durch Induktion nach der Definition von REK, daf} jede Funktion f € REK in ¥ reprisen-

tierbar ist. (Man beachte dabei, da8 nach Hilfssatz 1 F —(a =10) fiir a # b gilt, und deshalb die Bedingung
(2) in der Definition der “Représentierbarkeit” hier keine Rolle spielt.)

1. Die Funktionen 0™, S, I werden offenbar durch die Formeln v, 1 =0, v =Sv;, vp41 = v; reprasentiert.
2. Die Funktion 1. wird durch die Formel A := (K Al1=wv3) V (K A 0=wv3) reprisentiert.

Beweis: 1<(a1,a2) =1 = a1 < as [HS1]= F K(a1,a2) =+ A(ai,a2,1) A (A(a1,az,y) = 1=y).
1.(ai,a2) =0 = az <a; [HS1]= F =K (a1,a2) = F A(ai,a2,0) A (A(ai,a2,y) = 0=y).

3. Sei f = (ohgy...gm) mit h,g1,...,gm € REK . Zur Vereinfachung der Schreibweise nehmen wir an, daf

g1, ---,gm 1-stellig sind. Nach I.V. gibt es dann 2-stellige Formeln By, ..., By, und eine (m + 1)-stellige Formel
C, so daf} gilt:
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(D) b eesbm) =b = £ C(by, e bim; b)) AVY(C (b1, oo, b, y) = b=1),

(2) gi(a) = b; = F Bi(a,b) AVy(Bi(a,y) —» bi= ) (z =1,...,m).

Def.: A :=3y;..3ym[C Y1, Ym,v2) A Bi(v1,y1) A cc. A By (01, ym) |-

Sei nun f(a) = b. Dann h(by,...,by) = b mit b; := g;(a) (i =1,...,m).

Mit (1),(2) folgt = C(b1, ..., b, b) A Bi(a,b1) A ... A Bp (@, bim), und daraus - A(a,b).

Mit (1),(2) folgt auBBerdem:

- (Bi(@,mn) = bu=11) A A (Bon(@ ym) = b =3m) A (C(b1s b, ) = b=1).

Wegen - by =y A. /\ b =Ym ANC(Y1, s ym,y) = C(bi,..,bm,y) folgt daraus

- Bi(@, 1) A o A Bus(@s ) ACy1, o yn,y) — b=y, und weiter

- 313y [ Br(@,11) A A B (@, Ym) A C(U1s s yms )] = b=

5. Sei f = (ug) mit g € REK"™! und Va@3i[g(@,i) = 0]. O.E.d.A. sei n = 1. Nach L.V. existiert dann eine
3-stellige Formel B mit: g(a,i) =¢ =+ B(a,i,c) A (B(a,i,y) = c=y).

Definition: A := B(v1,v2,0) AVZ[K(z,v2) = Jy(—=(y =0) A B(v1,2,y))].

Sei nun f(a) = k. Dann g(a,k) =0 und ¢; := g(a,i) > 0 fiir alle i < k.

Wir erhalten:

(1) + B(a,k,y) > y=0

2) + B(a,i,y) —» ~(y=0), firi =0,....k—1 [ (X1)]
) F-B(a,i,0), fir i =0,....k—1 [(2)]

) "K(JL‘,E)—)—'B(Q,JJ,O) [(3)7HS ]-d]

)+ B(a,z,0) - =K (z,k)
)
)
)

F-3y(~(0=y) A B(a,k,y)) [(1)]
FVa[K (2,v2) = Jy(=(y=0) A B(a, z,y))] = ~K(k,v2) [ (6)]
F Aa,v2) = —K(v2,k) A=K (k,v2) [ (5),(7) ]

) FA(a,v2) = k=v2 [ (8),(X3c)]

Ferner:

(10) - B(a, k, 0)

(11) F =(¢; =0) A B(a,i,¢;), fir i =0, ...,k — 1

(12) F y(=(y =0) A B(a,i,y)), furi =0, ..,k — 1

(13) - A(a, k). A

Satz 6.5

Sei ¥ ein Axiomensystem mit 0,5 € L(X).

Seien ferner N eine 1-stellige, K eine 2-stellige und Add, Mult 3-stellige L(X)-Formeln, so daf} gilt:
(1) ¥+ N(0) AVa(N(x) = N(Sz)),

2) ¥ Ve e N-(Sx=0) A Vz,y € N(Sz=Sy — z=y),

)X FVz € NAdd(z,0,2) AVz,y,z € N(Add(z,y, z) — Add(z, Sy, Sz)),

) ¥V, y, 20,21 € N(Add(z,y, z0) A Add(z,y, 21) = 20 =21),

) ¥k Vz € N Mult(z,0,0) AVz,y,z,v € N(Mult(z,y, z) A Add(z, z,v) — Mult(z, Sy, v)),
) ¥V, y, 20,21 € N(Mult(z,y, z0) A Mult(z,y,21) = 20 =21),

)Xk Ve € N-K(z,0),

)Y FVz,y € N(K(z,S5y) < z=yV K(z,y)),

) EFVa,y € N(K(z,y) Va=yV K(y,2)).

(Dabei sei Vzi,...,2, € NA :=Vz1..Ve,(N(z1) A ... AN(2,) = A).)

Dann ist jede rekursive Funktion in ¥ représentierbar.

Beweis :

Wir zeigen, daf§ ¥ die Voraussetzungen (X1)—(X3) von Satz 6.4 erfiillt. — Abk.: F A & ¥+ A.
Aus (1) folgt:

(10) F N(a), fiir alle a € IN.

Aus (2) und (10) folgt (X1) und weiter:

(11) F =(a=b), fiir a,b € IN mit a # b.

Aus (3) und (10) erhélt man durch Induktion nach b:

(12) - Add(a, b, a + b), fiir alle a,b € IN.
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Aus (12) und (4) folgt:

F Add(a,b,2) > a+b=z2.

Nach (11),(12),(13) ist 4+ repréasentierbar in ¥. Die Représentierbarkeit von - erhélt man analog.
Sei K" := N(v2) = N(v1) A K(v1,v2).

Nach (1) gilt offenbar:

(14) - K'(x,a) < N(z) A K(z,a), fir alle a € IN.

Aus (7) folgt - N(z) = =K (z,0) und weiter [mit (14)] + -K'(z,0).

Aus (8) und (10) folgt - N(z) A K(z,Sa) <> z=aV (N(z) A K(z,a)), und daraus [mit (14)]
FK'(z,a) < z=aV K'(z,Sa).

Aus (9) und (10) folgt - N(z) - K(z,a) Vz=aV K(a,z), und daraus
F(N@#)AK(z,a))Ve=aV (N(z) = N(a) A K(a,z)), dh. F K'(z,a) Ve=aV K'(a, z). A

Das Axiomensystem Z,

(Zp1) Yz —(Sx=0) AVaVy(Sz =Sy —» z=y)

(Z02) Vz(z +0=1) AV2Vy(z + Sy=S(z + y))
(Zp3) Vx(r-0=0) AVaVy(z -Sy=(z -y) + ))
(Zo4) VaVy(3z(z +Sz=y)Ve=yV Iz(y + Sz =1))
Das Axiomensystem Zg ist offenbar konsistent.

Satz 6.6

Ist T eine Theorie mit Zg C T, so sind alle rekursiven Funktionen und Relationen in T repréisentierbar.
Beweis :

Abk.: N := (vy =wv1), Add := (v; + v2 =wv3), Mult := (vy - ve =v3), K := Juz(v1 + Svs =wv2). Man hat zu
zeigen, dafl Zy zusammen mit den soeben definierten Formeln N, Add, Mult, K die Voraussetzungen (1)-(9)
von Satz 6.5 erflllt. Dies ist fiir alle Punkte bis auf (8) sehr leicht zu sehen. Zum Beweis von (8) benétigen
wir den folgenden Hilfssatz:

(%) Zo FVz(zx=0V Jy(x=Sy)).

[ Beweis: Nach (Zo4) haben wir Zg F 2 =0V Jz(x +Sz=0) vV 32(0 + Sz =1=x).

Andererseits gilt Zg - =3z(x 4+ Sz) =0) und Zo - 32(0 + Sz =2) — Jy(Sy ==z).]

Aus (x) folgt nun Zo -z + 2=y = =y V Izo(z + Szo =y).

Mit Zy - x 4+ Sz=Sy — = + z =y folgt daraus Zo + K(z,S5y) - z=y V K(z,y).

Umgekehrt gilt: ZgF 2+ Sz=y — £ +S52=5(z + Sz) =Sy und Zo - z =y — = + SO =Sy,

woraus Zo Fx =y V K(z,y) — K(z,Sy) folgt. A

Definition

Die Formeln der Sprache {0,S,+, -} heiflen arithmetische Formeln.

N sei das Standardmodell von Zy. (Insbesonder ist A" also eine Struktur zur Sprache {0,S, +, -}
Eine Relation R C IN" heifit arithmetisch, wenn sie in N definierbar ist.

Satz 6.7

a) Jede rekursiv aufzdhlbare Relation ist arithmetisch.

b) Th(N) ist nicht arithmetisch.

¢) Th(N) ist nicht rekursiv axiomatisierbar.

Beweis :

a) Sei @ C IN rekursiv aufzihlbar. Dann existiert eine (primitiv) rekursive Relation R C IN? mit Q =
{a € N : b (a,b) € R}. Nach 6.6 existiert eine arithmetische Formel A mit [(a,b) € R = Zo F A(a,b)]
und [(a,b) € R = Zo F =A(a,b)]. Mit N | Z, folgt daraus R = {(a,b) : N |= Ala,b]} und weiter
Q ={a: N (3yA(v1,y))[al}.

b),c) folgen aus 5.7 und a). A
Satz 6.8

Jede konsistente Theorie T' mit Zy C T ist unentscheidbar.

Beweis : Siehe Satz 5.9 und Satz 6.6.

Satz 6.9 (1. Gédelscher Unvollstandigkeitssatz)
Jede konsistente, rekursiv axiomatisierbare Theorie T' mit Zy C T ist unvollstindig.
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Beweis : Siehe Satz 5.10 und Satz 6.6.
Definition T(X):={A: A ist L(X)-Satz mit ¥+ A}

Satz 6.10 (Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik 1. Stufe)

Die Menge aller allgemeingiiltigen Sétze der Sprache Lo := {0,S, +, -} ist unentscheidbar.

Beweis :

Sei AZg:= (Zol) A...A(Zp4), und PL := {A: A allgemeingiiltiger Ly-Satz }.

Nach 6.8 ist T(X) nicht rekursiv. Andererseits gilt: a € 'T(X)! = (SN(—=),"AZo',a) € 'PL.

Also kann auch PL nicht rekursiv sein. A

Definition
Ein Axiomensystem ¥ heifit w-konsistent, falls fiir jede 1-st. L(X)-Formel A gilt:
L F-A(n), firallen e N = X/ 3JdzA(x).

Urspriingliche Form des 1. Godelschen Unvollstandigkeitssatzes

Zu jedem konsistenten, (primitiv) rekursiven Axiomensystem ¥ mit Zg C T(X) 148t sich ein wahrer arith-
metischer Satz G mit ¥ I/ G angeben. Ist ¥ sogar w-konsistent, so gilt auch ¥ I/ =G.

Beweis :

Natirlich geht die Behauptung von der stillschweigenden Voraussetzung aus, daf} eine ‘konkrete’ Definition
von 11 im Sinne von Lemma 4.15 gegeben sei. Geméf 5.4,6.3,6.4 und 6.6 148t sich dann eine arithmetische
Formel By angeben, fiir die gilt:

(1) (a,b) € Bews;, = ZyF Bx(a,b),

(2) (a,b) ¢ Bews;, = Zy - —Bx(a,b).

Aus dem Fixpunktlemmas erhilt man einen arithmetischen Satz G mit:

(3) Zo + G < =~3yBx('Gy).

Annahme: ¥ F G.

Wegen (1) gibt es dann ein b mit Zg - Bx(!G1,b). Daraus folgt ¥ F JyBs('G',y) und weiter, mit (3),
¥ F =G, Widerspruch.

Also gilt ¥ t/ G. Mit (2) folgt daraus

(x) Zo F -Bx('G1,b) fir alle b € IN.

Folglich ist die Formel =3yBx (TG y), und wegen (3) auch die Formel G wahr.
Ist ¥ w-konsistent, so folgt aus (*) und (3) sofort ¥ I/ =G. A

7 Das Axiomensystem ZF der Zermelo-Fraenkel Mengenlehre

Das Axiomensystem ZF

(Zur besseren Lesbarkeit verwenden wir hier z,y, z als Abkiirzungen fiir vy, vs, v3.)

(EXt) YoV, (Vy(y SE RS Ul) — Vg = ’Ul)

(Pa) YooV dyVz(z €y z=1v9V 2z =w1)

(Vm) Yo, 3yVz(z € y +> Fug(vg € 11 A 2 € 1p))

(Pot) Yu3yVz(z € y ¢ Yug(vg € 2 = vg € v1))

(Ue) Fuo(Fz[z € vo A—TFy(y € )] AVa[z €vg = Fy(ly Evg AVz(z Ey <z €V 2z =1))])

(Fu) Vz(Jy(y€x) > yly ez A-Fz(z €z Az €y)))

(Er) Yous..Yu,(VYaVyVyole(z,y) A p(z,y0) = y = yo] = YudwVyly € w < Jz(x € u A o(z,y))]),

fiir jede n-st. {€}-Formel ¢ (n > 2) und Variablen yo,u,w ¢ Var(p)
Von jetzt an verwenden wir die logischen Zeichen A, V,—, —,V, 3, als metasprachliche Abkiirzungen.
Voraussetzung
V sei ein im folgenden fester Bereich von Mengen derart, dal V zusammen mit der (auf V' eingeschrénkten)
Elementbeziehung € ein Modell von ZF ist. Ferner gelte Va€V(a C V).
VEREINBARUNG: Unter einer Menge verstehen wir im folgenden stets ein Element von V.
Wir verwenden a, b, c,d, e, f, g, h,u,w,z,y, z als Mitteilungszeichen fiir Mengen.
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Definition

Ein Teilbereich X von V' heifit eine Klasse, wenn es eine (n + 1)-stellige {€}-Formel ¢ und Mengen ay, ..., ap,
gibt, so daB X = {z: (V, €) = pla1, ..., an, ]}

Wir verwenden A, B,C, D, E, F,G, H, R als Mitteilungszeichen fiir Klassen.

Bemerkung:

Jede Menge ist eine Klasse, aber nicht jede Klasse ist eine Menge.

Beweis: 1. Wegen Ya eV (a C V) gilt a = {z : x € a}, fiir jede Menge a.

2. R:={z: x ¢ x} ist eine Klasse, und es gilt Ya€V(a € R + a ¢ a). Wére nun R ein Menge, so wiirde
gelten R € R < R ¢ R. Widerspruch.

Bemerkung:
0 :={z : x # x} ist eine Klasse, und mit A, B sind auch AUB, AN B, A\ B,
UAd:={z: ycA(z ey)}, NA:={z: VycA(z € y)}, Pot(4) := {z : = C A} Klassen.

Aus der Voraussetzung (V, €) = (Pa) A (Vm) A (Pot) folgt:

Lemma 7.1
a) Yavb({a,b} € V),

b) Va(Ja € V),

c) Ya(Pot(a) € V),

d) VaVb(aUb = |J{a,b} € V),
e) Yai ... Vap({a1,....,an} € V).

Definition (a,b) := {{a},{a,b}} (geordnetes Paar von a und b)

Lemma 7.2

a) (a,b) €V,

b) (a1,b1) = (az,b2) = a; =ax Aby = bs.

Beweis :

a) folgt aus 7.1.

b) Sei ¢ := (a1,b1) = (az, ba).

Fall 1: a; = b;. {{al}} =c= {{CQ},{GQ,I)Q}} = {al} = {ag} = {(12,1)2} = a; = as = bs.

Fall 2: as = by. Analog zu Fall 1.

Fall 3: aq 7£ b1 /\CLQ 7£ b2 {0,1} {al,b1} cc= {{CLQ} {ag,bg}}/\{al} 75 {ag,bg}/\{al,bl} 75 {CLQ} = {0,1} =
{(12} A {al,bl} = {ag,bg} = a1 =as ANby = bs.

Definition

AxB:={@,y: c€ ANy€e B} :={z: Jxy(z =@, y) Az € ANy € B)}.

Eine Relation ist eine Klasse von geordneten Paaren, d.h. eine Teilklasse von V x V.
Eine Funktion ist eine Relation F, fir die gilt: Vz,y,2(x,y) € FA (x,2) € F — y = 2).

Abkiirzungen

Sei R eine Klasse.

Rel(R) :& R ist eine Relation (ie. RCV x V)

Fkt(R) :& R ist eine Funktion

Rxy & xRy & (x,y) € R

dom(R) := {z : Jy Rzy} (Definitionsbereich von R)

ran(R) := {y : 3z Rxy} (Wertebereich von R)

R|A:={(@,y) € R: x € A} (Einschridnkung von R auf A)

R[A]:={y: Jx€ ARzy} (Bild von A unter R)

QoR:={,y): F2(RxzAQzy)} (Verkettung von () mit R)

R™':={w,r) : Rry} (Umkehrung von R)

Ist F' eine Funktion und x € dom(F'), so bezeichne F'(z) das eindeutig bestimmte y mit (z,y) € F,
(i.e. den Funktionswert von F' an der Stelle x).

F:A— B :& Fkt(F)Adom(F) = AAran(F) C B (F ist Funktion von A in B)
b*:={feV: f:a—>b}
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Eine Funktion F heifit injektiv, falls Vg, 2; € dom(F)(F(x0) = F(x1) — xo = x1).

Folgerungen
1. Mit 4, B, R, Q sind auch A x B,dom(R),ran(R), R|4, R[A],Q o R, R~! Klassen.
2. Sind F, G Funktionen, und ist A C dom(F) N dom(G), so gilt:
a) Fkt(F|A) A dom(F|A) A Nran(F|A) = F[A] AVze A(F(z) = (F|A)(x)),

b) ran(F) = F[dom(F)| A F = F|dom(F)

c) Vee A(F(z) = G(x)) = FIA=G|A
d) dom(F) = dom(G) = AANVze A(F(z) =G(z)) = F=G

)

Lemma 7.3 (Folgerungen aus (V, €) = (Er)

a) Ist F' eine Funktion und @ € V, so Fla] € V.

b) Ist C eine Klasse und a € V,so {r €a: z € C} € V.

c) CCANAeV = CeV.

d)A#0 = NAeV.

Beweis :

a) Sei F'={z: (V,€) E ¢[c1,...,cn,2]}. Es gibt dann eine (n + 2)-st. Formel ¢ mit Vz,y((z,y) € F &
(V,€) E¢lz,y,c1y...,en]). Wegen (V, €) = (Er) gilt daher {y : Jz€a((z,y) € F)} € V, d.h. Fla] € V.

b) F := {(z,z) : © € C} ist offenbar eine Funktion, und es gilt

y € Fla] & Jz€al((x,y) € F) & Fxcadxo(zg € C A (z,y) = (Xo,20) & yE€aiyeC.
c)CCA=C={xcA:ze€C}. d)Seiac A. Dann(V1ACaeV. A

Lemma 7.4

a) Mit a,b,r sind auch aUb,aUb,a\ b,a x b,b*,dom(r),ran(r), r[a],|a,r~',a o r Mengen.
b) Rel(R) Adom(R) e V Aran(R) eV = ReV.

c) Fkt(F) = Fl, e V.

d) Fkt(F) Adom(F) eV = FeV.

Beweis :

a)l. aUb=\J{a,b},anbCa,a\bCa.

2.zeanyeb = {z},{z,y} € Pot(aUb) = (@,y) = {{z},{z,y}} € Pot(Pot(a Ub)).
Also a x b C Pot(Pot(a U b)).

3. b* C Pot(a x b).

4. @,y er = {z,yteUr = z,y e JUr. Also dom(r),ran(r),r[la] CUUr.

5. rla Cr, r~t Cran(r) x dom(r), aor C dom(r) x ran(a).

b),c),d) Rel(R) = R C dom(R) x ran(R). Fla C a X F[a]. F = F|dom(F). A

8 Ordinalzahlen

Definition

1. Eine Relation R heifit transitiv, falls gilt: Vz,y, z2(Rzy A Ryz — Rzz).
2. zp :={y: Ryz} (x € V, R Relation)

3. €:={w,x): y € z}. (Offenbar ist zc = x.)

Lemma 8.1
Fiir jede Relation R sind folgende Prinzipien dquivalent:
(I) Existenz minimaler Elemente:
C#0—JzeCVyecxr(y ¢ C), fiir jede Klasse C.
(IT) Induktion tiber R:
Ve(Vyexr(y € C) -z € C) = Vz(z € C), fiir jede Klasse C.

Definition

Sei R eine Relation.

R fundiert & Yu(u # 0 — IrcuVyczr(y € u)).
R wohlfundiert :< R fundiert und Vz(zg € V).

Bemerkung:
a) Gilt (I) (oder (IT)) fiir R, so ist R fundiert.
b) Jede fundierte Relation ist irreflexiv. [ Rzz = {2z} #O A -Fre{z}Vyexr(y & {2})]
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Lemma 8.2

Fiir jede transitive wohlfundierte Relation R gelten die Prinzipien (I) und (II).

Beweis von (I):

Gelte u € C. Fall 1: Vycug(y € C). Dann fertig.

Fall 2: Jyeugr(y € C). Dann a := ug N C # @. Da R fundiert ist, existiert ein ¢ € a mit Yy € cr(y & a).
Aus ¢ € ug und der Transitivitit von R folgt cg C ug. Somit ¢ € C und Yy €cgr(y & C). AN

Satz 8.3 (Rekursion {iber transitive wohlfundierte Relationen)

Sei R wohlfundiert und transitiv, und sei G : A x V' — V. Dann existiert genau eine Funktion F': A —» V
mit F(z) = G(z, Flzg) fir alle z € A.

Beweis :

Sei C := {f : Fkt(f) Adom(f) C AAVzedom(f)(ANnzr Cdom(f)A f(z) =G(z, flzr))} und F :=JC.
(1) fi,fo€CAxE€E dom(fl) N dom(fg) = fl(ib”) = fQ(CU)

Beweis durch Induktion iiber R: Sei x € dom(f;) Ndom(fz). Dann ANzgr C dom(f;) Ndom(fz) und nach
LV.VyeAnzr(fily) = f2(y)), d.h. filrr = f2lzr. Wegen f1, f» € C folgt fi(x) = f2(x).

(2) Fkt(F) A dom(F) = J{dom(f) : f € C} AVfeC(f = F|dom(f)).

Beweis mittels (1). (klar)

(3) Vzedom(F)(ANzr C dom(F) A F(z) = G(z, F|xgr))

Beweis: Sei z € dom(F). Dann z € dom(f) C dom(F) fiir ein f € C. Folglich ANxp C dom(F'). Nach (2)
gilt F(z) = f(x) = G(x, fler) = G(x, Flzg).

(4) A =dom(F)

Beweis: Die Inklusion D(F) C A ist trivial. A C dom(F') zeigen wir durch Induktion tber R.

Sei z € A, und a:= ANz C dom(F) (I.V.). Zu zeigen: = € dom(F).

Da R fundiert ist, gilt “Rxz, also z ¢ a. Sei f := FlaU {(z,G(z, F|zg))}. Wir zeigen f € C, woraus dann
z € dom(F) folgt.

Wegen z & a gilt Fkt(f). Trivialerweise ist dom(f) C A. Wegen a C dom(F') gilt auch a C dom(f). Sei nun

y € dom(f):
1. y € a: Dann ANygr Ca (da R transitiv) und f(y) = F(y) = G(y, Flyr) = G(y, flyr)-
2. y = 2: In diesem Fall gilt ANzr Caund f(z) = G(z, Flzgr) = G(z, flzr).

Die Eindeutigkeit von F folgt sofort durch Induktion iiber R. A
Bemerkung: Auf die Voraussetzung “R transitiv” in 8.2 und 8.3 kann verzichtet werden (siehe ...).

Definition

1. R C A x A heiBlt lineare Ordnung auf A, falls gilt:

(i) Vz ~Rzz, (i) Vz,y,2(Rzy A Ryr — Rzz), (iii) Vz,y€ A(Ryx V z =y V Rxy).
2. Eine lineare Ordnung R auf A heifit Wohlordnung auf A, falls R wohlfundiert ist.

3. A heifit wohlgeordnet (linear geordnet) durch R, falls RN (A x A) eine Wohlordnung (lineare Ordnung)
auf A ist.

4. Ist A € V und R eine Wohlordnung auf A, so nennt man das Paar (A4, R) eine wohlgeordnete Menge oder
kurz Wohlordnung.

Bemerkung: Wird A durch R wohlgeordnet, so gilt:
a) Jede nichtleere Klasse C' C A besitzt ein (eindeutig bestimmtes) kleinstes Element ming(C).
b) Jede Teilklasse B C A wird ebenfalls durch R wohlgeordnet.

Beweis von a): Sei @ := RN (4 x A). Nach Lemma 8.1 existiert ein ¢ € C mit C Nag = . Es folgt
Vy e C(—~Rya) und weiter Vy € C(y = a V Ray), d.h. a = ming(C).

Definition
1. Eine Klasse A heifit transitiv, falls gilt Vz€ A(z C A).

2. Eine Ordinalzahl ist eine transitive Menge, die durch die Elementrelation € wohlgeordnet wird.
3. On := {x: z ist Ordinalzahl }
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a, 8,7,4,€&,n, ¢ bezeichnen im folgenden stets Ordinalzahlen.
Ferner schreiben wir auch o < g fiir a € 8, sowie a < g fira € fVa = .

Lemma 8.4

a)a€On = a COn (dh. On ist transitiv)

b)a<f & aCp

Beweis :

a) Sei ¢ € a. Dann z C a und somit 2 wohlgeordnet durch €. Bleibt zu zeigen, dafl x transitiv ist. Sei also
y€xAz€y. Wegen z € a und « transitiv folgt dann z,y, 2 € a und weiter z € z, da o durch € linear
geordnet wird.

b) “=” Aus a € § € On folgt « C f.

“<” Sei a C B und a # 5. Dann ) # 8\ a C 3. Folglich existiert ein ¢ € B\ a mit cN (B\ a) = 0. Wir
zeigen nun a = ¢ und somit o € .

1. Sei z € a. Wegen ¢ € «, kann nicht ¢ =2 V ¢ € z sein. Mit ¢,z € (3 folgt deshalb z € c.

2. Sei z € ¢. Dann z € 3, und mit ¢ N (8 \ a) = 0 folgt = € a. A

Satz 8.5

a) On wird durch € wohlgeordnet.

b) On ¢ V.

Beweis :

a) 1. Sei o € On. Wire a € «, so 3z €a(z € z) und damit a nicht wohlgeordnet durch €. Also a € a.

2. Da jedes v € On transitiv ist, gilt: o, 8,y €On & a€f & fE€vy = a €.

3. Seien «, 8 € On. Offenbar v:=aNpB € On. Nach l.ist vy € y,alsoy € aVy € . Ausy CaAyCfS
folgt mit 84 (y e aVy=a)A(y € BVy=0). Also gilt y =aV+y = und somit a« C SV 8 C «, d.h. nach
83 a<pVvp<a.

4. Sei ) # u C On, etwa a € u. Zu zeigen: Iycu(uny =0). Ist uNa =0, so fertig. Andernfalls existiert
einy EuNamituNany=0. Wegen v € a gilt v C o und somit u NNy =wuN-+.

b) Nach 8.4a und 8.5a ist On transitiv und wird durch € wohlgeordnet. Ware On € V, so ware On eine
Ordinalzahl, d.h. On € On im Widerspruch zu a). A

Korollar

a) Jede nichtleere Klasse C' von Ordinalzahlen besitzt (genau) ein kleinstes Element min(C).

b) Va(Vé¢ea(é € C) - a € C) - Ya(a € C), fiir jede Klasse C.

¢) Zu jedem G : V — V gibt es genau eine Funktion F': On — V mit F(a) = G(F|a), fiir alle a € On.
Beweis :

b) Sei Cy :={z: 2 € On— € C} und R := € N (On x On). Nach 8.5 und 8.2 gilt dann

Ve(rr CC1 - x € C1) = Va(z € Cy), ie. VeeOn(Vyex(y € C) 5 x € C) > VzeOn(z € C).

c) Man wende 8.3 auf R:= €N (On x On) und G; : On xV =V, Gy(a, f) :== G(f) an. A

Lemma 8.6

a) Ist A C On transitiv, so gilt (A €V = A€ On)und (A¢V = A=0n).

b) Fiir jede nichtleere Klasse A C On ist (1A = min(A4), d.h. NA € AAVBeA(N A < B).

c) Fiir jede Menge A C On ist |JA € On, und es gilt |J A = sup(A4) (:= min{z € On : Vye A(y < z)}).

d) Fiir jede Klasse A COn gilt: A€V < JaeOnVreA(x < a).

Beweis :

a) Sei A C On transitiv. Nach 8.5a wird A durch € wohlgeordnet, also gilt (4 € V' = A € On). Ist dagegen
A¢V, sohaben wir: « €0On => A€ a = €A a) = IecA(a<p) = a € A.

b) Sei a := min(A4). Wir haben dann Vg€ A(a C ) und a € A. Daraus folgt « C (A C «a.

c) Sei A C OnA A € V. Wie man leicht nachrechnet ist dann |J A eine transitive Menge von Ordinalzahlen;
nach a) also |J A € On. Nach Definition von |J A und nach 8.4b gilt auflerdem fiir alle z € On: YA <2z &
VyeA(y < z),dh. JA =min{z € On :VyecA(y < z)}.

d) “=” Aus A € V folgt mit ¢) [JA € On und Vxe A(z < |J A4).

“=” Aus Ve e A(z < a) folgt A C aU {a} und somit A € V. A

Definition

Sei R eine Wohlordnung auf A.
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Eine Ordnungsfunktion von (A, R) ist eine Funktion F, fiir die gilt:
(1) dom(F) € On oder dom(F) = On,

(2) ran(F) = A,

(3) Va,Bedom(F) (8 < a = F(B)RF(«)).

Satz 8.7

Ist R eine Wohlordnung auf A, so existiert genau eine Ordnungsfunktion F von (A4, R); und zwar gilt
F(a) =ming{z € A: Fla] C zg} fiir alle o € dom(F).

Man nennt dom(F’) den Ordnungstyp von (A, R).

Ferner gilt: (A €V = dom(F) € On) und (A ¢ V = dom(F') = On).

Beweis :

Eindeutigkeit: Sei eine F' Ordnungsfunktion von (A4, R). Durch transfinite Induktion nach a zeigen wir:
a € dom(F) = F(a) =ming{z € A: F[a] C zr}. Daraus folgt die Eindeutigkeit von F mittels 8.3.

Sei also a € dom(F). Wegen (3) gilt Fla] C F(a)g. Sei nun x € A mit Fla] C zp. Wegen ran(F) = A
existiert ein 8 € dom(F) mit F(8) = . Wegen (3) mufl dann gelten V¢ € (€ < 8) und folglich o < 8 und
Fla) < F(8) = .

Existenz:

Definition (durch transfinite Rekursion):

Fi:On—V, Fi(a) = {Bning{x € A: Fila] Czg} falls Ixe A(Fi[a] C zR)

sonst.
D :={a € On: Jxe A(Fi[a] C zr} ist offenbar eine transitive Klasse von Ordinalzahlen; also D € On oder

D = On.

Beh.: F':= F1|D ist Ordnungsfunktion von (A4, R).

Offenbar gilt dom(F') = D, ran(F) C A und Vo, 3€D(8 < a — F(B)RF(«)).

Bleibt zu zeigen: x € A = x € ran(F).

Beweis durch R-Induktion: Sei x € A. Nach LV. ist dann zg C ran(F). Offenbar ist F~'[zg] transitiv. Da
F injektiv ist, gilt auch F~l[zg] € V; folglich a := F~1[zg] € On. Wegen zg C ran(F) gilt Fla] = zg.
Daraus folgt weiter Yy € A(yRz = Fla] € ygr) und somit F(a) = x.

Korollar
Ist A eine echte Klasse (d.h. A ¢ V) und R eine Wohlordung auf A, so existiert genau eine Bijektion
F:0n — A mit Vo, (8 < a & F(B)RF(a)).

Definitionen

0:=0, z':=zxU{z}, w:={u:0€EuAVzeu(z' €u)}
a heifit Nachfolgerzahl, falls 38(a = §').

a heifit Limeszahl, falls « # 0 und « keine Nachfolgerzahl.
Lim := Klasse aller Limeszahlen.

Satz 8.8

a) 0 ist die kleinste Ordinalzahl und Ya(o/ = min{f : a < g} € On).

b)aeLlim & 0<aAVEB<a—f <a).

c) w ist die kleinste Limeszahl.

d) Fiir jede Klasse C gilt: 0 € CAVzew(z € C - 2’ € C) = Veew(z € O). (Vollstédndige Induktion)
e) Zu ag € V und G : B — B existiert genau eine Funktion F' : w — B mit

F(0) = ag und F(z') = G(F(x)), fir alle z € w.

Beweis :

Aus dem Unendlichkeitsaxiom folgt, daf die Klasse J := {1 : 0 € u AVz€u(z’ € u)} nichtleer ist. Also gilt:
HNw=NJeVAOeEwAVzeWw(zr' € w).

a) Nach (x) ist 0 € V. AuBlerdem 0 C On und 0 transitiv; nach 8.6a ist also 0 € On. Daf} 0 die kleinste
Ordinalzahl ist, folgt mit 8.4b. Fiir jedes a € On ist offenbar o = a U {a} eine transitive Teilmenge von
On, also @' € On nach 8.6a. Mit 8.4 folgt auerdem Vi(a < § & o < ), d.h. ¢’ = min{f: a < 8}.

b) folgt aus VB(8 < a & 3’ < a).

c)Seia:={rcw: z€OnAz Cw}. Aus 0 € OnAVa(a' € On) und (x) folgt nun a € J und somit w C a,
d.h. Vzew(z € On Az C w). Also ist w eine transitive Menge von Ordinalzahlen, woraus mit 8.6a w € On
folgt. Aus w € On, b) und (x) folgt w € Lim. Aus b) folgt auch Lim C J und damit Vx € Lim(w C z).
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d) Aus der Voraussetzung und w € V folgt v := wN C € J und daraus dann w C u C C.

e) Sei G1 :wxV =V, Gi(z, f) :=ifxr = 0V —-Fkt(f) VUz ¢ dom(f)thenagelse G(f(Uz)). Nach Satz
8.3 existiert genau eine Funktion F' : w — V mit Vo € w(F(z) = G;(z, F|z)). Es folgt F(0) = ap und
F(z') = Gy(a', Fla') = G((Fl|2')(Uz")) = G(F(x)) fiir alle z € w. (Man beachte, dafl Yz € On(U(z') = x). )
A

Auswahlaxiom, Zornsches Lemma, Wohlordnungssatz

Definition

1. f heifit Auswahlfunktion fiir a :& Fkt(f) AVz€a(z #0 — z € dom(f) A f(z) € z)
2. Eine Relation R heifit partielle Ordnung, falls R irreflexiv und transitiv ist.

3. Eine Menge K heifit R-Kette, falls Vz,y€ K((z,y) € RVx =yV (y,x) € R).

Satz 8.9

Folgende Aussagen sind dquivalent:

(AC) Va3f(f ist Auswahlfunktion fiir a) (Auswahlaxiom)
(WO) Va3r(r ist Wohlordnung auf a) (Wohlordnungssatz)
(ZL) Fiir jede nichtleere, partiell geordnete Menge (a,r) gilt: (Zornsches Lemma)

Besitzt jede r-Kette K C a eine obere Schranke in a,

so enhélt a ein maximales Element (d.h. Ip€a—-Iz€a(p,z) €7) ).
Beweis :
(AC) = (ZL): Sei (a,r) eine nichtleere, partiell geordnete Menge derart, daf} jede r-Kette K C a eine obere
Schranke in a besitzt. Wegen (AC) gibt es eine Funktion G : V' — V mit Vz € Pot(a)(z # 0 — G(z) € z).
Durch transfinite Rekursion definieren wir F': On — V mit FI(§) = G({z € a: F[{] C z,}) fiir alle £ € On.
(Zur Erinnerung: z, = {y: (y,z) €r}.) Sei D:={¢: {z €a: F[¢] C x,} # 0}.
Dann gilt offenbar:
(1) D ist transitiv,
(2) F[D] C A4,
(3) Vn,§eD(n <& = F(nrF(¢)).
Nach (2) und (3) ist F[D] € V und F|D injektiv, also D € V. Mit (1) folgt weiter D € On. Aus D € On\ D
folgt {z € a: F[D] C z,} = (. Nach (3) ist F[D] eine r-Kette. Sei p € a eine obere Schranke von F[D]. Da
r transitiv ist, gilt dann =3z €a((p, ) € 1).

(ZL) = (AC): Sei a € V. Wir setzen W := {f : Fkt(f) Adom(f) C a AVzedom(f)(f(z) € )}. W ist eine
Menge, denn W C Pot(a x Ua). Also konnen wir (ZL) auf (W, C ) anwenden. Offenbar besitzt jede C-Kette
K C W eine obere Schranke in W, ndmlich |J K. Es existiert also ein C-maximales Element fo € W.
Annahme: Es existiert ein z € a \ {0} mit z & dom(fo). Sei y € z. Dann ist f := fo U {@,y} € W und
fo C f. Widerspruch. Also a \ {0} C dom(fp) und fo ist eine Auswahlfunktion fiir a.

(AC) = (WO): Sei a € V. Wegen (AC) existiert ein G : V — V mit Vz €Pot(a)(xz # 0 — G(z) € z). Durch
transfinite Rekursion definieren wir F': On — V mit F(§) = G(a \ F[§]). Sei D :={{: a\ F[¢] # 0}.

Dann gilt:

(1) D transitiv,

Beweis: E€e DAB €= D #a\F[E] Ca\F[A].

(2) F[D] C a und F|D injektiv,

Beweis: £ € D = a\ F[¢] € Pot(a) \ {0} = F(§) = G(a\ F[§]) € a\ F[§].

(3) D € On,

Beweis: D C On =dom(F)AF[D]Ca=D COnAD€eV =D € On.

(4) a C F[D].

Beweis: De On=D e On\D={¢:a\F[{=0}=a\F[D]=0=aC F[D)].

Es ist also F'|D eine Bijektion von der Ordinalzahl D auf a. Folglich ist r := {(F'(n), F'(§)) : {,n € DAn < &}
eine Wohlordnung auf a.

(WO) = (AC): Sei a € V. Wegen (WO) existiert eine Wohlordnung r auf Ua.
Dann ist f:a\ {0} = Ua, f(z) := min,(z) eine Auswahlfunktion fiir a. A
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9 Kardinalzahlen

Abkiirzungen:

F:A+— B & F:A— Binjektiv AF[A] = B,
a~b s Af(f:a+—b),

a=b: 3f(f:a—binjektiv).

Lemma 9.1

Fiir jede Menge a sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) 3r(r ist Wohlordnung auf a),

(ii) Ja€On(a ~a),

(iii) I €On3f(f:a = aA fla] =a),

(iv) 3¢9(g : a = On injektiv ).

Beweis :

(i)=(ii): 8.7. (ii)=-(iii): trivial. (iii)=(iv): g(z) := min{€ € a: f(§) = x}.
(iv)=0): r:={w,z) €axa: g(y) < g(z)}.

Lemma 9.2

a) a < a,

b)a<xbAb=<c = a=<c,

c)aChb = a=xb,

d) ~ ist eine Aquivalenzrelation auf V.

Satz 9.3 (Cantor-Bernstein)

a<bAb<a = a~bh.

Beweis :

O.E.d.A.: bCa. Sei f:a — binjektiv. Wir definieren:

h:w — Pot(a), h(0) :=a\b, h(n') := f[h(n)], a:=Jran(h) =), ¢, h(n).
g:a—a, gz) :=ifx € athen f(z)elsex.

Es gilt:

(1) Vzea(g(z) € a)

Beweis: z € h(n) = g(x) = f(z) € h(n') C a.

(2) gla] C b

Beweis: z € a = g(z) = f(z) €b. z€a\a= g(z) =2 €a\h(0) =0

(3) g injektiv

Beweis durch Fallunterscheidung: Ist € ¢ und y ¢ @, so g(z) € a und g(y) =y & a, also g(x) # g(y). Die
iibrigen Falle sind trivial.

(4) gla] =0
Beweis: Seiy € b. Ist y & a, so g(y) = y. Sei jetzt y € a, d.h. y € h(n) fir ein n € w. Wegen y € b mufl
n > 0 sein, also n = k' und y = f(z) mit = € h(k) C a; folglich y = g(z). A

Satz 9.4 Pot(a) £ a.

Beweis :

Hilfssatz: Es existiert keine surjektive Funktion von a auf Pot(a).

Beweis: Sei f : a — Pot(a). Dann u := {z € a: = ¢ f(z)} € Pot(a). Ware u = f(z) fiir ein = € a, so
z € f(z) & x €u & x & f(xr).Widerspruch. Also u € Pot(a) \ fla].

Aus 9.3 und a < Pot(a) folgt (Pot(a) < a = Pot(a) ~ a).
Aufgrund des Hilfssatzes kann also nicht Pot(a) < a gelten. A

Definition

Eine Ordinalzahl « heifit Kardinalzahl, falls =38 < a(a ~ ).
Kard := Klasse aller Kardinalzahlen.

{min{§ €On:an~¢} falls I(a ~ §)

al =
ll On sonst
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Bemerkung:
Ist |a] € On (d.h. F(a ~ &), so ist |a| eine Kardinalzahl, und man nennt |a| die Kardinalzahl (oder
Machtigkeit ) von a.

Lemma 9.5

a) a € Kard & -3¢ <ala=X§),

b) |a| € Kard = |a] = min{¢ € On : a < £},

¢) la] € Kard = (a~b & |a| =1b|),

d) |a] € Kard = (b<a & |b| <]al),

e) |a| € Kard & Fkt(F) = |Fla]| <al.

Beweis :

a) “<” trivial. “=” {<a&ka=x¢ = a~¢ = a <. Widerspruch.

b){<la| = la| A& = a A&

c) trivial.

d) “<” trivial. “=" b)= [b| = min{{: b <&} = [b <al.

e) Sei r eine Wohlordnung auf a. Wir definieren: h : Fla] = a, h(y) := min.{z € a : F(z) = y}.
Offenbar ist h injektiv und somit F[a] < a, also nach d) |Fla]| < al. A

Lemma 9.6

Ist k € Kard und k* = min{u € Kard : k < pu}, so gilt fiir alle a« € On:

a) || <k = a <k,

b) la| >k = a> kT,

¢) laj=k = k<a< k.

Beweis :

a) lal <k = a(k=a) = a<k.

b) la| >k = a>|a| > «kT.

c) folgt aus |a| < a, sowie b) mit £ an Stelle von . A

Definition
a heiflt endlich & |a| < w (d.h. Fkew(a ~ k))
a heiflt D-endlich :< —3f(f:a — a injektiv und fla] # a).

Bemerkung: Ist @ unendlich, so gilt nicht notwendigerweise w < |a|, denn |a| muB keine Ordinalzahl sein.

Lemma 9.7

a) b=<a & aendlich = b endlich

b) a Cw = (aendlich & Jzecw(a C x))

c) w ist die kleinste unendliche Kardinalzahl.

d) @ D-unendlich & w=<a

e) a endlich = a D-endlich

f) w C Kard

g) (AC) = (a D-endlich < a endlich )

Beweis :

a) folgt aus 9.5 d).

b)“=" Induktion nach |a|. “<” folgt aus a).

c)Annahme: w endlich. Nach b) gilt dann w C k flir ein k € w; also k € k € w. Widerspruch.

w ist also unendlich, und folglich gilt ~Jacw(a ~ w), d.h. w € Kard.

d) “=” Sei f: a — a injektiv mit fla] # a. Wir wihlen ein 29 € a\ f[a] und definieren g : w — a, ¢g(0) :=
xo, g(n') := f(g(n)). Durch vollstindige Induktion zeigt man nun Vn ewVien(g(n) # g(i)), d.h. g injektiv.
“<” Sei g : w — a injektiv. Dann ist f := {(g9(¢),g(i")) : i € w}U{(x,2) : = € a\ g[w]} eine injektive
Funktion von a in a mit g(0) ¢ f[a], also a D-unendlich.

e) Ist a D-unendlich, so gilt nach d) w < a, woraus mit c) und a) folgt, dafl a unendlich ist.

f) Sein € w, m < nund f: n — m injektiv. Zu zeigen: m = n. Nach e) ist n D-endlich. Wegen
fIn] € m C n gilt deshalb n = f[n] C m und somit m = n.

g) “=” Wir zeigen: “a unendlich = a D-unendlich”.

Sei h eine Auswahlfunktion fiir Pot(a) mit § € dom(h). Durch Rekursion iiber w definieren wir g: w— V,
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g(n) := h(a\ g[n]). Nach 9.5e gilt ¥n €w(g[n] endlich). Da a nach Annahme unendlich ist, folgt nun durch
vollstandige Induktion Vn €w(a \ g[n] # 0). Folglich ist ¢ eine injektive Funktion von w in a, und nach d)
ist @ D-unendlich. A

Lemma 9.8
w<k€ Kard = k € Lim.

Beweis :
0 fallsz=p
Sei w < B+ 1. Definition: f:8+1— 8, f(z):=< ' fallsz € w
r sonst.
Offenbar ist f injektiv, und somit 5 + 1 keine Kardinalzahl. A

Definition ot :={{€On: (< a}

Satz 9.9 ot =min{x € Kard: a < k}.

Beweis :

Sei W := {(b,r) : b C aAr ist Wohlordnung auf b}. Offenbar W C Pot(a) x Pot(a x ) und deshalb W € V.
Definition: ot : W — On, ot((b,r)) := der Ordnungstyp von (b,r) (siehe Satz 8.7).

Dann gilt offenbar a™ = {ot(z) : ¥ € W} und daher ™ € V. Da at C On transitiv ist, folgt a™ € On.
Weiter gilt o™ £ a und Vé€at (€ < ), also VE€at (aT £ €), dh. at € Kard. Wegen a < a gilt a < at.
Ist @ < k € Kard, so Vé> k(€ £ a) und deshalb V¢ <at (€ < k), d.h. o < k. A

Definition

Nach 9.9 ist Kard \ w unbeschrinkt in On, also keine Menge.

a — R, (a € On) sei die Ordnungsfunktion der Klasse Kard \ w.
(Insbesondere gilt also Ng = w.)

Lemma 9.10

Die Klasse Kard ist abgeschlossen, d.h. es gilt Yu(u C Kard = sup(u) € Kard).

Beweis :

Sei v := sup(u) und f : v — « injektiv. Dann V€€ u(é < a). Wegen u C Kard folgt daraus V€€ u(€ < a)
und weiter v = sup(u) < a. A

Addition und Multiplikation von Kardinalzahlen

Definition einer Relation <* auf On x On
(@, Bo) <* (a1, B1) & apU By <agUPB1V(apUpPo=a1 UBri Al <aq V(g =01 APBo<p1)])

Lemma 9.11
<* ist eine Wohlordnung auf On x On.
Beweis : klar.

Definition
I': On x On — On sei der eindeutig bestimmte Isomorphismus von (On x On, <*) auf (On, <).
Anders gesagt, T' ist die Umkehrung der Ordnungsfunktion von (On x On, <*).

Satz 9.12 T[N, x R,] =R, fiir alle a € On.

Beweis durch Induktion nach a:

Wie man leicht sieht, gilt fir alle 3:

(1) T[B x B] € On,

(2) T[B x B] = Ues Tl x €], falls B € Lim,

(3)£<B = TExE <T[Bx4F]

(4) B <T[B x B].

Somit haben wir Ry <T'[Rq X Nq] =gy, I[B x B], und es bleibt zu zeigen V8 <No(['[ x 8] < Nq).

Fall 1: 8 < Rg: Durch Induktion nach n zeigt man Ym,n €w(m x n endlich ). Also ist # x 8 und somit auch
['[B x B] endlich. Es folgt T'[8 x ] < Rg < R,,.

Fall 2: Ry < 8 < N5t Dann |B] = R mit & < a. Mit LV. folgt Ne = T'[Re x Ne] ~ [ x f], also
LB x B] < N,. A
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Korollar 0 < |b| <|a| =Xy = |aUb| =|a x b =N,.
Beweis : X, <aUb=<ax{0,1} <N, x N, ~R, und X, <axb=<R, xN,.

Definition
Fiir &, u € Kard sei k+p :=|({0} x k) U ({1} x p)| und &°p := |k x .

Satz 9.13

a) kyp € Kard\ {0} & w<kUp = ktp=rKpu=rUpu,

b) k+0 =k & KO0 =0,

¢)m,n €w = min €w& m+(n') = (m+n),

d)ym,necew = mncw & mi(n') = (mn)+m.

Beweis :

a) folgt sofort aus dem obigen Korollar. b) ist trivial.

¢) Induktion nach n. Induktionsschritt: Nach I.V. sowie nach Definition von + gilt ({0} x m) U ({1} x n) ~
m+n € w. Daraus folgt ({0} x m) U ({1} x n') = ({0} x m) U ({1} x n) U {(1,m)} ~ (m+n) U {m+n} =
(m+n)' € w.

d) Induktion nach n. Induktionsschritt: Nach I.V. sowie nach Definition von * gilt m x n ~ m'n € w.
Mit c) folgt daraus m x (n') = (m x n) U (m x {n}) ~ ({0} x (m™n)) U ({1} x m) ~ (m"n)+m € w. A

Satz 9.14 (AC)

Fkt(F) & ¢ Cdom(F) = |[U,c. F(z)| < || sup{|F(z)|: = € c}.

Korollar

Fkt(F) & c¢Cdom(F) & |e| <Ry & Vzec(|[F(z)] <No) = [U,e. F2)| <X,

Beweis :

O.E.dA.: ¢ = |¢. Sei k := sup{|F(z)| : = € ¢}. Wegen (AC) gibt es eine Funktion ¢ : ¢ = V mit
g(z) : F(z) — k injektiv, fiir jedes z € c.

Sei h: | F[c] = ¢ x &, h(y) := (& 9(&)(y)), wobei £ :=min{z € c:y € F(z)}.

Offenbar ist h injektiv, und somit gilt |J Fe] < ¢ X k. A
Notation: o+ 1 :=¢’'.

Definition
Eine Ordinalzahl a heif}t reguldr, falls gilt
a € Lim ANVF(Fkt(f) Adom(f) € a Aran(f) C @ = sup(ran(f)) € a).

Bemerkungen

(1) Eine Limeszahl « ist genau dann reguldr, wenn gilt Vu C a(|u| < @ = sup(u) < a).

(2) a regulir = «a € Kard.

(3) w ist regulér.

Beweis:

(1) “=7: Gelte u C @ & v := |u| < a, und sei f : v — u bijektiv. Dann ist sup(u) = sup(ran(f)) < a.
“&”: Sei v :=dom(f) € @ und v :=ran(f) C a.

Dann gilt |u| < |y| < a und folglich sup(ran(f)) = sup(u) < a.

(2) Sei a reguldr und a ¢ Kard. Dann |a| < a € Lim und folglich nach (1) a = sup(a) < a. Widerspruch.
(3) folgt aus 9.7b und (1).

Satz 9.15 (AC)
Ny41 ist regular.

Beweis :

Sei v < Ngq1 und f : v = Ngyyy. Dann gilt |[y] < Xy, & Ve y(|f(z)] < V,), woraus mit 9.14 folgt
|sup(ran(f))| = |U,e, f(@)] < Ra, also sup(ran(f)) < Na1. A
Satz 9.16

lc| € Kard & 6 € On & Fkt(f) & Fkt(h) & Veec(h(z): f(x) — 6 injektiv) = |U,c. f(@)| < c[7]d].
Beweis :

0.E.d.A. ¢ € On. Definition: H : J, . f(z) = ¢ x 6, H(y) := (& h(§)(y)) mit £ := min{z € c:y € f(z)}.
Offenbar ist H injektiv, woraus die Behauptung folgt. A
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Korollar

la] <N, = |a<¥| < R,, wobei a<¥ := {s: Fkt(s) A dom(s) € w Aran(s) C a}.
Beweis :

OEdA:0€aCN,. Sei f:w—V, f(n) :=a":={s €a<¥: dom(s) =n}, und
h:w—=V, h(0):={0,0)}, h(n + 1) := a" ™ = R,, s = T(h(n)(s|n), s(n)).

Mit 9.16 folgt nun |a<| = |, ¢, f(2)] < wR, = R,.
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