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1 Syntax und Semantik der Pr�adikatenlogik 1. StufeLogishe Grundzeihen:1. Abz�ahlbar unendlih viele Variablen: v0; v1; v2; : : :2. ? (Falsum), ! (Implikationspfeil), 8 (Allquantor), = (Gleihheitszeihen).De�nitionEine Sprahe (1. Stufe) ist eine zur Menge der logishen Grundzeihen disjunkte Menge L von Symbolen,wobei jedes Element von L entweder ein n-stelliges Funktionszeihen (n � 0) oder ein n-stelliges Relations-zeihen (n � 1) ist. Die 0-stelligen Funktionszeihen hei�en Konstanten.Eine Struktur zur Sprahe L (kurz L-Struktur) ist ein Paar M = (M; (uM)u2L) bestehend aus einernihtleeren Menge M (dem Objektbereih oder Universum) und einer Familie (uM)u2L mit:(i) uM �Mn, falls u ein n-st. Relationszeihen.(ii) uM :Mn �!M , falls u ein n-st. Funktionszeihen mit n � 1(iii) uM 2M , falls u eine Konstante.F�urM = (M; (uM)u2L) setzen wir jMj :=M .Vereinbarung:L bezeihne eine im folgenden festgehaltene Sprahe 1. Stufe. Funktions- und Relationszeihen seien, soweitnihts anderes gesagt wird, stets Elemente von L.Mitteilungszeihen:x; y; z f�ur VariablenR;Ri f�ur Relationszeihenf; fi f�ur Funktionszeihen; i f�ur KonstantenM f�ur L-Strukturen.Induktive De�nition der Terme1. Jede Variable ist ein Term.2. Ist f ein n-stelliges Funktionszeihen (n � 0), und sind t1; : : : ; tn Terme, so ist auh ft1 : : : tn ein Term.Bemerkung:Die Regel 2. beinhaltet insbesondere folgende Festsetzung (f�ur n = 0): \Jede Konstante ist ein Term".Induktive De�nition der Formeln1. ? ist eine Formel.2. Sind s; t Terme, so ist = st eine Formel.3. Ist R ein n-st. Relationszeihen, und sind t1; : : : ; tn Terme, so ist Rt1:::tn eine Formel.4. Sind A;B Formeln, so ist auh ! AB eine Formel.5. Ist A eine Formel und x eine Variable, so ist auh 8xA eine Formel.Die nah 1.{3. gebildeten Formeln hei�en Primformeln. Terme und Formeln werden unter dem Oberbegri�\Ausdruk" zusammengefa�t.Shreibweise: Wir shreiben s= t f�ur = st, sowie A! B f�ur ! AB.De�nitionen{ VAR := Menge der Variablen v0; v1; : : :{ SeiM eine Struktur. EineM-Belegung ist eine Abbildung � : VAR �! jMj.{ Ist � eine M-Belegung, a 2 jMj, x 2 VAR, so bezeihne �ax die folgenderma�en de�nierte M-Belegung:�ax(y) := ifx = y then a else �(y).Mitteilungszeihen:�, � f�ur (M-)Belegungen.E f�ur Ausdr�ukes; t f�ur TermeA;B;C;D f�ur Formeln�;� f�ur Formelmengen 1



De�nition von tM[�℄ (Wert von t)1. xM[�℄ := �(x)2. M[�℄ := M3. (ft1 : : : tn)M[�℄ := fM(tM1 [�℄ : : : tMn [�℄)De�nition von AM[�℄ (Wahrheitswert von A)1. ?M[�℄ := 02. (s= t)M[�℄ := if sM[�℄ = tM[�℄ then 1 else 03. (Rt1 : : : tn)M[�℄ := if (tM1 [�℄; : : : ; tMn [�℄) 2 RM then 1 else 04. (A! B)M[�℄ := maxf1�AM[�℄; BM[�℄g5. (8xA)M[�℄ := minfAM[�ax℄ : a 2 jMjgDe�nitionM j= A[�℄ :, AM[�℄ = 1 (A gilt (ist wahr) inM; �)M j= �[�℄ :,M j= A[�℄; f�ur alle A 2 � (M; � ist Modell von �)M j= A :,M j= A[�℄; f�ur alle � (A gilt inM,M ist Modell von A)De�nition (Logishe Folgerung)� j= A :, A ist eine logishe Folgerung aus �:, F�ur alleM; � mitM j= �[�℄ giltM j= A[�℄j= A :, A ist allgemeing�ultig :, ; j= A (,M j= A[�℄ f�ur jede InterpretationM; �)Abk�urzungen::A := A! ?, A _ B := :A! B, A ^ B := :(A! :B), 9xA := :8x:A.FolgerungenM j= :A[�℄,M 6j= A[�℄M j= (A! B)[�℄,M 6j= A[�℄ oderM j= B[�℄M j= (A ^B)[�℄,M j= A[�℄ undM j= B[�℄M j= (A _B)[�℄,M j= A[�℄ oderM j= B[�℄M j= 8xA [�℄,M j= A[�ax ℄, f�ur alle a 2 jMjM j= 9xA [�℄,M j= A[�ax ℄, f�ur ein a 2 jMjDe�nitionSYM := L [ Var [ f?;!;8; = gF�ur u 2 SYM de�nieren wir die Stellenzahl #(u) wie folgt:1. F�ur u 2 L sei #(u) die in L festgelegte Stelligkeit von u.2. #(?) := #(vi) := 0; #(!) := #(= ) := #(8) := 2Wir verwenden p als Mitteilungszeihen f�ur Elemente von SYM0 := L [ f?;!; = g.Lemma 1.1 (Unique readability)Jeder Ausdruk E besitzt genau eine Darstellung E = uE1:::En mit u 2 SYM; n = #(u) und Ausdr�ukenE1; : : : ; En.Beweis:Existenz: trivial.Eindeutigkeit: Sei E = uE1:::En und E = ~uF1:::Fm. Dann mu� o�enbar u = ~u und somit n = m sein.Sei n � 1 (sonst fertig). Dann ist E1:::En = F1:::Fn. Durh Induktion nah der L�ange von E1:::En zeigenwir nun Ei = Fi f�ur i = 1; :::; n: Es ist E1 = u0 ~E1::: ~Ek; F1 = u0 ~F1::: ~Fk mit #(u0) = k. O�enbar ist nun~E1::: ~EkE2:::En = ~F1::: ~FkF2:::Fn. Mit I.V. folgt daraus ~Ej = ~Fj f�ur j = 1; :::; k und Ei = Fi f�ur i = 2; :::; n,und somit Ei = Fi f�ur i = 1; :::; n. 4Bemerkungen1. Durh Lemma 1.1 wird erst sihergestellt, da� die Werte tM[�℄ und AM[�℄ wohlde�niert sind.2. F�ur jeden Ausdruk E liegt nah Lemma 1.1 genau einer der folgenden F�alle vor:a) E 2 VARb) E = pE1:::En mit p 2 SYM0, n = #(p) und eindeutig bestimmten Ausdr�uken E1; : : : ; En.) E = 8xA. 2



De�nition?M := 0=M(i; j) := if i = j then 1 else 0 (i; j 2 IN).!M (i; j) := maxf1� i; jg (i; j 2 IN).RM(a1; : : : ; an) := if (a1; ::; an) 2 RM then 1 else 0, falls R ein n-st. Relationszeihen und a1; : : : ; an 2 jMj.Damit lassen sih jetzt die obigen De�nitionen von tM[�℄ und AM[�℄ folgenderma�en zusammenfassen:1. xM[�℄ := �(x)2. (pE1:::En)M[�℄ := pM(EM1 [�℄; : : : ; EMn [�℄)3. (8xA)M[�℄ := minfAM[�ax ℄ : a 2 jMjgDe�nition von FV(E); BV(E); Var(E)1. FV(x) := fxg und BV(x) := ;.2. FV(pE1:::En) := FV(E1) [ : : : [ FV(En), BV(pE1:::En) := BV(E1) [ : : : [ BV(En).3. FV(8xA) := FV(A) n fxg, BV(8xA) := BV(A) [ fxg.4. Var(E) := FV(E) [ BV(E)Lemma 1.2 (Koinzidenzlemma)EM[�℄ = EM[�℄, falls �(x) = �(x) f�ur alle x 2 FV(E).Beweis durh Induktion nah dem Aufbau von E:1. E = x: Dann x 2 FV(E) und EM[�℄ = �(x) = �(x) = EM[�℄.2. E = pE1:::En: Beh. folgt unmittelbar aus der I.V. (Induktionsvoraussetzung).3. E = 8xA: F�ur jedes y 2 FV(A) gilt y = x oder x 6= y 2 FV(E) und somit �ax(y) = a = �ax(y) oder�ax(y) = �(y) = �(y) = �ax(y). Mit I.V. folgt daraus AM[�ax℄ = AM[�ax℄ (f�ur alle a 2 jMj), und somit(8xA)M[�℄ = minfAM[�ax℄ : a 2 jMjg = minfAM[�ax℄ : a 2 jMjg = (8xA)M[�℄. 4De�nitionEin Ausdruk E mit FV(E) = ; hei�t geshlossen.F�ur geshlossenes E h�angt der Wert EM[�℄ niht von � ab; man shreibt deshalb EM f�ur EM[�℄.De�nition (Substitutionen)Sei TER die Menge aller Terme.Eine Substitution ist eine Funktion � : VAR �! TER mit dom(�) := fx : �(x) 6= xg endlih.F�ur jede Substitution � sei FV(�) := SfFV(�(x)) : x 2 dom(�)g.Ist � eine Substitution und sind t1; : : : ; tn Terme und x1; : : : ; xn paarweise vershiedene Variablen, so sei�t1;:::;tnx1;:::;xn die folgenderma�en de�nierte Substitution:�t1;:::;tnx1;:::;xn(y) := � ti falls y = xi (1 � i � n)�(y) falls y 62 fx1; : : : ; xngDe�nition von E�1. x� := �(x), 2. (pE1:::En)� := pE1� : : : En�, 3. (8xA)� := 8xA�xxShreibweise:Ex1;:::;xn(t1; : : : ; tn) := E� mit � := idt1;:::;tnx1;:::;xn .Folgerung: FV(E�) � (FV(E) n dom(�)) [ FV(�).Beweis: (Wir behandeln nur den Fall E = 8xA.)FV((8xA)�) = FV(8xA�xx) = FV(A�xx) n fxg I:V:� ((FV(A) n dom(sixx)) [ FV(A�xx)) n fxg = ((FV(A) nfxg)dom(�xx)) [ (FV(A�xx)) n fxg) � ((FV(A)fxg) n dom(�)) [ FV(�).Die letzte Inklusion gilt wegen dom(�) � dom(�xx) [ fxg & FV(�xx) � FV(�).De�nition von BVy(E)1. BVy(E) := ;, falls E eine Variable.2. BVy(pE1:::En) := BVy(E1) [ : : : [ BVy(En).3. BVy(8xA) := if y 2 FV(8xA) then fxg [ BVy(A) else ;3



t hei�t substituierbar f�ur y in A, falls gilt BVy(A) \ FV(t) = ;.Lemma 1.3 (Substitutionslemma)Ist E ein Ausdruk, und sind �; � eine Substitutionen mit(i) BVy(E) \ FV(y�) = ; f�ur alle y 2 dom(�),(ii) �(y) = (y�)M[�℄ f�ur alle y 2 FV(E),so gilt (E�)M[�℄ = EM[�℄.KorollarIst BVx(E) \ FV(t) = ;, so gilt Ex(t)M[�℄ = EM[�ax ℄ mit a := tM[�℄.Beweis durh Induktion nah dem Aufbau von E:1. E = x: (E�)M[�℄ = �(x) = EM[�℄.2. E = pE1:::En: (E�)M[�℄ = (pE1� : : : En�)M[�℄ = pM((E1�)M[�℄; : : : ; (En)�M[�℄) I:V:== pM(EM1 [�℄; : : : ; EMn [�℄) = (pE1:::En)M[�℄.3. E = 8xA:Es gilt (E�)M[�℄ = (8xA�xx)M[�℄ = minf(A�xx)M[�ax ℄ : a 2 jMjg und EM[�℄ = minfAM[�ax℄ : a 2 jMjg.Wir beweisen jetzt:(i) BVy(A) \ FV(y�xx) = ;, f�ur alle y 2 dom(�xx),(ii) �ax(y) = (y�xx)M[�ax ℄, f�ur alle y 2 FV(A); a 2 jMj.Mit I.V. folgt dann (A�xx)M[�ax ℄ = AM[�ax℄, f�ur alle a 2 jMj, und somit die Behauptung.ad (i): Sei y 2 dom(�xx). Dann y 6= x und y 2 dom(�). Nah Voraussetzung folgt daraus BVy(8xA) \FV(y�xx) = ;. Ist y 2 FV(8xA), so BVy(8xA) = fxg [ BVy(A). Ist y 62 FV(8xA), so gilt (wegen y 6= x)auh y 62 FV(A) und folglih BVy(A) = ;. In jedem Fall haben wir also BVy(A) � BVy(8xA) und folglihBVy(A) \ FV(y�xx) = ;.ad (ii): O�enbar gilt �ax(x) = a = (x�xx)M[�ax℄. Sei nun y 2 FV(A)nfxg = FV(8xA). Dann ist x 2 BVy(8xA).Ferner gilt �ax(y) = �(y) = (y�)M[�℄ und (y�xx)M[�ax℄ = (y�)M[�ax℄. Bleibt zu zeigen (y�)M[�℄ = (y�)M[�ax℄.F�ur y 62 dom(�) gilt das wegen y 6= x. Ist dagegen y 2 dom(�), so haben wir BVy(8xA) \ FV(y�) = ; undfolglih (wegen x 2 BVy(8xA)) x 62 FV(y�). Mit Lemma 1.2 folgt daraus (y�)M[�℄ = (y�)M[�ax℄. 4Lemma 1.4Sei T die Menge aller geshlossenen Terme und � eine Menge von geshlossenen Formeln derart, da� gilt:(1) ? 62 �.(2) A! B 2 � , A 62 � oder B 2 �(3) 8xA 2 � , Ax(t) 2 � f�ur alle t 2T.(4) � := f(s; t) : (s= t) 2 �g ist �Aquivalenzrelation.(5) s � t & Ax(s) 2 � & A Primformel ) Ax(t) 2 �.Wir setzen hier voraus, da� L mindestens eine Konstante enth�alt und somit T 6= ; ist.Sei ferner:t := fs 2 T : s � tg (t 2 T)M := ft : t 2 TgM := (M; (uM)u2L), wobei fM(t1; : : : ; tn) := ft1:::tn und RM(t1; : : : ; tn) := ifRt1:::tn 2 � then 1 else 0.Dann istM eine wohlde�nierte Struktur, und f�ur alle geshlossenen Terme t bzw. Formeln A gilt:a) tM = t.b)M j= A , A 2 �.Beweis:1. Wohlde�niertheit von fM:Sei si = ti, i.e. si � ti, f�ur i = 1; :::; n. Wir haben zu zeigen: fs1:::sn = ft1:::tn, i.e. (fs1:::sn= ft1:::tn) 2 �.Nah Voraussetzung (4) gilt (fs1:::sn= fs1:::sn) 2 �. Mit s1 � t1 und (5) folgt daraus(fs1:::sn= ft1s2:::sn) 2 �. Mit s2 � t2 und (5) folgt weiter (fs1:::sn= ft1t2s3:::sn) 2 � usw. Shlie�liherhalten wir (fs1:::sn= ft1:::tn) 2 � und somit (wegen (4)) fs1:::sn = ft1:::tn.2. Wohlde�niertheit von RM:Sei si = ti, i.e. si � ti, f�ur i = 1; :::; n. Wir haben zu zeigen: (Rs1:::sn) 2 � , (Rt1:::tn) 2 �. AusSymmetriegr�unden reiht es, die Rihtung \)" zu beweisen. Sei also (Rs1:::sn) 2 �. Analog wie oben folgtdaraus der Reihe nah (Rt1s2:::sn) 2 �, (Rt1t2s3:::sn) 2 �,: : :, (Rt1:::tn) 2 �.4



3. Beweis von a) und b) durh Induktion:a) (ft1:::tn)M = fM(tM1 ; : : : ; tMn ) I:V:= fM(t1; : : : ; tn) = ft1:::tn.b)(i) M 6j= ? & ? 62 �.(ii) M j= (s= t), sM = tM a), s � t, (s= t) 2 �.(iii)M j= Rt1:::tn , RM(tM1 :::tMn ) = 1 a), RM(t1:::tn) = 1, Rt1:::tn 2 �.(iv)M j= (A! B),M 6j= A oderM j= B I:V:, A 62 � oder B 2 �, (A! B) 2 �.(v) Sei 8xA geshlossen, und � eine beliebigeM-Belegung. Dann gilt:M j= 8xA,M j= A[�tx℄ f�ur alle t 2 T a),M j= A[�tMx ℄ f�ur alle t 2 T L:1:3,, M j= Ax(t) f�ur alle t 2 T I:V:, Ax(t) 2 � f�ur alle t 2 T, 8xA 2 �. 42 Der Vollst�andigkeitssatz f�ur die Pr�adikatenlogik 1. StufeDER HERLEITUNGSKALK�UL Kf!;8gLogishe Axiome(! 1) A! A(! 2) A! (B ! A)(! 3) (C ! (A! B))! ((C ! A)! (C ! B))(! 4) ::A! A(81) 8xA! Ax(t), falls BVx(A) \ FV(t) = ;(82) 8x(A! B)! (8xA! 8xB)(83) A! 8xA, falls x 62 FV(A)(G1) t= t(G2) s= t! (Ax(s)! Ax(t)), falls A eine PrimformelDie Shlu�regel \modus ponens"(mp) A ; A! B ` BDe�nitionLogAx8 := Menge aller Formeln der Form 8x1 : : :8xmA (m � 0), wobei A ein logishes Axiom ist.Eine Herleitung von A aus � ist eine endlihe Folge (Ai)i�n von Formeln f�ur die gilt:(i) An = A(ii) F�ur jedes k � n ist Ak 2 LogAx8 [ � oder es gibt i; j < k mit Aj = Ai ! Ak� ` A :, A ist aus � herleitbar (oder ableitbar) :, Es gibt eine Herleitung von A aus �.` A :, A ist herleitbar :, ; ` A.Folgerungena) �0 ` A & �1 ` A! B ) �0 [ �1 ` Ab) �0 ` A & �0 � � ) � ` A) � ` A ) Es existiert endlihe Teilmenge �0 � � mit �0 ` ABemerkungSei � eine Formelmenge. Die Menge aller aus � ableitbaren Formeln ist o�enbar die kleinste Obermenge vonLogAx8 [ �, welhe abgeshlossen unter \modus ponens" ist, d.h. mit A und A ! B stets auh B enth�alt.Um zu beweisen, da� eine Menge X alle aus � ableitbaren Formeln enth�alt, reiht es also, zu zeigen, da� Xeine unter \modus ponens" abgeshlossene Obermenge von LogAx8 [ � ist.Satz 2.1 (Konsistenz- oder Korrektheitssatz)� ` A =) � j= ABeweis:HS 1: Ist A ein logishes Axiom, so giltM j= A[�℄ f�ur alleM; �.5



Beweis:F�ur die Axiome (! 1); : : : ; (! 4); (G1) ist die Beh. trivial.(81) Sei a := tM[�℄ und gelte (8xA)M[�℄ = 1. Dann Ax(t)M[�℄ L:1:3= AM[�ax℄ = 1.(82) Sei (8x(A! B))M[�℄ = (8xA)M[�℄ = 1. Dann (A! B)M[�ax℄ = AM[�ax ℄ = 1 f�ur alle a 2 jMj. FolglihBM[�ax ℄ = 1 f�ur alle a 2 jMj, d.h. (8xB)M[�℄ = 1.(83) Aus AM[�℄ = 1 folgt mit x 62 FV(A) und Lemma 1.2 AM[�ax℄ = 1 f�ur alle a 2 jMj, d.h. (8xA)M[�℄ = 1.(G2)Sei a := sM[�℄ und b := tM[�℄. Nah Lemma 1.3 gilt dann Ax(s)M[�℄ = AM[�ax℄ und Ax(t)M[�℄ =AM[�bx℄. Sei nun (s= t)M[�℄ = 1 und Ax(s)M[�℄ = 1. Dann folgt a = sM[�℄ = tM[�℄ = b und weiter1 = Ax(s)M[�℄ = Ax(t)M[�℄.HS 2: Ist A 2 LogAx8, so giltM j= A[�℄ f�ur alleM; �.Beweis durh Induktion nah der L�ange von A: SeiM fest.Fall 1: A logishes Axiom. Siehe HS 1.Fall 2: A = 8xB mit B 2 LogAx8. Nah I.V. haben wirM j= BM[�℄ f�ur alle �. Daraus folgtM j= BM[�ax℄f�ur alle � und alle a 2 jMj, d.h. M j= AM[�℄ f�ur alle �.Die Behauptung des Satzes folgt nun aus HS 2 in trivialer Weise durh Induktion nah der L�ange derHerleitung von A aus �. 4Satz 2.2 (Deduktionstheorem)� [ fAg ` B ) � ` A! B.Beweis durh Herleitungsinduktion:1. B 2 LogAx8 [ �: Dann ist (B ; B ! (A! B) ; A! B) eine Herleitung von A! B aus �.2. B = A: Dann ist A! B ein logishes Axiom.3. � [ fAg ` C und � [ fAg ` C ! B:Nah I.V. gilt dann � ` A! (C ! B) und � ` A! C. Mit (! 3) und (mp) folgt daraus � ` A! B. 4Korollar�0 ` A & �1 [ fAg ` B ) �0 [ �1 ` B.Lemma 2.3a) � [ f:Ag ` ? ) � ` A.b) � ` ? ) � ` A.) � ` A ^ B , � ` A & � ` B.Beweis:a) � [ f:Ag ` ? 2:2) � ` ::A (!4)) � ` A.b) � ` ? ) � [ f:Ag ` ? a)) � ` A:) �Ubungsaufgabe. 4Lemma 2.4a) � ` A & x 62 FV(�) ) � ` 8xA.b) ` 8yAx(y)! 8xA, falls y 62 Var(A).) � ` Ax(y) & y 62 FV(�) [ Var(A)) � ` 8xA.Beweis:a) Herleitungsinduktion:1. A 2 �: Dann x 62 FV(A) und A! 8xA ist ein logishes Axiom.2. A 2 LogAx8: Dann auh 8xA 2 LogAx8.3. � ` C & � ` C ! A: I.V.) � ` 8xC & � ` 8x(C ! A) (82)=) � ` 8xA.b) Wegen y 62 Var(A) gilt Ax(y)y(x) = A und x 62 BVy(Ax(y)) (Beweis: �Ubungsaufgabe). Somit ist8yAx(y)! A ein Axiom (81), und es gilt f8yAx(y)g ` A. Mit a) und Satz 2.2 folgt daraus die Behauptung.) � ` Ax(y) a)) � ` 8yAx(y) b)) � ` 8xA. 46



Lemma 2.5Sind 0; :::; k paarw. vershiedene, niht in � [ fAg vorkommende Konstanten mit � ` Ax0;:::;xk(0; :::; k),so gilt auh � ` A.Beweis durh Induktion nah k:Sei B := Ax0(0). Wie man leiht sieht, ist Ax0;:::;xk(0; :::; k) = Bx1;:::;xk(1; :::; k), und die Konstanten1; :::; k kommen niht in B vor. Aus der Voraussetzung folgt also nah I.V. � ` B. Sei (Ai)i�n eineHerleitung von B aus �, und sei y eine Variable, die niht in dieser Herleitung und auh niht in A vorkommt.A0i entstehe aus Ai durh Einsetzen von y f�ur 0. Dann ist o�enbar (A0i)i�n eine Herleitung von Ax0(y) aus�. Mit Lemma 2.4 folgt daraus � ` 8x0A und somit � ` A (denn 8x0A ! A ist ein Axiom (81), daAx0(x0) = A und x0 62 BVx0(A)). 4De�nition� hei�t erf�ullbar :, Es gibt eine InterpretationM; � mitM j= �[�℄.� hei�t konsistent :, � 6` ?.Lemma 2.6Sei T die Menge aller geshlossenen Terme, und � eine konsistente Menge geshlossener Formeln, so da� gilt:(i) A 62 � & A geshlossen) � [ fAg ` ?(ii) :8xA 2 �) Es gibt ein t 2 T mit :Ax(t) 2 �Dann gilt T 6= ;, � = fA : FV(A) = ; & � ` Ag, und � erf�ullt die Bedingungen (1){(5) aus Lemma 1.4.Beweis:1. � ` A & A 62 �) � ` A & � [ fAg ` ? ) � ` ?. Widerspruh2.1. A!B 2 � & A 2 � ) � ` B ) B 2 �:2.2. B 2 � ) � [ fAg ` B ) � ` A! B.2.3. A 62 � ) � [ fAg ` ? ) � [ fAg ` B ) � ` A! B.3.1. 8xA 2 � (81)) � ` Ax(t).3.2. Ax(t) 2 � (8t 2 T) ) :Ax(t) 62 � (8t 2 T) ) :8xA 62 � ) � [ f:8xAg ` ? ) � ` 8xA:4. (s= t) 2 � & Ax(s) 2 � & A Primformel (G2)=) � ` Ax(t).5. Aus 4. und (G1) folgt, da� � := f(s; t) : (s= t) 2 �g eine �Aquivalenzrelation ist.6. Aus T = ; w�urde mit 3.2 folgen 8x:(x=x) 2 �. Wegen � ` :8x:(x= x) w�are � dann inkonsistent. 4De�nitionEine Formelmenge �, welhe die Voraussetzungen von Lemma 2.6 erf�ullt, nennt man eine vollst�andige Henkin-Theorie. Das in Lemma 1.4 de�nierte Modell von � nennt man das kanonishe Modell von �.Satz 2.7 (Vollst�andigkeitssatz)Jede konsistente Formelmenge � ist erf�ullbar.Korollara) � konsistent , � erf�ullbar .b) � ` A , � j= A.) � j= A ) Es existiert ein endlihes �0 � � mit �0 j= A.Beweis des Korollars:a) \(": GelteM j= �[�℄. Nah dem Konsistenzsatz haben wir dann (� ` A)M j= A[�℄), f�ur jede FormelA. Folglih � 6` ?.b) \(": � 6` A 2:3a=) � [ f:Ag konsistent ) � [ f:Ag erf�ullbar ) � 6j= A.) Dies folgt aus b) und der Tatsahe, da� in jeder Herleitung nur endlih viele Formeln vorkommen.Beweis des Satzes:Sei � konsistente Formelmenge.Wir f�uhren den Beweis zun�ahst unter folgenden Zusatzannahmen:{ L abz�ahlbar{ L enth�alt unendlih viele Konstanten e0; e1; e2; : : :, die niht in � vorkommen.7



Sei A0; A1; A2; : : : eine Abz�ahlung aller geshlossenen L-Formeln.Sei i := e2i und di := e2i+1. F�ur jede Formel A bezeihne A0 diejenige Formel, die sih aus A durhSubstitution von i f�ur vi (f�ur alle i 2 IN) ergibt. Ferner sei �0 := fA0 : A 2 �g:HS 1: �0 ` ? ) � ` ?.Beweis: Aus �0 ` ? folgt fA01; ::; A0ng ` ? f�ur eine endlihe Teilmenge fA1; :::; Ang � �. Sei A := A1^:::^An .Dann fA0g ` A0i f�ur i = 1; :::; n und somit fA0g ` ?. Sei FV(A) � fv0; :::; vkg. Dann A0 = Av0;:::;vk(0; :::; k).A0 ` ? ) ` :A0 2:5=) ` :A ) A ` ? ) fA1; :::; Ang ` ? ) � ` ?. 4De�nition:�0 := �0�n+1 := 8<:�n falls �n [ fAng ` ?�n [ fAng falls �n [ fAng 6` ? & A 6= :8xB�n [ fAn;:Bx(dk)g falls �n [ fAng 6` ? & An = :8xBwobei k := minfi : di kommt in keiner Formel A 2 �n [ fBg vor g.� := Sf�n : n 2 INg.HS 2: �n ` ? ) �0 ` ?.Beweis durh Induktion nah n:1. n = 0: trivial.2. n! n+ 1: Gelte �n+1 ` ?.2.1. �n+1 = �n. Dann �0 ` ? nah I.V.2.2. �n+1 = �n [ f:8xB;:Bx(dk)g mit �n [ f:8xBg 6` ? und dk niht in �n [ fBg.�n [ f:8xB;:Bx(dk)g ` ? ) �n [ f:8xBg ` Bx(dk) 2:5+2:4a=) �n [ f:8xBg ` 8xB )) �n [ f:8xBg ` ?. Widerspruh.Aus � 6` ? folgt mit HS 1,2: � 6` ?.Wir zeigen nun, da� � eine vollst�andige Henkin-Theorie ist.(i) Sei A geshlossen und A 62 �. Es ex. n mit A = An. Dann An 62 �n+1 und somit �n [ fAng ` ?.(ii) Sei :8xB = An 2 �. Wegen � 6` ? gilt dann auh �n [ fAng 6` ? und somit :Bx(dk) 2 � f�ur eink 2 IN.Nah L.2.6 und L.1.4 existiert nun eine L-Struktur M mit M j= �, n�amlih das kanonishe Modell von�. Wegen �0 � � gilt dann auh M j= �0, und mit dem Substitutionslemma folgt daraus M j= �[�℄ mit�(vi) := Mi .Jetzt setzen wir nur noh voraus, da� L abz�ahlbar ist.Sei 0; 1; 2; : : : eine abz�ahlbar unendlihe Folge neuer Konstanten, und L0 := L [ f0; 1; 2; : : :g. Dann istauh L0 abz�ahlbar.Wir zeigen jetzt, da� � auh konsistent bzgl. L0 ist. Angenommen, (Ai)i�n ist eine L0-Herleitung von ?aus �. Dann existiert ein k 2 IN, so da� alle in dieser Herleitung vorkommenden neuen Konstanten inf0; : : : ; kg liegen. Wir w�ahlen (paarweise vershiedene) Variablen x0; : : : ; xk, die niht in dieser Herleitungvorkommen. F�ur jedes i � n sei ~Ai, diejenige Formel, die entsteht, wenn in Ai jede Konstante j durhdie Variable xj ersetzt wird. Wie man sih leiht �uberlegt ist dann ( ~Ai)i�n eine L-Herleitung von ? aus �.Widerspruh.Wie oben (mit L an Stelle von L0) gezeigt, gibt es nun eine L0-InterpretationM0; �, mitM0 j= �[�℄. SeiMdie L-StrukturM0jL. Da � eine Menge von L-Formeln ist, gilt dann auhM j= �[�℄. 4Der Beweis f�ur �uberabz�ahlbares L wird sp�ater nahgeliefert.Satz 2.8 (Kompaktheitssatz)Ist jede endlihe Teilmenge von � erf�ullbar, so ist auh � erf�ullbar.Beweis:� niht erf�ullbar ) � j= ? ) es ex. endl. �0 � � mit �0 j= ? ) �0 niht erf�ullbar . 48



3 Grundbegri�e der ModelltheorieDe�nitionF�ur jede Formelmenge � bezeihne L(�) die Menge aller in � vorkommenden Funktions- und Relations-zeihen.De�nitionSei L � L0,M eine L-Struktur undM0 eine L0-Struktur:M0 ist eine Expansion vonM :, M ist Redukt vonM0:, jMj = jM0j und uM0 = uM f�ur alle u 2 L.M0jL bezeihne das eindeutig bestimmte L-Redukt vonM0.BemerkungIstM0 Expansion der L-StrukturM, und � eineM-Belegung, so gilt f�ur jeden Ausdruk E der Sprahe L:EM[�℄ = EM0 [�℄. Die Beziehungen \� j= A" und \� erf�ullbar" sind deshalb unabh�angig von der bei ihrerDe�nition zu Grund gelegten Sprahe L, solange L(� [ fAg) � L. Dasselbe tri�t wegen Satz 2.7 auh f�ur\� ` A" und \� konsistent" zu.De�nitionEine Menge geshlossener Formeln wird auh \Axiomensystem" genannt. Wir verwenden � als Mitteilungs-zeihen f�ur Axiomensysteme. Ein Modell von � ist eine L-Struktur M mit L(�) � L und M j= �.ModL(�) := fM : M ist L-Struktur undM j= �g.Bemerkunga) � erf�ullbar , � besitzt ein Modell.b) � j= A , M j= A f�ur jede L-StrukturM mit L(� [ fAg) � L undM j= �De�nitionEine Struktur M hei�t endlih (unendlih, abz�ahlbar), wenn ihr Objektbereih jMj endlih (unendlih,abz�ahlbar) ist.Satz 3.1 (L�owenheim-Skolem)Jedes abz�ahlbare, erf�ullbare Axiomensystem � besitzt ein abz�ahlbares Modell.Beweis:Mit � sind auh L := L(�) und T := ft : t ist geshlossener L-Term g abz�ahlbar. Da die Menge � erf�ullbarist, ist sie auh konsistent. Wie im Beweis von Satz 2.7 gezeigt, besitzt � also ein abz�ahlbares Modell. 4Satz 3.2Besitzt � beliebig gro�e endlihe Modelle, so auh ein unendlihes Modell.Beweis:Sei L := L(�) und � = � [ f:(vi= vj) : i; j 2 IN mit i < jg.HS: Jede endlihe Teilmenge von � ist erf�ullbar.Beweis:Sei � � � endlih. Dann existiert ein n mit � � �[f:(vi= vj) : i < j � ng. Nah Voraussetzung existiertein Modell M von � mit paarweise vershiedenen Elementen a0; :::; an 2 jMj. Sei � die M-Belegung mit�(vi) := if i � n then ai else a0. Dann giltM j= �[�℄.Aus HS und Satz 2.8 folgt, da� � erf�ullbar ist. Es existiert also eine Interpretation M; � mit M j= �[�℄.Dann istM Modell von �, und i 7! �(vi) eine injektive Abbildung von IN in jMj, alsoM unendlih. 4De�nitionen{ Ist L eine Sprahe, so bezeihne L die Menge aller L-S�atze.{ Eine Menge T von S�atzen hei�t eine Theorie, falls T = fA 2 L(T ) : T ` Ag.{ Ist T eine Theorie und � � T mit T = fA 2 L(T ) : � ` Ag, so hei�t � ein Axiomensystem von T.{ Ein Axiomensystem � hei�t vollst�andig, falls f�ur jeden L(�)-Satz A gilt: � ` A oder � ` :A.{ F�ur jede L-StrukturM sei Th(M) := fA 2 L : M j= Ag (Theorie vonM).{ Zwei L-StrukturenM;M0 hei�en elementar �aquivalent (geshriebenM�M0), falls Th(M) = Th(M0).{ Zwei L-StrukturenM;M0 hei�en isomorph (geshriebenM�=M0), wenn es einen Isomorphismus � von9



M aufM0 gibt, das ist eine bijektive Abbildung � : jMj ! jM0j mit(a) �(fM(a1; :::; an)) = fM0(�(a1); :::; �(an)) (f 2 L; n � 0; a1; :::; an 2 jMj)(b) (a1; :::; an) 2 RM , (�(a1); :::; �(an)) 2 RM0 (R 2 L; n � 1; a1; :::; an 2 jMj)Lemma 3.3a) Th(M) ist eine vollst�andige Theorie.b) Ist L(�) � L, so ist fA 2 L : � ` Ag = TfTh(M) : M2 ModL(�)g eine Theorie.)M�M0 () M j= Th(M0)d) Ist L abz�ahlbar, so existiert zu jeder L-StrukturM eine abz�ahlbare StrukturM0 mitM�M0.Beweis:a) Th(M) ` A ) M j= A ) A 2 Th(M). Th(M) vollst�andig: klar.b) � ` A , � j= A , M j= A (8M 2 ModL(�)) , A 2 T := TfTh(M) : M2 ModL(�)g:T ` A ) Th(M) ` A (8M 2 ModL(�)) ) A 2 Th(M) (8M 2 ModL(�)) ) A 2 T .) \)": Th(M) = Th(M0) ) M j= Th(M0).\(": M j= Th(M0) ) Th(M0) � Th(M) (�):A 2 Th(M) ) :A 62 Th(M) (�)) :A 62 Th(M0) ) A 2 Th(M0).d) Th(M) erf�ullbar und abz�ahlbar 3:1=) Es gibt ein abz�ahlbaresM0 mitM0 j= Th(M). 4Satz 3.4Sei T eine Theorie und L = L(T ). Fogende Aussagen sind �aquivalent:(i) T ist vollst�andig.(ii) F�ur jedesM2 ModL(T ) gilt Th(M) = T .(iii) Je zweiM;M0 2 ModL(T ) sind elementar �aquivalent.Beweis:(i))(ii): M j= T ) T � Th(M). A 2 Th(M) ) :A 62 Th(M) ) :A 62 T ) A 2 T:(ii))(iii): trivial.(iii))(i): Sei A 2 L und A 62 T . Dann T 6` A, d.h. es existiert ein ModellM0 von T [ f:Ag.Aus (iii) folgtM�M0 (8M 2 ModL(T )) und somitM j= :A (8M 2 ModL(T )), d.h. T ` :A. 4Satz 3.5Ist � ein Isomorphismus vonM aufM0, so gilt f�ur jeden L-Term t bzw. jede L-Formel A:a) �(tM[�℄) = tM0 [� Æ �℄, f�ur jedeM-Belegung �,b)M j= A[�℄ , M0 j= A[� Æ �℄, f�ur jedeM-Belegung �.Korollar. M�=M0 ) M�M0.Beweis durh Induktion nah dem Aufbau von t bzw. A:a) 1. �(xM[�℄) = �(�(x)) = xM0 [� Æ �℄:2. �((ft)M[�℄) = �(fM(tM[�℄)) = fM0(�(tM[�℄)) I:V:) fM0(tM0 [� Æ �℄) = (ft)M0 [� Æ �℄.b) 1. M j= (s= t)[�℄ , sM[�℄ = tM[�℄ , �(sM[�℄) = �(tM[�℄) , sM0 [� Æ �℄ = tM0 [� Æ �℄ ,, M0 j= (s= t)[� Æ �℄.2. M j= Rt , tM[�℄ 2 RM , �(tM[�℄) 2 RM0 , tM0 [� Æ �℄ 2 RM0 , M0 j= (Rt)[� Æ �℄.3. (A! B)M[�℄ = maxf1�AM[�℄; BM[�℄g = maxf1�AM0 [� Æ �℄; BM0 [� Æ �℄g = (A! B)M0 [� Æ �℄:4. (8xA)M[�℄ = minfAM[�ax ℄ : a 2 jMjg = minfAM0 [� Æ �ax℄ : a 2 jMjg == minfAM0 [(� Æ �)�(a)x ℄ : a 2 jMjg = minfAM0 [(� Æ �)bx℄ : b 2 jM0jg = (8xA)M0 [� Æ �℄: 4Shreibweise:Sei FV(A) � fx1; :::; xng (x1; :::; xn paarweise vershieden), und a1; :::; an 2 jMj:M j= Ax1;:::;xn[a1; :::; an℄ :, M j= A[�a1;:::;anx1;:::;xn ℄, wobei � eine beliebigeM-Belegung.Mit der soeben eingef�uhrten Shreibweise l�a�t sih Satz 3.5 wie folgt formulieren:Ist � ein Isomorphismus vonM aufM0, und sind x1; :::; xn paarweise vershiedene Variablen, so gilt f�ur allea1; :::; an 2 jMj und jeden L-Term tmit FV(t) � fx1; :::; xng bzw. jede L-FormelAmit FV(A) � fx1; :::; xng:a) �(tM[a1; :::; an℄) = tM0 [�(a1); :::; �(an)℄b)M j= A[a1; :::; an℄ , M0 j= A[�(a1); :::; �(an)℄. 10



Satz 3.6Zu jeder unendlihen StrukturM gibt es eine elementar �aquivalente StrukturM1, die niht isomorph zuMist.Beweis:Sei M := jMj und P(M) die Potenzmenge von M . Jedem � 2 P(M) wird eine neue Konstante �zugeordnet. Sei L0 := L [ f� : � 2 P(M)g und �0 := Th(M) [ f:(�= �) : �; � 2 P(M) & � 6= �g.Jede endlihe Teilmenge von �0 ist erf�ullbar, n�amlih durh eine geeignete Expansion von M. Nah demKompaktheitssatz existiert ein ModellM01 von �0. SeiM1 :=M01jL.M01 j= � ) M01 j= Th(M) ) M1 j= Th(M) ) M�M1.M01 j= :(�= �) ) M01� 6= M01� ; also ist die Abbildung F : P(M) ! jM1j; � 7! M01� injektiv. W�areM�=M1, so h�atte man damit eine injektive Abbildung � Æ F von P(M) in M . Widerspruh. 4BemerkungNah Satz 3.6 ist es bei keiner unendlihen Struktur m�oglih, diese durh ein Axiomensystem 1. Stufe bisauf Isomorphie eindeutig zu harakterisieren.Dagegen gilt: Die Struktur (IN; 0; S) ist durh die Peano-Axiome bis auf Isomorphie eindeutig festgelegt.Die Struktur (IR; 0; 1;+; �; <) ist bis auf Isomorphie der einzige vollst�andige angeordnete K�orper.Das Induktions- bzw. Vollst�andigkeitsaxiom sind aber Aussagen (bzw. Formeln) 2. Stufe:8X(0 2 X ^ 8x(x 2 X ! Sx 2 X)! 8x(x 2 X)8X(; 6= X beshr�ankt ! 9y(y = sup(X))).Eine Struktur, die elementar �aquivalent, aber niht isomorph zu (IN; 0; S) bzw. (IR; 0; 1;+; �; <) ist, hei�t einNonstandardmodell der nat�urlihen bzw. reellen Zahlen. In einem Nonstandardmodell der nat�urlihen Zahlengilt das Prinzip der vollst�andigen Induktion niht f�ur jede Menge X � IN. In einem Nonstandardmodell derreellen Zahlen besitzt niht jede beshr�ankte Menge X 6= ; ein Supremum.Lemma 3.7Es gibt abz�ahlbare Nonstandardmodelle der nat�urlihen Zahlen.Beweis:Sei N := (IN; 0; S) und � := Th(N ) [ f:(v0= 0);:(v0=S0);:(v0=SS0); : : :g.O�enbar ist jede endlihe Teilmenge von � und damit auh � selbst erf�ullbar; es existiert also N1; � mitN1 j= �[�℄ und N1 abz�ahlbar. Wegen N1 j= Th(N ) ist N � N1.Annahme: � ist Isomorphismus von N auf N1.Dann gilt f�ur jedes n 2 IN: �(n) = �((S:::S0)N ) = (S:::S0)N1 = (S:::S0)N1 [�℄ 6= vN10 [�℄ = �(v0), d.h. � istniht surjektiv. Widerspruh 4Lemma 3.8Zu jedem arhimedish angeordneten K�orper gibt es einen elementar �aquivalenten angeordneten K�orper, derniht arhimedish ist.KorollarGilt ein Satz A der Sprahe f0; 1;+; �; <g in jedem nihtarhimedish angeordneten K�orper, so gilt A injedem angeordneten K�orper.Beweis:Sei K ein arhimedish angeordneter K�orper. � := Th(K) [ fn < v0 : n 2 INg, wobei (n := 1 + :::+ 1).O�enbar ist jede endlihe Teilmenge von � erf�ullbar, und somit auh � selbst erf�ullbar. Gelte M j= �[�℄.DannM� K, alsoM ist angeordneter K�orper. AusM j= (n < v0)[�℄ folgt 1M �n <M �(v0) f�ur alle n 2 IN,d.h. M ist niht arhimedish.Beweis des Korollars: Sei K ein arhimedish angeordneter K�orper. Dann existiert ein nihtarhimedishangeordneter K�orperM mit K �M. AusM j= A folgt nun K j= A. 4De�nitionEine Klasse S von L-Strukuren hei�t (endlih) axiomatisierbar , wenn es ein (endlihes) Axiomensystem �mit S = ModL(�) gibt.Folgerungena) S endlih axiomatisierbar () Es gibt einen L-Satz A mit S = ModL(fAg).b) Falls es StrukturenM;M0 mitM�M0 & M2 S & M0 62 S gibt, so ist S niht axiomatisierbar.11



Lemma 3.9Sei S eine Klasse von L-Strukturen und � ein Axiomensystem.a) S ist endlih axiomatisierbar g.d.w. S und das Komplement von S axiomatisierbar sind.b) Ist ModL(�) endlih axiomatisierbar, so existiert ein endlihes � � � mit ModL(�) = ModL(�).Beweis:Abk�urzung: 1� S :=Komplement von S.a) \)": F�ur S = ModL(fAg) gilt: M2 1� S , M 6j= A , M j= :A.\(": Sei S = ModL(�1) und 1�S = ModL(�2). Dann ist �1 [�2 niht erf�ullbar; es gibt also ein endlihes� � �1, so da� � [ �2 niht erf�ullbar ist. M2 S ) M j= � ) M 6j= �2 ) M 62 1� S ) M 2 S.b) Sei ModL(�) = ModL(fAg). Dann � j= A, und folglih existiert ein endlihes � � � mit � j= A. Also:M j= � ) M j= � ) M j= A ) M j= �. 4Folgerungen(1) Ist S eine Klasse von endlihen L-Strukturen und enth�alt S beliebig \gro�e" Strukturen, so ist S nihtaxiomatisierbar.(2) Die Klasse aller unendlihen L-Strukturen (Gruppen, Ringe, K�orper,...) ist axiomatisierbar aber nihtendlih axiomatisierbar.(3) Die Klasse aller K�orper der Charakteristik 0 ist axiomatisierbar, aber niht endlih axiomatisierbar.(4) Gilt ein Satz A in allen K�orpern der Charakteristik 0, so existiert ein n0 2 IN derart, da� A auh in allenK�orpern mit Charakteristik p � n0 gilt.(5) Die Klasse aller (niht)arhimedish angeordneten K�orper ist niht axiomatisierbar.Vollst�andige TheorienI. Die Theorie DO der dihten linearen Ordnungen ohne EndpunkteDO sei die deduktive H�ulle des folgenden Axiomensystems:(1) 8x:(x < x) ^ 8x8y8z(x < y ^ y < z ! x < z) ^ 8x8y(x < y _ x= y _ y < x)(2) 8x8y(x < y ! 9z(x < z ^ z < y))(3) 8x9y(x < y) ^ 8x9y(y < x).Lemma 3.10Jedes abz�ahlbare Modell von DO ist isomorph zur Struktur (Q; <) der rationalen Zahlen.Beweis:SeiM = (M;�) ein abz�ahlbares Modell von DO, und sei M = fbn : n 2 INg und Q = fan : n 2 INg.De�nition von ordnungstreuen Funktionen Fn � Q�M durh Rekursion nah n:1. F0 := f(a0; b0)g.2. De�nition von Fn+1:2.1. n = 2m. Ist am 2 dom(Fn), so sei Fn+1 := Fn.Andernfalls sei Fn+1 := Fn [ f(am; bk)g mit k := minfi : Fn [ f(am; bi)g ist ordnungstreu g.DaM ein Modell von DO ist, existiert ein solhes bk stets.2.2. n = 2m+ 1. Ist bm 2 ran(Fn), so sei Fn+1 := Fn.Andernfalls sei Fn+1 := Fn [ f(ak; bm)g mit k := minfi : Fn [ f(ai; bm)g ist ordnungstreu g.O�enbar ist F := Sn2IN Fn ein Isomorphismus von (Q; <) aufM. 4Satz 3.11Die Theorie DO ist also vollst�andig, und es gilt DO= Th(Q; <).Beweis:Nah Satz 3.4 reiht es zu zeigen, da� jedes Modell von DO elementar �aquivalent zu (Q; <) ist. Sei alsoMein Modell von DO. Nah Satz 3.1 und Lemma 3.3) existiert eine abz�ahlbare StrukturM0, die elementar�aquivalent zuM ist. Nah obigem Lemma istM0 isomorph zu (Q; <). FolglihM�M0 � (Q; <). 4II. Die Theorie der algebraish abgeshlossenen K�orper........................ 12



4 Rekursive FunktionenInduktive De�nition von Mengen PRn n-stelliger Funktionszeihen(PR 1) 0n 2 PRn (n � 0), S 2 PR1, Ini 2 PRn (1 � i � n).(PR 2) h 2 PRm & g1; :::; gm 2 PRn & m;n � 1 =) (Æhg1:::gm) 2 PRn.(PR 3) g 2 PRn & h 2 PRn+2 =) (Rgh) 2 PRn+1.Abk�urzung: PR := Sn2INPRn, 0 := 00 .De�nition der Standardstruktur N zur Sprahe PRjN j := IN0N := 0; ; (0n)N (~a) := 0 (n � 1)SN (a) := a+ 1(Ini )N (a1; :::; an) := ai(Æhg1:::gm)N (~a) := hN (gN1 (~a); : : : ; gNm (~a))(Rgh)N (~a; 0) := gN (~a)(Rgh)N (~a; b+ 1) := hN (~a; b; (Rgh)N (~a; b))De�nitionEine Funktion F : INn ! IN hei�t primitiv rekursiv , wenn es ein f 2 PRn mit F = fN gibt.Eine Relation R � INn hei�t primitiv rekursiv , wenn ihre harakteristishe Funktion 1R : INn ! IN;1R(~a) := if~a 2 R then 1 else 0 primitiv rekursiv ist.De�nition eines n-stelligen Funktionszeihens �x1:::xn:t 2 PR f�ur jeden PR-term t und paarweise ver-shiedene Variablen x1; :::; xn (n � 1) mit FV(t) � fx1; :::; xng:1. �x1:::xn:0 := 0n2. �x1:::xn:xi := Ini3. �x1:::xn:ht1:::tm := (Æhg1:::gm) mit gi := �x1:::xn:tiLemma 4.1(�x1:::xn:t)N (a1; :::; an) = tNx1;:::;xn[a1; :::; an℄.Beweis:Abk.: tN [~a℄ := tNx1;:::;xn[a1; :::; an℄.1. (�~x:0)N (~a) = (0n)N (~a) = 0 = 0N [~a℄.2. (�~x:xi)N (~a) = (Ini )N (~a) = ai = xNi [~a℄3. Sei t = ht1:::tm und gi := �x1:::xn:ti.(�~x:t)N (~a) = (Æhg1:::gm)N (~a) = hN (gN1 (~a); :::; gNm (~a)) = hN (tN1 [~a℄; :::; tNm [~a℄) = tN [~a℄. 4VereinbarungWir verwenden a; b; ; i; j; k; l;m; n als Mitteilungszeihen f�ur nat�urlihe Zahlen.Ist f 2 PRn, so bezeihnen wir die Funktion fN : INn ! IN ebenfalls kurz mit f .Entsprehend bezeihnet PRn zugleih die Menge aller n-stelligen primitiv rekursiven Funktionen, und PRist die kleinste Funktionenmenge, welhe die Grundfunktionen 0n; S; Ini enth�alt und abgeshlossen unter denOperationen Æ (Komposition) und R (primitive Rekursion) ist.De�nition einiger spezieller Funktionszeihen (bzw. primitiv rekursiver Funktionen):~+ := (RI11(�xyz:Sz)); pd := (R0�yz:y); �� := (RI11�xyz:pdz); ~� := (R01�xyz:~+zx).F�ur f 2 PRn+1 sei (P f) := (R0n�x1:::xnyz:(z + fx1:::xny)).F�ur die eben de�nierten Funktionen gilt:~+(a; b) = a+ b; ~� (a; b) = a � b (im folgenden shreiben wir deshalb +; � f�ur ~+; ~�),pd(a) = if a = 0 then 0 else a� 1; �� (a; b) = if a � b thena� b else 0:(P f)(~a; b) = Pi<b f(~a; i).Bemerkung: Eine Relation R � INn ist genau dann primitiv rekursiv, wenn es ein f 2 PRn mitR = f~a 2 INn : f(~a) = 0g gibt. (Zum Beweis: 1�� b = if b = 0 then 1 else 0.)Abk�urzungen:s < t := (Ss�� t=0) 13



8x < tA := 8x(x < t! A), 9x < tA := 9x(x < t ^ A) (falls x 62 FV(t))8x � tA := 8x(x < St! A), 9x � tA := 9x(x < St ^ A) (falls x 62 FV(t))O�enbar gilt: N j= (s < t)[�℄ , sN [�℄ < tN [�℄.Induktive De�nition der �0-Formeln (der Sprahe PR)1. Jede Primformel von PR ist eine �0-Formel.2. Sind A;B �0-Formeln, so ist auh A! B eine �0-Formel.3. Ist A ein �0-Formel, und t ein PR-Term mit x 62 FV(t), so ist auh 8x < tA eine �0-Formel.Folgerung{ Mit A;B sind auh :A; A ^ B; A _ B �0-Formeln.{ Ist A eine �0-Formel, und t ein PR-Term mit x 62 FV(t), so ist auh 9x < tA eine �0-Formel.Lemma 4.2Ist A eine �0-Formel mit FV(A) � fx1; :::; xng,so ist die Relation f(a1; :::; an) 2 INn : N j= Ax1;:::;xn[a1; :::; an℄g primitiv rekursiv.Beweis:Durh Induktion nah dem Aufbau von A de�nieren wir einen PR-Term rA mit FV(rA) = FV(A) und(rA)N [�℄ = 0, N j= A[�℄ (f�ur jede IN-Belegung �).1. A = ?: rA := S0.2. A = (s= t): rA := (s�� t) + (t�� s).3. A = B ! C: rA := (1�� rB) � rC .4. A = 8y < tB mit y 62 FV(t): Sei FV(A) = fx1; :::; xng = f~xg. f := �~xy:rB und rA := (P f)~xt. 4KorollarDie Klasse aller primitiv rekursiven Relationen ist abgeshlossen unter \; [; n, beshr�ankter Quanti�kation,sowie Einsetzung von prim. rek. Funktionen.Lemma 4.3Sind f1; :::; fk+1 2 PRn, und sind R1; :::; Rk � INn paarweise disjunkte primitiv rekursive Relationen, so istauh die folgende Funktion f : INn ! IN primitiv rekursiv:f(~a) := 8><>: f1(~a) falls ~a 2 R1: : : : : :fk(~a) falls ~a 2 Rkfk+1(~a) sonst.Beweis:Sei Rk+1 := INn n (R1 [ : : : [Rk).f := �~x:(f1(~x) � 1R1(~x) + : : :+ fk+1(~x) � 1Rk+1(~x)). 4De�nition (beshr�ankter �-Operator)F�ur g : INn+1 ! IN sei (�g) : INn+1 ! IN; (�g)(~a; b) := nminfi : g(~a; i) = 0g falls 9i < b(g(~a; i) = 0)b sonst.Lemma 4.4Sei g : INn+1 ! IN primitiv rekursiv. Dann gilt:a) (�g) ist primitiv rekursiv.b) Existiert ein h 2 PRn mit 8~a 2 INn9i < h(~a) g(~a; i) = 0, so ist die Funktion ~a 7! minfi : g(~a; i) = 0gprimitiv rekursiv.Beweis:a) Nah 4.2 und 4.3 ist die folgende Funktion p : INn+1 ! IN primitiv rekursiv:p(~a; ) := � ; falls g(~a; ) = 0 & 8i < (g(~a; i) 6= 0)0; sonst.Ferner gilt: (�g)(~a; b) = n (P p)(~a; b) falls 9i < b(g(~a; i) = 0)b sonst.b) minfi : g(~a; i) = 0g = (�g)(~a; h(~a)). 4De�nition (Die primitiv rekursive \Paarfunktion" � : IN2 ! IN)�(a; b) := b+Pi<(a+b)(i+ 1) = b+ (P S)(a+ b) 14



Lemma 4.5a) � : IN2 ! IN ist bijektiv.b) a; b � �(a; b) und (0 < a) b < �(a; b)).Beweis:a)0 = �̂(0; 0) 2 = �̂(0; 1) 5 = �̂(0; 2) 9 = �̂(0; 3) : : :1 = �̂(1; 0) 4 = �̂(1; 1) 8 = �̂(1; 2) : : : : : :3 = �̂(2; 0) 7 = �̂(2; 1) : : : : : : : : :6 = �̂(3; 0) : : : : : : : : : : : :: : : : : : : : : : : : : : :Durh das obige Shema wird o�enbar eine Bijektion �̂ von IN2 auf IN de�niert; und es gilt:�̂(a; b) = �̂(a + b; 0) + b, sowie �̂(a + b; 0) =Anzahl der in allen vorangehenden Diagonalen stehendenGleihungen = 1 + 2 + : : :+ (a+ b). Folglih � = �̂.b) ist klar. 4De�nition (Die Umkehrfunktionen �1; �2 zu �)�1(a) := minfi : 9j � a[a = �(i; j)℄g; �2(a) := minfj : a = �(�1(a); j)g.Lemma 4.6a) Die Funktionen �1; �2 sind primitiv rekursiv.b) �(�1(a); �2(a)) = a) �i(�(a1; a2)) = ai (i = 1; 2)Beweis:a) Nah Lemma 4.5 gilt 9i � a9j � a(a = �(i; j)) und 9j � a(a = �(�1(a); j)).Mit Lemma 4.4 folgt daraus die Behauptung.b) und ) folgen aus Lemma 4.5a und der De�nition von �1; �2. 4De�nition (Kodierung endliher Zahlenfolgen)a � hbi := �(a; b) + 1,tl(a) := �1(a�� 1),hd(a) := �2(a�� 1),�(a; 0) := a; �(a; k + 1) := tl(�(a; k)) (o�enbar gilt �(a; k) 6= 0 ) �(a; k + 1) < �(a; k)),lh(a) := minfk : �(a; k) = 0g = (��)(a; a+ 1),(a)i := if i < lh(a) then hd(�(a; lh(a)�� (i+ 1))) else 0.Die Funktionen (a; b) 7! a � hbi; tl; hd; �; lh; (a; i) 7! (a)i sind o�enbar primitiv rekursiv.Lemma 4.7a) lh(a � hbi) = lh(a) + 1b) (a � hbi)lh(a) = b & 8i < lh(a)((a � hbi)i = (a)i)) i < lh(a) ) (a)i < aBeweis:Sei n := lh(a) und  := a � hbi. Dann a = tl() = �(; 1) und b = hd().Durh Induktion nah i folgt ferner �(; i+ 1) = �(a; i), f�ur alle i 2 IN.a) Es gilt �(; n+1) = �(a; n) = 0 & 8i < n(�(; i+1) = �(a; i) 6= 0) & �(; 0) =  6= 0, also lh() = n+1.b) ()n = hd(�(; 0)) = b und, f�ur i < n, ()i = hd(�(; (n+ 1)�� (i+ 1))) = hd(�(a; n�� (i+ 1))) = (a)i.) i < lh(a) ) (a)i = �2(�(a; lh(a)�� (i+ 1))�� 1) � a�� 1 < a. 4Lemma 4.8lh() = lh(0) & 8i < lh()(()i = (0)i) =)  = 0.Beweis:Fall 1: lh() = 0. Dann ist  = 0 = 0.Fall 2: lh() = k+1. Dann ; 0 > 0 und es gibt a; b; a0; b0 mit  = a � hbi; 0 = a0 � hb0i. Nah Lemma 4.7 undVoraussetzung gilt nun lh(a) = k = lh(a0) & b = ()k = (0)k = b0 & 8i < k((x)i = ()i = (0)i = (a0)i).Mit I.V. folgt a = a0, und somit  = 0. 415



De�nition von ha0; :::; anihi := 0; ha0; :::; ani := ha0; :::; an�1i � haniO�enbar ist f�ur jedes feste n � 1 die Funktion (a0; :::; an�1) 7! ha0; :::; an�1i primitiv rekursiv.Lemma 4.9a) lh(ha0; :::; an�1i) = nb) i < n ) (ha0; :::; an�1i)i = ai) a = h(a)0; :::; (a)n�1i mit n := lh(a).Beweis: Lemmata 4.7, 4.8. 4De�nitionF�ur f : INn+1 ! IN sei f : INn+1 ! IN; f(~a; b) := hf(~a; 0); : : : ; f(~a; b� 1)i.Folgerungf 2 PRn+1 ) f 2 PRn+1.Beweis: f(~a; 0) = 0; f(~a; b+ 1) = f(~a; b) � hf(~a; b)i. 4Lemma 4.10F�ur jedes h 2 PRn+2 ist auh die durh f(~a; b) := h(~a; b; f(~a; b))rekursiv de�nierte Funktion f primitiv rekursiv.Beweis:f(~a; 0) = 0; f(~a; b+ 1) = f(~a; b) � hh(~a; b; f(~a; b; f(~a; b))i; f(~a; b) = �f(~a; b+ 1)�b. 4Lemma 4.11Sei R � INn+2 primitiv rekursiv, und sei Q � INn+1, so da� gilt:8(~a; b) 2 INn+1[ (~a; b) 2 Q , (~a; b;1Q(~a; b)) 2 R ℄.Dann ist Q ebenfalls primitiv rekursiv.Beweis:O�enbar gilt: 1Q(~a; b) = 1R(~a; b;1Q(~a; b). 4Bemerkung (Erg�anzung zu Lemma 4.11)Sei Q � INn+1. Dann gilt: 8i < lh(b)[ (~a; (b)i) 2 Q , �1Q(~a; b)�(b)i = 1 ℄.Rekursiv aufz�ahlbare RelationenDe�nitionEine Relation Q � INn hei�t rekursiv aufz�ahlbar , wenn es eine primitiv rekursive Relation R � INn+1 gibt,so da� Q = f~a 2 INn : 9b (~a; b) 2 Rg.Bemerkung: Q primitiv rekursiv =) Q rekursiv aufz�ahlbar.Lemma 4.12Eine nihtleere Menge Q � IN ist genau dann rekursiv aufz�ahlbar,wenn es ein f 2 PR1 gibt, so da� Q = f(IN).Beweis:\(": Ist f 2 PR1, so ist R := f(a; i) 2 IN2 : f(i) = ag prim. rek., und f(IN) = fa 2 IN : 9i (a; i) 2 Rg.\)": Sei a0 2 Q = fa 2 IN : 9b (a; b) 2 Rg, wobei R primitiv rekursiv.De�nition: f : IN! IN; f() := if (�1(); �2()) 2 R then�1() else a0.Dann f 2 PR1 und f(IN) � Q. Bleibt zu zeigen Q � f(IN):a 2 Q ) (a; b) 2 R f�ur ein b 2 IN ) (�1(); �2()) 2 R mit  := �(a; b) ) a = �1() = f(). 4Induktive De�nition der �1-Formeln1. Jede �0-Formel ist eine �1-Formel.2. Sind A;B �1-Formeln, so auh A ^ B; A _B; 9xA.3. Ist A eine �1-Formel, und t ein PR-Term mit x 62 FV(t), so ist auh 8x < tA eine �1-Formel.16



Lemma 4.13Eine Relation Q � INn ist genau dann rekursiv aufz�ahlbar, wenn sie sih durh eine �1-Formel de�nierenl�a�t, d.h. wenn eine �1-Formel A mit FV(A) � fv1; :::; vng und Q = f(a1; :::; an) 2 INn : N j= A[a1; :::; an℄gexistiert.Beweis:Eine �1-Formel hei�e strikt , wenn sie von der Form 9zC mit C 2 �0 ist. Aus Lemma 4.2 folgt, da� eineRelation genau dann rekursiv aufz�ahlbar ist, wenn sie sih durh eine strikte �1-Formel de�nieren l�a�t.Durh Induktion nah dem Aufbau von A de�nieren wir nun zu jeder �1-Formel A eine strikte �1-FormelA0 mit FV(A) = FV(A0) und N j= 8(A$ A0). Damit ist dann das Lemma bewiesen.1. F�ur A 2 �0 sei A0 := 9zA mit z 62 FV(A).2. Sei A0 = 9x eA und B0 = 9y eB. Dann(A _ B)0 := 9z( eAx(z) _ eBy(z)), (A ^B)0 := 9z( eAx(�1z) ^ eBy(�2z)), (9vA)0 := 9z eAx;v(�1z; �2z),(8v < tA)0 := 9z8v < t9x < z eA, wobei z 62 Var( eA) [ Var( eB) bzw. z 62 Var( eA)([Var(t)). 4De�nition1. Eine Funktion f : INn ! IN hei�t rekursiv , wenn die RelationGraph(f) := f(~a; b) 2 INn+1 : f(~a) = bg rekursiv aufz�ahlbar ist.2. Eine Relation R � INn hei�t rekursiv , wenn ihre harakteristishe Funktion 1R rekursiv ist.Lemma 4.14Eine Relation Q � INn ist genau dann rekursiv, wenn Q und INn nQ rekursiv aufz�ahlbar sind.Beweis:1. Seien Q und INn nQ rekursiv aufz�ahlbar. Wegen [1Q(~a) = b , (~a 2 Q ^ b = 1) _ (~a 2 INn nQ ^ b = 0) ℄und Lemma 4.13 ist dann Graph(1Q) rekursiv aufz�ahlbar und somit 1Q rekursiv.2. Sei Q rekursiv. Dann ist G := Graph(1Q) rekursiv aufz�ahlbar, und es gilt [~a 2 Q , (~a; 1) 2 G ℄ und[~a 2 INn nQ , (~a; 0) 2 G ℄, also Q und INn nQ rekursiv aufz�ahlbar. 4Korollarf : INn ! IN rekursiv =) Graph(f) rekursiv.Beweis: Sei G := Graph(f).f rekursiv ) G rek. aufzb. & INn+1 nG = f(~a; b) : 9i((~a; i) 2 G ^ i 6= b)g ) G; INn+1 nG rek. aufzb. .Lemma 4.15Die Menge aller rekursiven Funktionen ist die kleinste Funktionenmenge R = Sn2INRn, f�ur die gilt:1. 0n; S; Ini 2 R,2. h 2 Rm & g1; :::; gm 2 Rn & m;n � 1 ) (Æhg1:::gm) 2 Rn,3. g 2 Rn & h 2 Rn+1 ) (Rgh) 2 Rn+1,4. g 2 Rn+1 & 8~a 2 INn9i[g(~a; i) = 0℄ & n � 1 ) (�g) 2 Rn,wobei (�g)(~a) := minfi 2 IN : g(~a; i) = 0g.Insbesondere ist jede primitiv rekursive Funktion rekursiv.Beweis:Sei R die kleinste Funktionenmenge, welhe den Bedingungen 1.{4. gen�ugt,und sei R0 die Menge aller rekursiven Funktionen.I. R0 � R: Sei f : INn ! IN und Graph(f) rekursiv aufz�ahlbar.Dann existiert ein h 2 PRn+1 mit (f(~a) = b, 9i h(~a; b; i) = 0). Folglihf(~a) = �1(minfj : h(~a; �1(j); �2(j)) = 0g und somit f = (Æ�1(�g)), wobei g(~a; j) := h(~a; �1(j); �2(j)).II. R � R0:Hier reiht es zu zeigen, da� f�ur R0 (an Stelle von R) die Bedingungen 1.{4. gelten. Dies folgt aber mittelsLemma 4.13 aus den folgenden �Aquivalenzen:(Æhg1:::gm)(~a) = b , 9b1 : : : 9bm[h(b1; :::; bm) = b ^ g1(~a) = b1 ^ : : : ^ gm(~a) = bm℄.(Rgh)(~a; k) = b , 9[g(~a) = ()0 ^ b = ()k ^ 8i < k(h(~a; i; ()i) = ()i+1 )℄.(�g)(~a) = b , g(~a; b) = 0 ^ 8i < b9[ 6= 0 ^ g(~a; i) = ℄: 4Churhshe TheseEine Funktion f : INn ! IN (RelationQ � INn) ist genau dann im intuitiven Sinn berehenbar (entsheidbar),wenn sie rekursiv ist. 17



5 Der 1. G�odelshe Unvollst�andigkeitssatzDe�nitionEine primitiv rekursiv repr�asentierte Sprahe ist ein Paar (L; SN)bestehend aus einer Sprahe L 1. Stufe und einer injektiven Abbildung SN : L ! IN, f�ur die gilt:{ F�ur jedes n-st. Funktionszeihen f 2 L ist SN(f) = hn; 1; ii mit i 2 IN.{ F�ur jedes n-st. Relationszeihen p 2 L ist SN(p) = hn; 2; ii mit i � 1.{ Die Menge SN(L) := fSN(q) : q 2 Lg ist primitiv rekursiv.Vereinbarung(L; SN) bezeihne eine im folgenden festgehaltene primitiv rekursiv repr�asentierte Sprahe.Funktions- und Relationszeihen seien, soweit nihts anderes gesagt wird, stets Elemente von L.Die Begri�e \Term", \Formel" et. beziehen sih stets auf L. { Abk.: (a)i;j := ((a)i)j .De�nitionSN(vi) := h0; 0; ii; SN(!) := h2; 0; 0i; SN(8) := h2; 0; 1i; SN(?) := h0; 2; 0i; SN(= ) := h2; 2; 0i.De�nition von dE e f�ur jeden Ausdruk Edvi e := hSN(vi)i; dqE1:::En e := hSN(q); dE1 e; :::; dEn ei; d8xA e := hSN(8); dx e; dA eiBemerkung: dE e = dE0 e ) E = E0.De�nitionEine Formel A hei�e n-stellig, falls FV(A) � fv1; :::; vng.Wir shreiben dann A(t1; :::; tn) f�ur Av1;:::;vn(t1; :::; tn).O�enbar gilt: A 0-stellig , FV(A) = ;.VAR:= Menge aller VariablenTER:= Menge aller TermePRIM:= Menge aller PrimformelnFOR:= Menge aller FormelnFORn := Menge aller n-stelligen FormelnDe�nitionIst X eine Menge von Ausdr�uken, so sei dX e := fdE e : E 2 Xg.Eine Menge X von Ausdr�uken hei�e primitiv rekursiv (bzw. rekursiv bzw. rekursiv aufz�ahlbar),wenn die Menge dX e die betre�ende Eigenshaft hat.dFV e := f(dx e; dE e) : E ist Ausdruk und x 2 FV(E)gdSB e := f(dt e; dx e; dA e) : t 2 TER; x 2 VAR; A 2 FOR; FV(t) \ BVx(A) = ;gLemma 5.1Die Relationen dVAR e; dTER e; dPRIM e; dFOR e; dFV e; dFORn e; dSB e sind primitiv rekursiv.Beweis :Die Behauptung folgt mittels Lemma 4.2 und Lemma 4.11 aus folgenden �Aquivalenzen:1. a 2 dVAR e , a = hh0; 0; (a)0;2ii2. a 2 dTER e , a 2 dVAR e _ [ (a)0 = hlh(a)�� 1; 1; (a)0;2i 2 SN(L) ^ 8i < lh(a)�� 1((a)i+1 2 dTER e) ℄3. a 2 dPRIM e ,lh(a) > 0 ^ 8i < lh(a)�� 1((a)i+1 2 dTER e) ^ (a)0 = hlh(a)�� 1; 2; (a)0;2i 2 SN(L) [ fSN(= ); SN(?)g4. a 2 dFOR e ,a 2 dPRIM e _[ lh(a) = 3 ^ (a)0 = SN(!) ^ (a)1 2 dFOR e ^ (a)2 2 dFOR e ℄ _[ lh(a) = 3 ^ (a)0 = SN(8) ^ (a)1 2 dVAR e ^ (a)2 2 dFOR e ℄5. (j; a) 2 dFV e ,j = a 2 dVAR e _[ a 2 dFOR e [ dTER e ^ 9i < lh(a)�� 1((j; (a)i+1) 2 dFV e) ^ ((a)0 = SN(8)! j 6= (a)1) ℄6. a 2 dFORn e , a 2 dFOR e ^ 8i < a((i; a) 2 dFV e! 1 � (i)0;2 � n)18



7. (; j; a) 2 dSB e ,  2 dTER e ^ j 2 dVAR e ^ a 2 dFOR e ^(a 2 dPRIM e _[ (a)0 = SN(!) ^ (; j; (a)1) 2 dSB e ^ (; j; (a)2) 2 dSB e ℄ _[ (a)0 = SN(8) ^ ( (j; a) 2 dFV e! ((a)1; ) 62 dFV e ^ (; j; (a)2) 2 dSB e)℄). 4De�nition (Sub : IN3 ! IN)Sub(1; 2; a) :=8<: 1 falls a = 2a falls a = hSN(8); 2; (a)2ih(a)0; Sub(1; 2; (a)1); : : : ; Sub(1; 2; (a)lh(a)�1)i sonst.Lemma 5.2a) Sub(dt e; dx e; dE e) = dEx(t) e (t 2 TER; x 2 VAR; E 2 TER [ FOR)b) Die Funktion Sub ist primitiv rekursiv.Beweis :a) Induktion nah dem Aufbau von E: Abk.: �(E) := Sub(dt e; dx e; dE e)1. E = x: �(E) = dt e = dEx(t) e.2. E = y 6= x: �(E) = hSN(y)i = dy e = dEx(t) e.3. E = qE1:::En mit q 2 L [ f= ;?;!g: �(E) = hSN(q); �(E1); : : : ; �(En)i =hSN(q); d(E1)x(t) e; : : : ; d(En)x(t) ei = dq(E1)x(t) : : : (En)x(t) e = dEx(t) e.4. E = 8yA mit y 6= x: �(E) = hSN(8); �(y); �(A)i = hSN(8); dy e; dAx(t) ei = d8y Ax(t) e = dEx(t) e.5. E = 8xA: �(E) = dE e = dEx(t) e.b)Def.: g(a; d; 0) := h(a)0i; g(a; d;m+ 1) := g(a; d;m) � h(d)(a)m+1ig ist prim. rek. und g(a; d; k) = h(a)0; (d)(a)1 ; : : : ; (d)(a)k i.Def.:h(1; 2; a; d) :=8<: 1 falls a = 2a falls a = hSN(8); 2; (a)2ig(a; d; lh(a)�� 1) sonst.h ist primitiv rekursiv, und im Fall \sonst" gilt:Sub(1; 2; a) = h(a)0; Sub(1; 2; (a)1); : : : ; Sub(1; 2; (a)lh(a)�1)i =h(a)0; �Sub(1; 2; a)�(a)1 ; : : : ; �Sub(1; 2; a)�(a)lh(a)�1 i = g(a; Sub(1; 2; a); lh(a)�� 1) =h(1; 2; a; Sub(1; 2; a)): 4De�nitionIst � ein Axiomensystem, so sei Bew� := f(dA e; hdA0 e; :::; dAn ei) : (A0; :::; An) ist Herleitung von A aus � g.Satz 5.3Ist � prim. rek. (bzw. rek. bzw. rek. aufzb.), so ist auh Bew� prim. rek. (bzw. rek. bzw. rek. aufzb.).Beweis :(a; ) 2 Bew� ,lh() � 1 ^ a = hd() ^ 8k < lh()[()k 2 d� e [ dLogAx8 e _ 9i; j < k(()j = hSN(!); ()i; ()ki)℄Bleibt noh zu zeigen, da� LogAx8 prim. rek. ist.HS 1: Die Menge AX aller logishen Axiome ist primitiv rekursiv.Beweis: Abk.: (a _!b) := hSN(!); a; bi.O�enbar gilt: k 2 AX , (k 2 dFOR e und einer der F�alle 1.{9. liegt vor).1. 9a < k[ k = (a _!a) ℄2. 9a; b < k[ k = (a _!(b _!a)) ℄3. 9a; b;  < k[ k = (( _!(a _!b)) _!(( _!a) _!( _!b))) ℄4. 9a < k[ k = (((a _!d? e) _!d? e) _!a) ℄5. 9a; i;  < k[ k = (hSN(8); i; ai _!Sub(; i; a)) ^ (; i; a) 2 dSB e) ℄6. 9a; b; i < k[ k = (hSN(8); i; (a _!b)i _!(hSN(8); i; ai _!hSN(8); i; bi)) ℄7. 9a; i < k[ k = (a _!hSN(8); i; ai) ^ (i; a) 62 dFV e ℄8. 9 < k[ k = hSN(= ); ; i ℄9. 9a; b; ; d < k[ k = (hSN(= ); a; bi _!( _!d)) ^ ; d 2 dPRIM e ^ (a; b; �(; d)) 2 Q℄,19



wobei (a; b; �(; d)) 2 Q :,  = d _ [a =  ^ b = d℄ _[lh() = lh(d) > 0 ^ ()0 = (d)0 ^ 8i < lh()�� 1((a; b; �(()i+1; (d)i+1)) 2 dSB e)℄.HS 2: LogAx8 ist prim. rekursiv.Beweis: a 2 dLogAx8 e , a 2 dAX e _ (lh(a) = 3 ^ (a)0 = SN(8) ^ (a)1 2 dVAR e ^ (a)2 2 dLogAx8 e). 4Satz 5.4Ist � ein rekursiv aufz�ahlbares Axiomensystem,so ist auh die Menge fA : � ` Ag aller logishen Folgerungen aus � rekursiv aufz�ahlbar.Beweis :a 2 fdA e : � ` Ag , Es gibt eine Herleitung (A0; :::; An) aus � mit a = dAn e , 9b (a; b) 2 Bew�. 4De�nitionEine Theorie T hei�t rekursiv axiomatisierbar,wenn sie ein rekursives Axiomensystem besitzt und L(T ) = L ist.Lemma 5.5F�ur jede Theorie T mit L(T ) = L sind folgende Aussagen �aquivalent:(i) T ist rekursiv aufz�ahlbar.(ii) T besitzt ein prim. rekursives Axiomensystem.(iii) T ist rekursiv axiomatisierbar.Beweis :(i))(ii): Sei f 2 PR1 mit dT e = f(IN).Def.: An :=die Formel mit dAn e = f(n), B0 := A0; Bn+1 := Bn ^ An+1; � := fBn : n 2 INg1. � ist Axiomensystem von T : klar.2. � ist prim. rek.: Wie man leiht sieht, ist die Funktion n 7! dBn e prim. rek., und es gilt n < dBn e, f�uralle n 2 IN. Aus letzterem folgt: a 2 d� e, 9n < a(a = dBn e).(ii))(iii): trivial. (iii))(i): Satz 5.4 +\FOR0 ist prim. rek." 4Satz 5.6Jede rekursiv axiomatisierbare und vollst�andige Theorie T ist rekursiv.Beweis :Ist T inkonsistent, so T = FOR0. Ist T konsistent, so: a 62 dT e , (a 62 dFOR0 e _ hSN(!); a; d? ei 2 dT e),und die Behauptung folgt mit Lemma 5.5 und Lemma 4.14. 4De�nitionSeiM eine L-Struktur. Eine Relation R � jMjn hei�t in M de�nierbar, falls es eine n-st. Formel A gibt,so da� R = f(a1; ::; an) 2 jMjn :M j= A[a1; :::; an℄g.VereinbarungIm folgenden setzen wir voraus, da� die Funktionszeihen 0 und S zu L geh�oren.De�nition der Terme n (n 2 IN): 0 := 0; n+ 1 := Sn (Diese Terme hei�en Zi�ern.)Bemerkung:Ist N eine L-Struktur mit jN j = IN; 0N = 0; SN (a) = a + 1, so gilt f�ur jede n-st. Formel A und allea1; :::; an 2 IN: N j= A[a1; :::; an℄ , N j= A(a1; :::; an).De�nition der Funktion s 2 PR2: s(a; k) := Sub(dk e; dv1 e; a).Satz 5.7Sei N eine L-Struktur mit jN j = IN; 0N = 0; SN (a) = a+ 1.Sei ferner jede prim. rek. Relation in N de�nierbar.Dann ist dTh(N ) e niht in N de�nierbar, und damit Th(N ) niht rekursiv axiomatisierbar.Beweis :Vorbemerkung:Ist M eine Menge und H eine Funktion mit dom(H) = M , so gilt Q := fu 2 M : u 62 H(u)g 62 H(M).(Begr�undung: W�are Q = H(u0), so u0 2 H(u0), u0 2 Q, u0 62 H(u0). Widerspruh.)20



Sei nun H : dFOR1 e! P(IN); H(dA e) := fk 2 IN : N j= A(k)g und Q := fa 2 dFOR1 e : a 62 H(a)g.Dann gilt Q 62 H(dFOR1 e), d.h. Q ist niht in N de�nierbar.HS: W�are dTh(N ) e in N de�nierbar, so auh Q.Beweis: Annahme: D ist 1-st. Formel mit dTh(N ) e = fa 2 IN : N j= D[a℄g.Nah Voraussetzung existiert eine 2-st. Formel A mit N j= A[a; b℄ , a 2 dFOR1 e&s(a; a) = b.Es folgt: a 2 Q, a 2 dFOR1 e ^ Sub(da e; dv1 e; a) 62 dTh(N ) e, a 2 dFOR1 e ^ s(a; a) 62 dTh(N ) e, es existiert ein b 2 IN mit N j= A[a; b℄ und b 62 dTh(N ) e, N j= B[a℄, wobei B := 9y(A(v1; y) ^ :D(y)).Da Q niht in N de�nierbar ist, folgt aus dem Hilfssatz, da� dTh(N ) e niht in N de�nierbar und folglihauh niht rekursiv aufz�ahlbar ist. Also ist Th(N ) niht rek. axiomatisierbar. 4Bemerkung:Seien A;B wie im Beweis von Satz 5.7, wobei D jetzt aber eine beliebige 1-st. Formel sein darf.Sei ferner k := dB e. Dann gilt: (N j= :D[s(k; k)℄, N j= B(k)) und dB(k) e = Sub(dk e; dv1 e; k) = s(k; k).F�ur C := B(k) gilt also: N j= C $ :D(dC e).De�nitionSei � ein Axiomensystem mit 0; S 2 L(�). Eine (n + 1)-stellige Formel A repr�asentiert in � die Funktionf : INn ! IN, falls f�ur alle a1; :::; an; b 2 IN gilt:(1) f(a1; :::; an) = b =) � ` A(a1; :::; an; b) ^ 8y(A(a1; :::; an; y)! b= y).(2) f(a1; :::; an) 6= b =) � ` :A(a1; :::; an; b).(Gilt � ` :(b= ), f�ur alle b;  2 IN mit b 6= , so folgt (2) shon aus (1).)Eine n-stellige Formel A repr�asentiert in � die Relation f � INn, falls f�ur alle a1; :::; an 2 IN gilt:(1) (a1; :::; an) 2 R =) � ` A(a1; :::; an).(2) (a1; :::; an) 62 R =) � ` :A(a1; :::; an).f : INn ! IN (bzw. R � INn) hei�t repr�asentierbar in �, falls es eine L(�)-Formel A gibt, die f (bzw. R) in� repr�asentiert.R � IN hei�t shwah repr�asentierbar in �, falls es eine n-st. L(�)-Formel A mitR = f(a1; :::; an) 2 INn : � ` A(a1; :::; an)g gibt.Satz 5.8 (Fixpunktlemma)Sind alle prim. rek. Funktionen in � repr�asentierbar,so l�a�t sih zu jeder 1-stelligen L(�)-Formel D ein L(�)-Satz C mit � ` C $ D(dC e) angeben.Beweis:Sei A eine 2-st. L(�)-Formel, welhe die Funktion a 7! s(a; a) in � repr�asentiert, und seiB := 9y(A(v1; y) ^D(y)). { Dann gilt f�ur alle a 2 IN: � ` B(a)$ D(s(a; a)).F�ur k := dB e; C := B(k) haben wir au�erdem s(k; k) = dB(k) e = dC e. Es folgt: � ` C $ D(dC e). 4Satz 5.9Jede konsistente Theorie T , in der alle rekursiven Funktionen repr�asentierbar sind, ist unentsheidbar(d.h. niht rekursiv).Beweis :Annahme: T rekursiv.Dann ist die harakteristishe Funktion 1dT e in T repr�asentierbar. Es gibt daher eine 1-st. L(T )-Formel D,so da� f�ur jeden Satz A gilt:(1) A 2 T ) T ` D(dA e), (2) A 62 T ) T ` :D(dA e).Nah dem Fixpunktlemma existiert ein L(T )-Satz C mit (3) T ` C $ :D(dC e).Aus (1),(2),(3) folgt nun (C 2 T ) T ` ?) und (C 62 T ) C 2 T ), also T ` ?. Widerspruh. 4Satz 5.10 (1. G�odelsher Unvollst�andigkeitssatz)Jede konsistente, rekursiv axiomatisierbare Theorie T , in der alle rekursiven Funktionen repr�asentierbar sind,ist unvollst�andig.Beweis : Die Behauptung folgt aus den S�atzen 5.6, 5.9.21



6 Repr�asentierbarkeitInduktive De�nition von Mengen REKn n-stelliger Funktionen1. 0n; Ini 2 REKn; S 2 REK1; +; �;1< 2 REK2.2. h 2 REKm & g1; :::; gm 2 REKm & m;n � 1 =) (Æhg1:::gm) 2 REKn.3. g 2 REKn+1 & 8~a 2 INn9i[g(~a; i) = 0℄ & n � 1 =) (�g) 2 REKn.Abk.: REK := Sn2INREKnIm folgenden wird gezeigt, da� REK abgeshlossen unter primitiver Rekursion und damit (nah Lemma 4.15)gleih der Menge aller rekursiven Funktionen ist.Abk�urzung: Restab (i) := Rest von a bei Division durh b(i+ 1) + 1Lemma 6.1Die Funktionen �; �1; �2;�� und (a; b; i) 7! Restab (i) geh�oren zu REK.Beweis :1. �(a; b) = b+Pi<a+b(i+ 1) = b+ 12 (a+ b)(a+ b+ 1) = b+H((a+ b) � (a+ b+ 1)),wobei H() := minfi :  � 2ig = minfi : 1<(2i; ) = 0g.Daraus folgt � 2 REK, da REK abgeshlossen unter expliziten De�nitionen und dem �-Operator ist.2. Sei J() := minfi : 2+ 1 � (i+ 1) � (i+ 2)g. Dann J 2 REK und(1) J() � (J() + 1) � 2 < (J() + 1) � (J() + 2).Andererseits gilt:(2) (a+ b) � (a+ b+ 1) � (a+ b) � (a+ b+ 1) + 2b < (a+ b+ 1) � (a+ b+ 2).Sei nun  = �(a; b). Aus (1),(2) folgt J() = a+ b und somit�2() = b = �� 12J()(J() + 1) = �� H(J()(J() + 1)) und �1() = a = �� �2().3. a�� b = minf : a � b+ g.4. Restab (i) = a�� f(a; b; i) � (b(i+ 1) + 1), wobei f(a; b; i) := minfk : a < (k + 1)(b(i+ 1) + 1)g. 4Lemma 6.2Zu beliebigen k;m0; :::;mk 2 IN gibt es a; b 2 IN, so da� Restab (i) = mi f�ur i = 0; :::; k.Beweis :Sei s := maxfk;m0; :::;mkg+ 1; b := s!; bi := b(i+ 1) + 1. Dann ist mi < bi, f�ur i = 0; :::; k.HS 1: i < j � k ) bi; bj sind teilerfremd .Beweis: Sei p Primzahl mit pjbi und pjbj . Dann pj(bj � bi), d.h. pj(j � i)b. Wegen j � i � s und b = s! gilt(j � i)jb, also pjb. Mit pj(b(j + 1) + 1) folgt daraus p = 1.HS 2: 0 � a < a0 < b0 � ::: � bk ) 9i � k(Restab (i) 6= Resta0b (i)).Beweis indirekt: Annahme: ri := Restab (i) = Resta0b (i) f�ur i = 0; :::; k.Dann a = bini + ri& a0 = bin0i + ri& ri < bi mit ni < n0i. Folglih a0 � a = (ni � n0i)bi, d.h. bij(a0 � a) f�uri = 0; :::; k. Mit HS 1 folgt daraus b0 � ::: � bkj(a0 � a). Widerspruh zu a0 � a < b0 � ::: � bk.Nah HS 2 ist a 7! (Restab (0); :::;Restab (k)) eine injektive Abbildung von fa 2 IN : a < b0 � ::: � bkg infj : j < b0g � :::� fj : j < bkg. Da beide Menge dieselbe (endlihe) M�ahtigkeit haben, ist diese Abbildungauh surjektiv, d.h. es existiert ein a 2 IN mit (Restab (0); :::;Restab (k)) = (m0; :::;mk). 4Satz 6.3Die Menge REK ist abgeshlossen unter primitiver Rekursion und damit (nah Lemma 4.15) gleih derMenge aller rekursiven Funktionen.Beweis :Sei g 2 REKn; h 2 REKn+2 und f = (Rgh).De�nitionen�(; i) := Rest�1()�2()(i),ja� bj := (a�� b) + (b�� a),G0(~a; b; ) := minfi : (b�� i) � (1�� jh(~a; i; �(; i))� �(; i+ 1)j) = 0g,G(~a; b; ) := jg(~a)� �(; 0)j+ (b�� G0(~a; b; )). 22



Dann gilt:(1) G 2 REK(2) b�� G0(~a; b; ) = 0 , 8i < b(h(~a; i; �(; i)) = �(; i+ 1))(3) 8~a 2 INn8b9(G(~a; b; ) = 0)Beweis von (3): Seien ~a und b gegeben. Nah 6.2 existiert ein  2 IN mit �(; i) = Rest�1()�2()(i) = f(~a; i) f�uri = 0; :::; b. Mit (2) folgt G(~a; b; ) = 0.(4) f(~a; b) = �(minfi : G(~a; b; i) = 0g; b)Beweis: Sei  := minfi : G(~a; b; i) = 0g. Dann gilt G(~a; b; ) = 0 und folglih (nah (2) )g(~a) = �(; 0) ^ 8i < b(h(~a; i; �(; i)) = �(; i+ 1)), d.h. f(~a; b) = �(; b). 4Satz 6.4Sei � ein Axiomensystem mit 0; S 2 L(�), f�ur das gilt:(X1) � ` :(Sa=0), f�ur alle a 2 IN,� ` Sa= Sb! a= b, f�ur alle a; b 2 IN,(X2) die Funktionen + und � sind in � repr�asentierbar,(X3) es gibt eine 2-st. L(�)-Formel K mit(a) � ` 8x:K(x;0),(b) � ` 8x(K(x; Sa)$ x= a _K(x; a) ), f�ur alle a 2 IN,() � ` 8x(x= a _K(x; a) _K(a; x)), f�ur alle a 2 IN.Dann ist jede rekursive Funktion in � repr�asentierbar.Beweis :Abk.: ` A :, � ` A.HS 1: F�ur alle a; b; k 2 IN gilt:a) a < b ) ` :(a= b),b) a � b ) ` :K(b; a),) a < b ) ` K(a; b),d) ` Ax(0) ^ : : : ^ Ax(k�1) ^K(x; k)! A.Beweis :a) Induktion nah a. Sei b = m+ 1.1. a = 0: (X1)) ` :(0= Sm) ) ` :(a= b).2. a = k + 1: k < m [I:V:℄) ` :(k=m) [(X1)℄) ` :(Sk= Sm).b) Induktion nah a.1. a = 0: (X3a)) ` :K(b; a).2. a = k + 1: I.V. & a) ) ` :K(b; k) ^ :(b= k) [(X3b)℄) ` :K(b; Sk).) a < b [a); b)℄) ` :(a= b) ^ :K(b; a) [(X3)℄) ` K(a; b).d) Induktion nah k:1. k = 0: (X3a)) ` K(x; k)! A.2. k = m+ 1: Dann gilt` Ax(0) ^ : : : ^ Ax(m�1) ^K(x;m)! A [nah I.V.℄` K(x;m+1)! K(x;m) _ x=m [(X3b)℄` Ax(m) ^ x=m! A.Daraus folgt ` Ax(0) ^ : : : ^Ax(m) ^K(x;m+ 1)! A.Wir zeigen nun durh Induktion nah der De�nition von REK, da� jede Funktion f 2 REK in � repr�asen-tierbar ist. (Man beahte dabei, da� nah Hilfssatz 1 ` :(a= b) f�ur a 6= b gilt, und deshalb die Bedingung(2) in der De�nition der \Repr�asentierbarkeit" hier keine Rolle spielt.)1. Die Funktionen 0n; S; Ini werden o�enbar durh die Formeln vn+1=0; v2= Sv1; vn+1= vi repr�asentiert.2. Die Funktion 1< wird durh die Formel A := (K ^ 1= v3) _ (:K ^ 0= v3) repr�asentiert.Beweis: 1<(a1; a2) = 1 ) a1 < a2 [HS1℄) ` K(a1; a2) ) ` A(a1; a2; 1) ^ (A(a1; a2; y)! 1= y).1<(a1; a2) = 0 ) a2 � a1 [HS1℄) ` :K(a1; a2) ) ` A(a1; a2; 0) ^ (A(a1; a2; y)! 0= y).3. Sei f = (Æhg1:::gm) mit h; g1; :::; gm 2 REK . Zur Vereinfahung der Shreibweise nehmen wir an, da�g1; :::; gm 1-stellig sind. Nah I.V. gibt es dann 2-stellige Formeln B1; :::; Bm und eine (m+1)-stellige FormelC, so da� gilt: 23



(1) h(b1; :::; bm) = b ) ` C(b1; :::; bm; b) ^ 8y(C(b1; :::; bm; y)! b= y),(2) gi(a) = bi ) ` Bi(a; bi) ^ 8y(Bi(a; y)! bi= y) (i = 1; :::;m).Def.: A := 9y1:::9ym[C(y1; :::; ym; v2) ^ B1(v1; y1) ^ ::: ^ Bm(v1; ym) ℄.Sei nun f(a) = b. Dann h(b1; :::; bm) = b mit bi := gi(a) (i = 1; :::;m).Mit (1),(2) folgt ` C(b1; :::; bm; b) ^B1(a; b1) ^ ::: ^ Bm(a; bm), und daraus ` A(a; b).Mit (1),(2) folgt au�erdem:` (B1(a; y1)! b1= y1) ^ ::: ^ (Bm(a; ym) ! bm= ym) ^ (C(b1; :::; bm; y)! b= y).Wegen ` b1= y1 ^ ::: ^ bm= ym ^ C(y1; :::; ym; y) ! C(b1; ::; bm; y) folgt daraus` B1(a; y1) ^ ::: ^ Bm(a; ym) ^ C(y1; :::; ym; y) ! b= y, und weiter` 9y1:::9ym[B1(a; y1) ^ ::: ^ Bm(a; ym) ^ C(y1; :::; ym; y) ℄ ! b= y.5. Sei f = (�g) mit g 2 REKn+1 und 8~a9i[g(~a; i) = 0℄. O.E.d.A. sei n = 1. Nah I.V. existiert dann eine3-stellige Formel B mit: g(a; i) =  ) ` B(a; i; ) ^ (B(a; i; y)! = y).De�nition: A := B(v1; v2;0) ^ 8x[K(x; v2)! 9y(:(y=0) ^ B(v1; x; y))℄.Sei nun f(a) = k. Dann g(a; k) = 0 und i := g(a; i) > 0 f�ur alle i < k.Wir erhalten:(1) ` B(a; k; y)! y=0(2) ` B(a; i; y)! :(y=0), f�ur i = 0; :::; k � 1 [ (X1) ℄(3) ` :B(a; i;0), f�ur i = 0; :::; k � 1 [ (2) ℄(4) ` K(x; k)! :B(a; x;0) [ (3), HS 1d ℄(5) ` B(a; x;0)! :K(x; k)(6) ` :9y(:(0= y) ^ B(a; k; y)) [ (1) ℄(7) ` 8x[K(x; v2)! 9y(:(y=0) ^ B(a; x; y))℄! :K(k; v2) [ (6) ℄(8) ` A(a; v2)! :K(v2; k) ^ :K(k; v2) [ (5),(7) ℄(9) ` A(a; v2)! k= v2 [ (8),(X3)℄Ferner:(10) ` B(a; k;0)(11) ` :(i=0) ^ B(a; i; i), f�ur i = 0; :::; k � 1(12) ` 9y(:(y=0) ^B(a; i; y)), f�ur i = 0; :::; k � 1(13) ` A(a; k). 4Satz 6.5Sei � ein Axiomensystem mit 0; S 2 L(�).Seien ferner N eine 1-stellige, K eine 2-stellige und Add; Mult 3-stellige L(�)-Formeln, so da� gilt:(1) � ` N(0) ^ 8x(N(x)! N(Sx)),(2) � ` 8x 2 N:(Sx=0) ^ 8x; y 2 N(Sx= Sy ! x= y),(3) � ` 8x 2 N Add(x;0; x) ^ 8x; y; z 2 N(Add(x; y; z)! Add(x; Sy; Sz)),(4) � ` 8x; y; z0; z1 2 N(Add(x; y; z0) ^ Add(x; y; z1)! z0= z1),(5) � ` 8x 2 N Mult(x;0;0) ^ 8x; y; z; v 2 N(Mult(x; y; z) ^ Add(z; x; v)! Mult(x; Sy; v)),(6) � ` 8x; y; z0; z1 2 N(Mult(x; y; z0) ^Mult(x; y; z1)! z0= z1),(7) � ` 8x 2 N :K(x;0),(8) � ` 8x; y 2 N(K(x; Sy)$ x= y _K(x; y)),(9) � ` 8x; y 2 N(K(x; y) _ x= y _K(y; x)).(Dabei sei 8x1; :::; xn 2 N A := 8x1:::8xn(N(x1) ^ ::: ^N(xn) ! A).)Dann ist jede rekursive Funktion in � repr�asentierbar.Beweis :Wir zeigen, da� � die Voraussetzungen (X1){(X3) von Satz 6.4 erf�ullt. | Abk.: ` A :, � ` A.Aus (1) folgt:(10) ` N(a), f�ur alle a 2 IN.Aus (2) und (10) folgt (X1) und weiter:(11) ` :(a= b), f�ur a; b 2 IN mit a 6= b.Aus (3) und (10) erh�alt man durh Induktion nah b:(12) ` Add(a; b; a+ b), f�ur alle a; b 2 IN. 24



Aus (12) und (4) folgt:` Add(a; b; z)! a+ b= z.Nah (11),(12),(13) ist + repr�asentierbar in �. Die Repr�asentierbarkeit von � erh�alt man analog.Sei K 0 := N(v2)! N(v1) ^K(v1; v2).Nah (1) gilt o�enbar:(14) ` K 0(x; a)$ N(x) ^K(x; a), f�ur alle a 2 IN.Aus (7) folgt ` N(x)! :K(x;0) und weiter [mit (14)℄ ` :K 0(x;0).Aus (8) und (10) folgt ` N(x) ^K(x; Sa) $ x= a _ (N(x) ^K(x; a)), und daraus [mit (14)℄` K 0(x; a)$ x= a _K 0(x; Sa).Aus (9) und (10) folgt ` N(x)! K(x; a) _ x= a _K(a; x), und daraus` (N(x) ^K(x; a)) _ x= a _ (N(x)! N(a) ^K(a; x)), d.h. ` K 0(x; a) _ x= a _K 0(a; x). 4Das Axiomensystem Z0(Z01) 8x:(Sx=0) ^ 8x8y(Sx= Sy ! x= y)(Z02) 8x(x+ 0=x) ^ 8x8y(x+ Sy= S(x+ y))(Z03) 8x(x � 0=0) ^ 8x8y(x � Sy= (x � y) + x))(Z04) 8x8y(9z(x+ Sz= y) _ x= y _ 9z(y + Sz=x))Das Axiomensystem Z0 ist o�enbar konsistent.Satz 6.6Ist T eine Theorie mit Z0 � T , so sind alle rekursiven Funktionen und Relationen in T repr�asentierbar.Beweis :Abk.: N := (v1= v1); Add := (v1 + v2= v3); Mult := (v1 � v2= v3); K := 9v3(v1 + Sv3= v2). Man hat zuzeigen, da� Z0 zusammen mit den soeben de�nierten Formeln N; Add; Mult; K die Voraussetzungen (1){(9)von Satz 6.5 erf�ullt. Dies ist f�ur alle Punkte bis auf (8) sehr leiht zu sehen. Zum Beweis von (8) ben�otigenwir den folgenden Hilfssatz:(�) Z0 ` 8x(x=0 _ 9y(x= Sy)).[ Beweis: Nah (Z04) haben wir Z0 ` x= 0 _ 9z(x+ Sz=0) _ 9z(0+ Sz=x).Andererseits gilt Z0 ` :9z(x+ Sz)=0) und Z0 ` 9z(0+ Sz=x)! 9y(Sy=x).℄Aus (�) folgt nun Z0 ` x+ z= y ! x= y _ 9z0(x + Sz0= y).Mit Z0 ` x+ Sz= Sy ! x+ z= y folgt daraus Z0 ` K(x; Sy)! x= y _K(x; y).Umgekehrt gilt: Z0 ` x+ Sz= y ! x+ SSz= S(x + Sz)= Sy und Z0 ` x= y ! x+ S0=Sy,woraus Z0 ` x= y _K(x; y)! K(x; Sy) folgt. 4De�nitionDie Formeln der Sprahe f0; S;+; �g hei�en arithmetishe Formeln.N sei das Standardmodell von Z0. (Insbesonder ist N also eine Struktur zur Sprahe f0; S;+; �gEine Relation R � INn hei�t arithmetish, wenn sie in N de�nierbar ist.Satz 6.7a) Jede rekursiv aufz�ahlbare Relation ist arithmetish.b) Th(N ) ist niht arithmetish.) Th(N ) ist niht rekursiv axiomatisierbar.Beweis :a) Sei Q � IN rekursiv aufz�ahlbar. Dann existiert eine (primitiv) rekursive Relation R � IN2 mit Q =fa 2 IN : 9b (a; b) 2 Rg. Nah 6.6 existiert eine arithmetishe Formel A mit [ (a; b) 2 R ) Z0 ` A(a; b) ℄und [ (a; b) 62 R ) Z0 ` :A(a; b) ℄. Mit N j= Z0 folgt daraus R = f(a; b) : N j= A[a; b℄g und weiterQ = fa : N j= (9yA(v1; y))[a℄g.b),) folgen aus 5.7 und a). 4Satz 6.8Jede konsistente Theorie T mit Z0 � T ist unentsheidbar.Beweis : Siehe Satz 5.9 und Satz 6.6.Satz 6.9 (1. G�odelsher Unvollst�andigkeitssatz)Jede konsistente, rekursiv axiomatisierbare Theorie T mit Z0 � T ist unvollst�andig.25



Beweis : Siehe Satz 5.10 und Satz 6.6.De�nition T(�) := fA : A ist L(�)-Satz mit � ` A gSatz 6.10 (Unentsheidbarkeit der Pr�adikatenlogik 1. Stufe)Die Menge aller allgemeing�ultigen S�atze der Sprahe L0 := f0; S;+; �g ist unentsheidbar.Beweis :Sei VZ0 := (Z01) ^ : : : ^ (Z04), und PL := fA : A allgemeing�ultiger L0-Satz g.Nah 6.8 ist T(�) niht rekursiv. Andererseits gilt: a 2 dT(�) e ) hSN(!); dVZ0 e; ai 2 dPL e.Also kann auh PL niht rekursiv sein. 4De�nitionEin Axiomensystem � hei�t !-konsistent, falls f�ur jede 1-st. L(�)-Formel A gilt:� ` :A(n), f�ur alle n 2 IN ) � 6` 9xA(x).Urspr�unglihe Form des 1. G�odelshen Unvollst�andigkeitssatzesZu jedem konsistenten, (primitiv) rekursiven Axiomensystem � mit Z0 � T(�) l�a�t sih ein wahrer arith-metisher Satz G mit � 6` G angeben. Ist � sogar !-konsistent, so gilt auh � 6` :G.Beweis :Nat�urlih geht die Behauptung von der stillshweigenden Voraussetzung aus, da� eine `konkrete' De�nitionvon 1d� e im Sinne von Lemma 4.15 gegeben sei. Gem�a� 5.4,6.3,6.4 und 6.6 l�a�t sih dann eine arithmetisheFormel B� angeben, f�ur die gilt:(1) (a; b) 2 Bew� ) Z0 ` B�(a; b),(2) (a; b) 62 Bew� ) Z0 ` :B�(a; b).Aus dem Fixpunktlemmas erh�alt man einen arithmetishen Satz G mit:(3) Z0 ` G$ :9yB�(dG e; y).Annahme: � ` G.Wegen (1) gibt es dann ein b mit Z0 ` B�(dG e; b). Daraus folgt � ` 9yB�(dG e; y) und weiter, mit (3),� ` :G. Widerspruh.Also gilt � 6` G. Mit (2) folgt daraus(�) Z0 ` :B�(dG e; b) f�ur alle b 2 IN.Folglih ist die Formel :9yB�(dG e; y), und wegen (3) auh die Formel G wahr.Ist � !-konsistent, so folgt aus (�) und (3) sofort � 6` :G. 47 Das Axiomensystem ZF der Zermelo-Fraenkel MengenlehreDas Axiomensystem ZF(Zur besseren Lesbarkeit verwenden wir hier x; y; z als Abk�urzungen f�ur v1; v2; v3.)(Ext) 8v08v1(8y(y 2 v0 $ y 2 v1)! v0 = v1)(Pa) 8v08v19y8z(z 2 y $ z = v0 _ z = v1)(Vm) 8v19y8z(z 2 y $ 9v0(v0 2 v1 ^ z 2 v0))(Pot) 8v19y8z(z 2 y $ 8v0(v0 2 z ! v0 2 v1))(Ue) 9v0(9x[x 2 v0 ^ :9y(y 2 x)℄ ^ 8x[x 2 v0 ! 9y(y 2 v0 ^ 8z(z 2 y $ z 2 x _ z = x))℄)(Fu) 8x(9y(y 2 x)! 9y[y 2 x ^ :9z(z 2 x ^ z 2 y)℄)(Er) 8v3:::8vn(8x8y8y0['(x; y) ^ '(x; y0)! y = y0℄ ! 8u9w8y[y 2 w $ 9x(x 2 u ^ '(x; y))℄),f�ur jede n-st. f2g-Formel ' (n � 2) und Variablen y0; u; w 62 Var(')Von jetzt an verwenden wir die logishen Zeihen ^;_;:;!;8; 9, als metasprahlihe Abk�urzungen.VoraussetzungV sei ein im folgenden fester Bereih von Mengen derart, da� V zusammen mit der (auf V eingeshr�ankten)Elementbeziehung 2 ein Modell von ZF ist. Ferner gelte 8a2V (a � V ).VEREINBARUNG: Unter einer Menge verstehen wir im folgenden stets ein Element von V .Wir verwenden a; b; ; d; e; f; g; h; u; w; x; y; z als Mitteilungszeihen f�ur Mengen.26



De�nitionEin Teilbereih X von V hei�t eine Klasse, wenn es eine (n+1)-stellige f2g-Formel ' und Mengen a1; :::; angibt, so da� X = fx : (V;2) j= '[a1; :::; an; x℄g.Wir verwenden A;B;C;D;E; F;G;H;R als Mitteilungszeihen f�ur Klassen.Bemerkung:Jede Menge ist eine Klasse, aber niht jede Klasse ist eine Menge.Beweis: 1. Wegen 8a2V (a � V ) gilt a = fx : x 2 ag, f�ur jede Menge a.2. R := fx : x 62 xg ist eine Klasse, und es gilt 8a2V (a 2 R $ a 62 a). W�are nun R ein Menge, so w�urdegelten R 2 R $ R 62 R. Widerspruh.Bemerkung:; := fx : x 6= xg ist eine Klasse, und mit A;B sind auh A [B; A \ B; A nB;SA := fx : 9y2A(x 2 y)g; TA := fx : 8y2A(x 2 y)g; Pot(A) := fx : x � Ag Klassen.Aus der Voraussetzung (V;2) j= (Pa) ^ (Vm) ^ (Pot) folgt:Lemma 7.1a) 8a8b(fa; bg 2 V ),b) 8a(Sa 2 V ),) 8a(Pot(a) 2 V ),d) 8a8b(a[ b = Sfa; bg 2 V ),e) 8a1 : : :8an( fa1; :::; ang 2 V ).De�nition (a; b) := ffag; fa; bgg (geordnetes Paar von a und b)Lemma 7.2a) (a; b) 2 V ,b) (a1; b1) = (a2; b2) ) a1 = a2 ^ b1 = b2.Beweis :a) folgt aus 7.1.b) Sei  := (a1; b1) = (a2; b2).Fall 1: a1 = b1. ffa1gg =  = ffa2g; fa2; b2gg ) fa1g = fa2g = fa2; b2g ) a1 = a2 = b2.Fall 2: a2 = b2. Analog zu Fall 1.Fall 3: a1 6= b1^a2 6= b2. fa1g; fa1; b1g 2  = ffa2g; fa2; b2gg^fa1g 6= fa2; b2g^fa1; b1g 6= fa2g ) fa1g =fa2g ^ fa1; b1g = fa2; b2g ) a1 = a2 ^ b1 = b2. 4De�nitionA�B := f(x; y) : x 2 A ^ y 2 Bg := fz : 9x9y(z = (x; y) ^ x 2 A ^ y 2 B)g:Eine Relation ist eine Klasse von geordneten Paaren, d.h. eine Teilklasse von V � V .Eine Funktion ist eine Relation F , f�ur die gilt: 8x; y; z((x; y) 2 F ^ (x; z) 2 F ! y = z).Abk�urzungenSei R eine Klasse.Rel(R) :, R ist eine Relation (i.e. R � V � V )Fkt(R) :, R ist eine FunktionRxy :, xRy :, (x; y) 2 Rdom(R) := fx : 9y Rxyg (De�nitionsbereih von R)ran(R) := fy : 9xRxyg (Wertebereih von R)RjA := f(x; y) 2 R : x 2 Ag (Einshr�ankung von R auf A)R[A℄ := fy : 9x2ARxyg (Bild von A unter R)Q ÆR := f(x; y) : 9z(Rxz ^Qzy)g (Verkettung von Q mit R)R�1 := f(y; x) : Rxyg (Umkehrung von R)Ist F eine Funktion und x 2 dom(F ), so bezeihne F (x) das eindeutig bestimmte y mit (x; y) 2 F ,(i.e. den Funktionswert von F an der Stelle x).F : A! B :, Fkt(F ) ^ dom(F ) = A ^ ran(F ) � B (F ist Funktion von A in B)ba := ff 2 V : f : a! bg 27



Eine Funktion F hei�t injektiv, falls 8x0; x12dom(F )(F (x0) = F (x1)! x0 = x1).Folgerungen1. Mit A;B;R;Q sind auh A�B; dom(R); ran(R); RjA; R[A℄; Q ÆR;R�1 Klassen.2. Sind F;G Funktionen, und ist A � dom(F ) \ dom(G), so gilt:a) Fkt(F jA) ^ dom(F jA) = A ^ ran(F jA) = F [A℄ ^ 8x2A(F (x) = (F jA)(x)),b) ran(F ) = F [dom(F )℄ ^ F = F jdom(F )) 8x2A(F (x) = G(x)) ) F jA = GjAd) dom(F ) = dom(G) = A ^ 8x2A(F (x) = G(x)) ) F = GLemma 7.3 (Folgerungen aus (V;2) j=(Er) )a) Ist F eine Funktion und a 2 V , so F [a℄ 2 V .b) Ist C eine Klasse und a 2 V , so fx 2 a : x 2 Cg 2 V .) C � A ^A 2 V ) C 2 V .d) A 6= ; ) TA 2 V .Beweis :a) Sei F = fz : (V;2) j=  [1; :::; n; z℄g. Es gibt dann eine (n + 2)-st. Formel ' mit 8x; y( (x; y) 2 F ,(V;2) j= '[x; y; 1; :::; n℄ ). Wegen (V;2) j=(Er) gilt daher fy : 9x2a((x; y) 2 F )g 2 V , d.h. F [a℄ 2 V .b) F := f(x; x) : x 2 Cg ist o�enbar eine Funktion, und es gilty 2 F [a℄ , 9x2a((x; y) 2 F ) , 9x2a9x0(x0 2 C ^ (x; y) = (x0; x0)) , y 2 a ^ y 2 C.) C � A ) C = fx 2 A : x 2 Cg. d) Sei a 2 A. Dann TA � a 2 V . 4Lemma 7.4a) Mit a; b; r sind auh a [ b; a [ b; a n b; a� b; ba; dom(r); ran(r); r[a℄; rja; r�1 ; a Æ r Mengen.b) Rel(R) ^ dom(R) 2 V ^ ran(R) 2 V ) R 2 V .) Fkt(F ) ) F ja 2 V .d) Fkt(F ) ^ dom(F ) 2 V ) F 2 V .Beweis :a) 1. a [ b = Sfa; bg; a \ b � a; a n b � a.2. x 2 a ^ y 2 b ) fxg; fx; yg 2 Pot(a [ b) ) (x; y) = ffxg; fx; ygg 2 Pot(Pot(a [ b)).Also a� b � Pot(Pot(a [ b)).3. ba � Pot(a� b).4. (x; y) 2 r ) fx; yg 2 S r ) x; y 2 SS r. Also dom(r); ran(r); r[a℄ � SS r.5. rja � r; r�1 � ran(r) � dom(r); a Æ r � dom(r) � ran(a).b),),d) Rel(R) ) R � dom(R)� ran(R): F ja � a� F [a℄: F = F jdom(F ). 48 OrdinalzahlenDe�nition1. Eine Relation R hei�t transitiv, falls gilt: 8x; y; z(Rxy ^ Ryz ! Rxz).2. xR := fy : Ryxg (x 2 V; R Relation)3. 2 := f(y; x) : y 2 xg. (O�enbar ist x2 = x.)Lemma 8.1F�ur jede Relation R sind folgende Prinzipien �aquivalent:(I) Existenz minimaler Elemente:C 6= ; ! 9x2C8y2xR(y 62 C), f�ur jede Klasse C.(II) Induktion �uber R:8x(8y2xR(y 2 C) ! x 2 C) ! 8x(x 2 C), f�ur jede Klasse C.De�nitionSei R eine Relation.R fundiert :, 8u(u 6= ; ! 9x2u8y2xR(y 62 u)).R wohlfundiert :, R fundiert und 8x(xR 2 V ):Bemerkung:a) Gilt (I) (oder (II)) f�ur R, so ist R fundiert.b) Jede fundierte Relation ist irreexiv. [ Rzz ) fzg 6= ; ^ :9x2fzg8y2xR(y 62 fzg)℄28



Lemma 8.2F�ur jede transitive wohlfundierte Relation R gelten die Prinzipien (I) und (II).Beweis von (I):Gelte u 2 C. Fall 1: 8y2uR(y 62 C). Dann fertig.Fall 2: 9y 2 uR(y 2 C). Dann a := uR \ C 6= ;. Da R fundiert ist, existiert ein  2 a mit 8y 2 R(y 62 a).Aus  2 uR und der Transitivit�at von R folgt R � uR. Somit  2 C und 8y2R(y 62 C). 4Satz 8.3 (Rekursion �uber transitive wohlfundierte Relationen)Sei R wohlfundiert und transitiv, und sei G : A � V ! V . Dann existiert genau eine Funktion F : A ! Vmit F (x) = G(x; F jxR) f�ur alle x 2 A.Beweis :Sei C := ff : Fkt(f) ^ dom(f) � A ^ 8x2dom(f)(A \ xR � dom(f) ^ f(x) = G(x; f jxR))g und F := SC.(1) f1; f2 2 C ^ x 2 dom(f1) \ dom(f2) ) f1(x) = f2(x).Beweis durh Induktion �uber R: Sei x 2 dom(f1) \ dom(f2). Dann A \ xR � dom(f1) \ dom(f2) und nahI.V. 8y2A \ xR(f1(y) = f2(y)), d.h. f1jxR = f2jxR. Wegen f1; f2 2 C folgt f1(x) = f2(x).(2) Fkt(F ) ^ dom(F ) = Sfdom(f) : f 2 Cg ^ 8f 2C(f = F jdom(f)).Beweis mittels (1). (klar)(3) 8x2dom(F )(A \ xR � dom(F ) ^ F (x) = G(x; F jxR))Beweis: Sei x 2 dom(F ). Dann x 2 dom(f) � dom(F ) f�ur ein f 2 C. Folglih A \ xR � dom(F ). Nah (2)gilt F (x) = f(x) = G(x; f jxR) = G(x; F jxR).(4) A = dom(F )Beweis: Die Inklusion D(F ) � A ist trivial. A � dom(F ) zeigen wir durh Induktion �uber R.Sei x 2 A, und a := A \ xR � dom(F ) (I.V.). Zu zeigen: x 2 dom(F ).Da R fundiert ist, gilt :Rxx, also x 62 a. Sei f := F ja [ f(x;G(x; F jxR))g. Wir zeigen f 2 C, woraus dannx 2 dom(F ) folgt.Wegen x 62 a gilt Fkt(f). Trivialerweise ist dom(f) � A. Wegen a � dom(F ) gilt auh a � dom(f). Sei nuny 2 dom(f):1. y 2 a: Dann A \ yR � a (da R transitiv) und f(y) = F (y) = G(y; F jyR) = G(y; f jyR).2. y = x: In diesem Fall gilt A \ xR � a und f(x) = G(x; F jxR) = G(x; f jxR).Die Eindeutigkeit von F folgt sofort durh Induktion �uber R. 4Bemerkung: Auf die Voraussetzung \R transitiv" in 8.2 und 8.3 kann verzihtet werden (siehe ...).De�nition1. R � A�A hei�t lineare Ordnung auf A, falls gilt:(i) 8x:Rxx, (ii) 8x; y; z(Rzy ^ Ryx! Rzx), (iii) 8x; y2A(Ryx _ x = y _ Rxy).2. Eine lineare Ordnung R auf A hei�t Wohlordnung auf A, falls R wohlfundiert ist.3. A hei�t wohlgeordnet (linear geordnet) durh R, falls R \ (A � A) eine Wohlordnung (lineare Ordnung)auf A ist.4. Ist A 2 V und R eine Wohlordnung auf A, so nennt man das Paar (A;R) eine wohlgeordnete Menge oderkurz Wohlordnung.Bemerkung: Wird A durh R wohlgeordnet, so gilt:a) Jede nihtleere Klasse C � A besitzt ein (eindeutig bestimmtes) kleinstes Element minR(C).b) Jede Teilklasse B � A wird ebenfalls durh R wohlgeordnet.Beweis von a): Sei Q := R \ (A � A). Nah Lemma 8.1 existiert ein a 2 C mit C \ aQ = ;. Es folgt8y2C(:Rya) und weiter 8y2C(y = a _Ray), d.h. a = minR(C).De�nition1. Eine Klasse A hei�t transitiv, falls gilt 8x2A(x � A).2. Eine Ordinalzahl ist eine transitive Menge, die durh die Elementrelation 2 wohlgeordnet wird.3. On := fx : x ist Ordinalzahlg 29



�; �; ; Æ; �; �; � bezeihnen im folgenden stets Ordinalzahlen.Ferner shreiben wir auh � < � f�ur � 2 �, sowie � � � f�ur � 2 � _ � = �.Lemma 8.4a) � 2 On ) � � On (d.h. On ist transitiv)b) � � � , � � �Beweis :a) Sei x 2 �. Dann x � � und somit x wohlgeordnet durh 2. Bleibt zu zeigen, da� x transitiv ist. Sei alsoy 2 x ^ z 2 y. Wegen x 2 � und � transitiv folgt dann x; y; z 2 � und weiter z 2 x, da � durh 2 lineargeordnet wird.b) \)" Aus � 2 � 2 On folgt � � �.\(" Sei � � � und � 6= �. Dann ; 6= � n � � �. Folglih existiert ein  2 � n � mit  \ (� n �) = ;. Wirzeigen nun � =  und somit � 2 �.1. Sei x 2 �. Wegen  62 �, kann niht  = x _  2 x sein. Mit ; x 2 � folgt deshalb x 2 .2. Sei x 2 . Dann x 2 �, und mit  \ (� n �) = ; folgt x 2 �. 4Satz 8.5a) On wird durh 2 wohlgeordnet.b) On 62 V .Beweis :a) 1. Sei � 2 On. W�are � 2 �, so 9x2�(x 2 x) und damit � niht wohlgeordnet durh 2. Also � 62 �.2. Da jedes  2 On transitiv ist, gilt: �; �;  2 On & � 2 � & � 2  ) � 2 .3. Seien �; � 2 On. O�enbar  := � \ � 2 On. Nah 1. ist  62 , also  62 � _  62 �. Aus  � � ^  � �folgt mit 8.4 ( 2 �_  = �) ^ ( 2 � _  = �). Also gilt  = �_  = � und somit � � � _ � � �, d.h. nah8.3 � � � _ � � �.4. Sei ; 6= u � On, etwa � 2 u. Zu zeigen: 92u(u \  = ;). Ist u \ � = ;, so fertig. Andernfalls existiertein  2 u \ � mit u \ � \  = ;. Wegen  2 � gilt  � � und somit u \ � \  = u \ .b) Nah 8.4a und 8.5a ist On transitiv und wird durh 2 wohlgeordnet. W�are On 2 V , so w�are On eineOrdinalzahl, d.h. On 2 On im Widerspruh zu a). 4Korollara) Jede nihtleere Klasse C von Ordinalzahlen besitzt (genau) ein kleinstes Element min(C).b) 8�(8�2�(� 2 C) ! � 2 C) ! 8�(� 2 C), f�ur jede Klasse C.) Zu jedem G : V ! V gibt es genau eine Funktion F : On! V mit F (�) = G(F j�), f�ur alle � 2 On.Beweis :b) Sei C1 := fx : x 2 On _! 2 Cg und R := 2 \ (On�On). Nah 8.5 und 8.2 gilt dann8x(xR � C1 ! x 2 C1)! 8x(x 2 C1), i.e. 8x2On(8y2x(y 2 C)! x 2 C)! 8x2On(x 2 C).) Man wende 8.3 auf R := 2 \ (On�On) und G1 : On� V ! V; G1(�; f) := G(f) an. 4Lemma 8.6a) Ist A � On transitiv, so gilt (A 2 V ) A 2 On) und (A 62 V ) A = On).b) F�ur jede nihtleere Klasse A � On ist TA = min(A), d.h. TA 2 A ^ 8�2A(TA � �).) F�ur jede Menge A � On ist SA 2 On, und es gilt SA = sup(A) (:= minfx 2 On : 8y2A(y � x)g):d) F�ur jede Klasse A � On gilt: A 2 V , 9�2On8x2A(x � �).Beweis :a) Sei A � On transitiv. Nah 8.5a wird A durh 2 wohlgeordnet, also gilt (A 2 V ) A 2 On). Ist dagegenA 62 V , so haben wir: � 2 On ) A 6� � ) 9�2A(� 62 �) ) 9�2A(� � �) ) � 2 A.b) Sei � := min(A). Wir haben dann 8�2A(� � �) und � 2 A. Daraus folgt � � TA � �.) Sei A � On^A 2 V . Wie man leiht nahrehnet ist dann SA eine transitive Menge von Ordinalzahlen;nah a) also SA 2 On. Nah De�nition von SA und nah 8.4b gilt au�erdem f�ur alle x 2 On: SA � x ,8y2A(y � x), d.h. SA = minfx 2 On : 8y2A(y � x)g.d) \)" Aus A 2 V folgt mit ) SA 2 On und 8x2A(x � SA).\(" Aus 8x2A(x � �) folgt A � � [ f�g und somit A 2 V . 4De�nitionSei R eine Wohlordnung auf A. 30



Eine Ordnungsfunktion von (A;R) ist eine Funktion F , f�ur die gilt:(1) dom(F ) 2 On oder dom(F ) = On,(2) ran(F ) = A,(3) 8�; �2dom(F )(� < �! F (�)RF (�)).Satz 8.7Ist R eine Wohlordnung auf A, so existiert genau eine Ordnungsfunktion F von (A;R); und zwar giltF (�) = minRfx 2 A : F [�℄ � xRg f�ur alle � 2 dom(F ).Man nennt dom(F ) den Ordnungstyp von (A;R).Ferner gilt: (A 2 V ) dom(F ) 2 On) und (A 62 V ) dom(F ) = On).Beweis :Eindeutigkeit: Sei eine F Ordnungsfunktion von (A;R). Durh trans�nite Induktion nah � zeigen wir:� 2 dom(F )) F (�) = minRfx 2 A : F [�℄ � xRg. Daraus folgt die Eindeutigkeit von F mittels 8.3.Sei also � 2 dom(F ). Wegen (3) gilt F [�℄ � F (�)R. Sei nun x 2 A mit F [�℄ � xR. Wegen ran(F ) = Aexistiert ein � 2 dom(F ) mit F (�) = x. Wegen (3) mu� dann gelten 8�2�(� < �) und folglih � � � undF (�) � F (�) = x.Existenz:De�nition (durh trans�nite Rekursion):F1 : On! V; F1(�) = nminRfx 2 A : F1[�℄ � xRg falls 9x2A(F1 [�℄ � xR)0 sonst.D := f� 2 On : 9x2A(F1[�℄ � xRg ist o�enbar eine transitive Klasse von Ordinalzahlen; also D 2 On oderD = On.Beh.: F := F1jD ist Ordnungsfunktion von (A;R).O�enbar gilt dom(F ) = D; ran(F ) � A und 8�; �2D(� < �! F (�)RF (�)).Bleibt zu zeigen: x 2 A) x 2 ran(F ).Beweis durh R-Induktion: Sei x 2 A. Nah I.V. ist dann xR � ran(F ). O�enbar ist F�1[xR℄ transitiv. DaF injektiv ist, gilt auh F�1[xR℄ 2 V ; folglih � := F�1[xR℄ 2 On. Wegen xR � ran(F ) gilt F [�℄ = xR.Daraus folgt weiter 8y2A(yRx ) F [�℄ 6� yR) und somit F (�) = x.KorollarIst A eine ehte Klasse (d.h. A 62 V ) und R eine Wohlordung auf A, so existiert genau eine BijektionF : On! A mit 8�; �(� < � $ F (�)RF (�)).De�nitionen0 := ;, x0 := x [ fxg, ! := Tfu : 0 2 u ^ 8x2u(x0 2 u)g� hei�t Nahfolgerzahl, falls 9�(� = �0).� hei�t Limeszahl, falls � 6= 0 und � keine Nahfolgerzahl.Lim := Klasse aller Limeszahlen.Satz 8.8a) 0 ist die kleinste Ordinalzahl und 8�(�0 = minf� : � < �g 2 On).b) � 2 Lim , 0 < � ^ 8�(� < �! �0 < �).) ! ist die kleinste Limeszahl.d) F�ur jede Klasse C gilt: 0 2 C ^ 8x2!(x 2 C ! x0 2 C)! 8x2!(x 2 C). (Vollst�andige Induktion)e) Zu a0 2 V und G : B ! B existiert genau eine Funktion F : ! ! B mitF (0) = a0 und F (x0) = G(F (x)), f�ur alle x 2 !.Beweis :Aus dem Unendlihkeitsaxiom folgt, da� die Klasse J := fu : 0 2 u ^ 8x2u(x0 2 u)g nihtleer ist. Also gilt:(�) ! = T J 2 V ^ 0 2 ! ^ 8x2!(x0 2 !).a) Nah (�) ist 0 2 V . Au�erdem 0 � On und 0 transitiv; nah 8.6a ist also 0 2 On. Da� 0 die kleinsteOrdinalzahl ist, folgt mit 8.4b. F�ur jedes � 2 On ist o�enbar �0 = � [ f�g eine transitive Teilmenge vonOn, also �0 2 On nah 8.6a. Mit 8.4 folgt au�erdem 8�(� < � , �0 � �), d.h. �0 = minf� : � < �g.b) folgt aus 8�(� < �$ �0 � �).) Sei a := fx 2 ! : x 2 On ^ x � !g. Aus 0 2 On ^ 8�(�0 2 On) und (�) folgt nun a 2 J und somit ! � a,d.h. 8x2!(x 2 On ^ x � !). Also ist ! eine transitive Menge von Ordinalzahlen, woraus mit 8.6a ! 2 Onfolgt. Aus ! 2 On, b) und (�) folgt ! 2 Lim. Aus b) folgt auh Lim � J und damit 8x2Lim(! � x).31



d) Aus der Voraussetzung und ! 2 V folgt u := ! \ C 2 J und daraus dann ! � u � C.e) Sei G1 : ! � V ! V; G1(x; f) := ifx = 0 _ :Fkt(f) _ [x 62 dom(f) then a0 elseG(f([x)). Nah Satz8.3 existiert genau eine Funktion F : ! ! V mit 8x 2 !(F (x) = G1(x; F jx)). Es folgt F (0) = a0 undF (x0) = G1(x0; F jx0) = G((F jx0)([x0)) = G(F (x)) f�ur alle x 2 !. (Man beahte, da� 8x2On([(x0) = x). )4Auswahlaxiom, Zornshes Lemma, WohlordnungssatzDe�nition1. f hei�t Auswahlfunktion f�ur a :, Fkt(f) ^ 8x2a(x 6= ; ! x 2 dom(f) ^ f(x) 2 x)2. Eine Relation R hei�t partielle Ordnung, falls R irreexiv und transitiv ist.3. Eine Menge K hei�t R-Kette, falls 8x; y2K((x; y) 2 R _ x = y _ (y; x) 2 R).Satz 8.9Folgende Aussagen sind �aquivalent:(AC) 8a9f( f ist Auswahlfunktion f�ur a) (Auswahlaxiom)(WO) 8a9r( r ist Wohlordnung auf a) (Wohlordnungssatz)(ZL) F�ur jede nihtleere, partiell geordnete Menge (a; r) gilt: (Zornshes Lemma)Besitzt jede r-Kette K � a eine obere Shranke in a,so enh�alt a ein maximales Element (d.h. 9p2a:9x2a((p; x) 2 r) ).Beweis :(AC) ) (ZL): Sei (a; r) eine nihtleere, partiell geordnete Menge derart, da� jede r-Kette K � a eine obereShranke in a besitzt. Wegen (AC) gibt es eine Funktion G : V ! V mit 8x2Pot(a)(x 6= ; ! G(x) 2 x).Durh trans�nite Rekursion de�nieren wir F : On! V mit F (�) = G(fx 2 a : F [�℄ � xrg) f�ur alle � 2 On.(Zur Erinnerung: xr = fy : (y; x) 2 rg.) Sei D := f� : fx 2 a : F [�℄ � xrg 6= ;g.Dann gilt o�enbar:(1) D ist transitiv,(2) F [D℄ � A,(3) 8�; �2D(� < � ! F (�)rF (�)).Nah (2) und (3) ist F [D℄ 2 V und F jD injektiv, also D 2 V . Mit (1) folgt weiter D 2 On. Aus D 2 OnnDfolgt fx 2 a : F [D℄ � xrg = ;. Nah (3) ist F [D℄ eine r-Kette. Sei p 2 a eine obere Shranke von F [D℄. Dar transitiv ist, gilt dann :9x2a((p; x) 2 r).(ZL) ) (AC): Sei a 2 V . Wir setzen W := ff : Fkt(f) ^ dom(f) � a ^ 8x2dom(f)(f(x) 2 x)g. W ist eineMenge, denn W � Pot(a�[a). Also k�onnen wir (ZL) auf (W;� ) anwenden. O�enbar besitzt jede �-KetteK �W eine obere Shranke in W , n�amlih SK. Es existiert also ein �-maximales Element f0 2 W .Annahme: Es existiert ein x 2 a n f;g mit x 62 dom(f0). Sei y 2 x. Dann ist f := f0 [ f(x; y)g 2 W undf0 � f . Widerspruh. Also a n f;g � dom(f0) und f0 ist eine Auswahlfunktion f�ur a.(AC) ) (WO): Sei a 2 V . Wegen (AC) existiert ein G : V ! V mit 8x2Pot(a)(x 6= ; ! G(x) 2 x). Durhtrans�nite Rekursion de�nieren wir F : On! V mit F (�) = G(a n F [�℄). Sei D := f� : a n F [�℄ 6= ;g.Dann gilt:(1) D transitiv,Beweis: � 2 D ^ � 2 � ) ; 6= a n F [�℄ � a n F [�℄.(2) F [D℄ � a und F jD injektiv,Beweis: � 2 D ) a n F [�℄ 2 Pot(a) n f;g ) F (�) = G(a n F [�℄) 2 a n F [�℄.(3) D 2 On,Beweis: D � On = dom(F ) ^ F [D℄ � a) D � On ^D 2 V ) D 2 On.(4) a � F [D℄.Beweis: D 2 On) D 2 On nD = f� : a n F [�℄ = ;g ) a n F [D℄ = ; ) a � F [D℄.Es ist also F jD eine Bijektion von der Ordinalzahl D auf a. Folglih ist r := f(F (�); F (�)) : �; � 2 D^� < �geine Wohlordnung auf a.(WO) ) (AC): Sei a 2 V . Wegen (WO) existiert eine Wohlordnung r auf [a.Dann ist f : a n f;g ! [a; f(x) := minr(x) eine Auswahlfunktion f�ur a. 432



9 KardinalzahlenAbk�urzungen:F : A ! B :, F : A! B injektiv ^F [A℄ = B,a � b :, 9f( f : a ! b ),a � b :, 9f( f : a! b injektiv).Lemma 9.1F�ur jede Menge a sind die folgenden Aussagen �aquivalent:(i) 9r( r ist Wohlordnung auf a ),(ii) 9�2On(� � a ),(iii) 9�2On9f( f : �! a ^ f [�℄ = a ),(iv) 9g( g : a! On injektiv ).Beweis :(i))(ii): 8.7. (ii))(iii): trivial. (iii))(iv): g(x) := minf� 2 � : f(�) = xg.(iv))(i): r := f(y; x) 2 a� a : g(y) < g(x)g. 4Lemma 9.2a) a � a,b) a � b ^ b �  ) a � ,) a � b ) a � b,d) � ist eine �Aquivalenzrelation auf V .Satz 9.3 (Cantor-Bernstein)a � b ^ b � a ) a � b.Beweis :O.E.d.A.: b � a. Sei f : a! b injektiv. Wir de�nieren:h : ! ! Pot(a); h(0) := a n b; h(n0) := f [h(n)℄, â := S ran(h) = Sn2! h(n):g : a! a; g(x) := ifx 2 â then f(x) else x.Es gilt:(1) 8x2 â(g(x) 2 â)Beweis: x 2 h(n)) g(x) = f(x) 2 h(n0) � â.(2) g[a℄ � bBeweis: x 2 â) g(x) = f(x) 2 b. x 2 a n â) g(x) = x 2 a n h(0) = b.(3) g injektivBeweis durh Falluntersheidung: Ist x 2 â und y 62 â, so g(x) 2 â und g(y) = y 62 â, also g(x) 6= g(y). Die�ubrigen F�alle sind trivial.(4) g[a℄ = bBeweis: Sei y 2 b. Ist y 62 â, so g(y) = y. Sei jetzt y 2 â, d.h. y 2 h(n) f�ur ein n 2 !. Wegen y 2 b mu�n > 0 sein, also n = k0 und y = f(x) mit x 2 h(k) � â; folglih y = g(x). 4Satz 9.4 Pot(a) 6� a.Beweis :Hilfssatz: Es existiert keine surjektive Funktion von a auf Pot(a).Beweis: Sei f : a ! Pot(a). Dann u := fx 2 a : x 62 f(x)g 2 Pot(a). W�are u = f(x) f�ur ein x 2 a, sox 2 f(x) , x 2 u , x 62 f(x).Widerspruh. Also u 2 Pot(a) n f [a℄.Aus 9.3 und a � Pot(a) folgt (Pot(a) � a ) Pot(a) � a).Aufgrund des Hilfssatzes kann also niht Pot(a) � a gelten. 4De�nitionEine Ordinalzahl � hei�t Kardinalzahl, falls :9� < �(� � � ).Kard := Klasse aller Kardinalzahlen.jaj := nminf� 2 On : a � �g falls 9�(a � �)On sonst 33



Bemerkung:Ist jaj 2 On (d.h. 9�(a � �)), so ist jaj eine Kardinalzahl, und man nennt jaj die Kardinalzahl (oderM�ahtigkeit ) von a.Lemma 9.5a) � 2 Kard , :9� < �(� � � ),b) jaj 2 Kard ) jaj = minf� 2 On : a � �g,) jaj 2 Kard ) (a � b , jaj = jbj),d) jaj 2 Kard ) (b � a , jbj � jaj),e) jaj 2 Kard & Fkt(F ) ) jF [a℄j � jaj.Beweis :a) \(" trivial. \)" � < �&� � � ) � � � ) � � �. Widerspruh.b) � < jaj ) jaj 6� � ) a 6� �.) trivial.d) \(" trivial. \)" b)) jbj = minf� : b � �g ) jbj � jaj.e) Sei r eine Wohlordnung auf a. Wir de�nieren: h : F [a℄! a; h(y) := minrfx 2 a : F (x) = yg.O�enbar ist h injektiv und somit F [a℄ � a, also nah d) jF [a℄j � jaj. 4Lemma 9.6Ist � 2 Kard und �+ = minf� 2 Kard : � < �g, so gilt f�ur alle � 2 On:a) j�j < � ) � < �,b) j�j > � ) � � �+,) j�j = � ) � � � < �+.Beweis :a) j�j < � ) :(� � �) ) � < �.b) j�j > � ) � � j�j � �+.) folgt aus j�j � �, sowie b) mit �+ an Stelle von �. 4De�nitiona hei�t endlih :, jaj < ! (d.h. 9k2!(a � k))a hei�t D-endlih :, :9f( f : a! a injektiv und f [a℄ 6= a ).Bemerkung: Ist a unendlih, so gilt niht notwendigerweise ! � jaj, denn jaj mu� keine Ordinalzahl sein.Lemma 9.7a) b � a & a endlih ) b endlihb) a � ! ) ( a endlih , 9x2!(a � x))) ! ist die kleinste unendlihe Kardinalzahl.d) a D-unendlih , ! � ae) a endlih ) a D-endlihf) ! � Kardg) (AC) ) (a D-endlih , a endlih )Beweis :a) folgt aus 9.5 d).b)\)" Induktion nah jaj. \(" folgt aus a).)Annahme: ! endlih. Nah b) gilt dann ! � k f�ur ein k 2 !; also k 2 k 2 !. Widerspruh.! ist also unendlih, und folglih gilt :9�2!(� � !), d.h. ! 2 Kard.d) \)" Sei f : a ! a injektiv mit f [a℄ 6= a. Wir w�ahlen ein x0 2 a n f [a℄ und de�nieren g : ! ! a; g(0) :=x0; g(n0) := f(g(n)). Durh vollst�andige Induktion zeigt man nun 8n2!8i2n(g(n) 6= g(i)), d.h. g injektiv.\(" Sei g : ! ! a injektiv. Dann ist f := f(g(i); g(i0)) : i 2 !g [ f(x; x) : x 2 a n g[!℄g eine injektiveFunktion von a in a mit g(0) 62 f [a℄, also a D-unendlih.e) Ist a D-unendlih, so gilt nah d) ! � a, woraus mit ) und a) folgt, da� a unendlih ist.f) Sei n 2 !; m � n und f : n ! m injektiv. Zu zeigen: m = n. Nah e) ist n D-endlih. Wegenf [n℄ � m � n gilt deshalb n = f [n℄ � m und somit m = n.g) \)" Wir zeigen: \a unendlih ) a D-unendlih".Sei h eine Auswahlfunktion f�ur Pot(a) mit ; 2 dom(h). Durh Rekursion �uber ! de�nieren wir g : !! V;34



g(n) := h(a n g[n℄). Nah 9.5e gilt 8n2!(g[n℄ endlih). Da a nah Annahme unendlih ist, folgt nun durhvollst�andige Induktion 8n2!(a n g[n℄ 6= ;). Folglih ist g eine injektive Funktion von ! in a, und nah d)ist a D-unendlih. 4Lemma 9.8! � � 2 Kard ) � 2 Lim.Beweis :Sei ! � � + 1. De�nition: f : � + 1! �; f(x) := ( 0 falls x = �x0 falls x 2 !x sonst.O�enbar ist f injektiv, und somit � + 1 keine Kardinalzahl. 4De�nition �+ := f� 2 On : � � �gSatz 9.9 �+ = minf� 2 Kard : � < �g.Beweis :SeiW := f(b; r) : b � �^r ist Wohlordnung auf bg. O�enbarW � Pot(�)�Pot(���) und deshalbW 2 V .De�nition: ot :W ! On; ot((b; r)) := der Ordnungstyp von (b; r) (siehe Satz 8.7).Dann gilt o�enbar �+ = fot(x) : x 2 Wg und daher �+ 2 V . Da �+ � On transitiv ist, folgt �+ 2 On.Weiter gilt �+ 6� � und 8�2�+(� � �), also 8�2�+(�+ 6� �), d.h. �+ 2 Kard. Wegen � � � gilt � < �+.Ist � < � 2 Kard, so 8���(� 6� �) und deshalb 8�<�+(� < �), d.h. �+ � �. 4De�nitionNah 9.9 ist Kard n ! unbeshr�ankt in On, also keine Menge.� 7! �� (� 2 On) sei die Ordnungsfunktion der Klasse Kard n !.(Insbesondere gilt also �0 = !.)Lemma 9.10Die Klasse Kard ist abgeshlossen, d.h. es gilt 8u(u � Kard ) sup(u) 2 Kard).Beweis :Sei  := sup(u) und f :  ! � injektiv. Dann 8�2u(� � �). Wegen u � Kard folgt daraus 8�2u(� � �)und weiter  = sup(u) � �. 4Addition und Multiplikation von KardinalzahlenDe�nition einer Relation <� auf On�On(�0; �0) <� (�1; �1) :, �0 [ �0 < �1 [ �1 _ (�0 [ �0 = a1 [ �1 ^ [�0 < �1 _ (�0 = �1 ^ �0 < �1)℄)Lemma 9.11<� ist eine Wohlordnung auf On�On.Beweis : klar.De�nition� : On�On! On sei der eindeutig bestimmte Isomorphismus von (On�On;<�) auf (On;<).Anders gesagt, � ist die Umkehrung der Ordnungsfunktion von (On�On;<�).Satz 9.12 �[�� � ��℄ = �� f�ur alle � 2 On.Beweis durh Induktion nah �:Wie man leiht sieht, gilt f�ur alle �:(1) �[� � �℄ 2 On,(2) �[� � �℄ = S�<� �[� � �℄, falls � 2 Lim,(3) � < � ) �[� � �℄ < �[� � �℄,(4) � � �[� � �℄.Somit haben wir �� � �[�� � ��℄ = S�<�� �[� � �℄, und es bleibt zu zeigen 8�<��(�[� � �℄ < ��).Fall 1: � < �0: Durh Induktion nah n zeigt man 8m;n2!(m�n endlih ). Also ist ��� und somit auh�[� � �℄ endlih. Es folgt �[� � �℄ < �0 � ��.Fall 2: �0 � � < ��: Dann j�j = �� mit � < �. Mit I.V. folgt �� = �[�� � ��℄ � �[� � �℄, also�[� � �℄ < ��. 435



Korollar 0 < jbj � jaj = �� ) ja [ bj = ja� bj = ��.Beweis : �� � a [ b � a� f0; 1g � �� � �� � �� und �� � a� b � �� � ��.De�nitionF�ur �; � 2 Kard sei �+̂� := j(f0g � �) [ (f1g � �)j und �̂�� := j�� �j.Satz 9.13a) �; � 2 Kard n f0g & ! � � [ � ) �+̂� = �̂�� = � [ �,b) �+̂0 = � & �̂�0 = 0,) m;n 2 ! ) m+̂n 2 ! & m+̂(n0) = (m+̂n)0,d) m;n 2 ! ) m�̂n 2 ! & m�̂(n0) = (m�̂n)+̂m.Beweis :a) folgt sofort aus dem obigen Korollar. b) ist trivial.) Induktion nah n. Induktionsshritt: Nah I.V. sowie nah De�nition von +̂ gilt (f0g�m)[ (f1g�n) �m+̂n 2 !. Daraus folgt (f0g �m) [ (f1g � n0) = (f0g �m) [ (f1g � n) [ f(1; n)g � (m+̂n) [ fm+̂ng =(m+̂n)0 2 !.d) Induktion nah n. Induktionsshritt: Nah I.V. sowie nah De�nition von �̂ gilt m � n � m�̂n 2 !.Mit ) folgt daraus m� (n0) = (m� n) [ (m� fng) � (f0g � (m�̂n)) [ (f1g �m) � (m�̂n)+̂m 2 !. 4Satz 9.14 (AC)Fkt(F ) &  � dom(F ) ) jSx2 F (x)j � jĵ� supfjF (x)j : x 2 g.KorollarFkt(F ) &  � dom(F ) & jj � �� & 8x2(jF (x)j � ��) ) jSx2 F (x)j � ��.Beweis :O.E.d.A.:  = jj. Sei � := supfjF (x)j : x 2 g. Wegen (AC) gibt es eine Funktion g :  ! V mitg(x) : F (x)! � injektiv, f�ur jedes x 2 .Sei h : SF [℄! � �; h(y) := (�; g(�)(y)), wobei � := minfx 2  : y 2 F (x)g.O�enbar ist h injektiv, und somit gilt SF [℄ � � �. 4Notation: �+ 1 := �0.De�nitionEine Ordinalzahl � hei�t regul�ar, falls gilt� 2 Lim ^ 8f( Fkt(f) ^ dom(f) 2 � ^ ran(f) � � ) sup(ran(f)) 2 �).Bemerkungen(1) Eine Limeszahl � ist genau dann regul�ar, wenn gilt 8u � �( juj < � ) sup(u) < � ).(2) � regul�ar ) � 2 Kard.(3) ! ist regul�ar.Beweis:(1) \)": Gelte u � � &  := juj < �, und sei f :  ! u bijektiv. Dann ist sup(u) = sup(ran(f)) < �.\(": Sei  := dom(f) 2 � und u := ran(f) � �.Dann gilt juj � jj < � und folglih sup(ran(f)) = sup(u) < �.(2) Sei � regul�ar und � 62 Kard. Dann j�j < � 2 Lim und folglih nah (1) � = sup(�) < �. Widerspruh.(3) folgt aus 9.7b und (1).Satz 9.15 (AC)��+1 ist regul�ar.Beweis :Sei  < ��+1 und f :  ! ��+1. Dann gilt jj � �� & 8x 2 (jf(x)j � ��), woraus mit 9.14 folgtj sup(ran(f))j = jSx2 f(x)j � ��, also sup(ran(f)) < ��+1. 4Satz 9.16jj 2 Kard & Æ 2 On & Fkt(f) & Fkt(h) & 8x2(h(x) : f(x)! Æ injektiv) ) jSx2 f(x)j � jĵ�jÆj.Beweis :O.E.d.A.  2 On. De�nition: H : Sx2 f(x)! � Æ; H(y) := (�; h(�)(y)) mit � := minfx 2  : y 2 f(x)g.O�enbar ist H injektiv, woraus die Behauptung folgt. 436



Korollarjaj � �� ) ja<!j � ��, wobei a<! := fs : Fkt(s) ^ dom(s) 2 ! ^ ran(s) � ag.Beweis :O.E.d.A.: 0 2 a � ��. Sei f : ! ! V; f(n) := an := fs 2 a<! : dom(s) = ng, undh : ! ! V; h(0) := f(0; 0)g; h(n+ 1) := an+1 ! ��; s 7! �(h(n)(sjn); s(n)).Mit 9.16 folgt nun ja<!j = jSx2! f(x)j � !�̂�� = ��. 4
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