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Aufgabe 1 (Gewichtung 15%)

Für einen K-Vektorraum V und S ⊆ V definieren wir

lin(S) :=
{ n∑

k=1

λkvk
∣∣ vk ∈ S, λk ∈ K,n ∈ N

}
.

Seien nun S, T ⊆ V . Beweisen Sie die folgenden Aussagen, oder widerlegen Sie sie durch ein Gegenbeispiel.

(i) lin(S) = lin(T )⇒ S = T

(ii) S ⊆ T ⇒ lin(S) ⊆ lin(T )

Aufgabe 2 (Gewichtung 25%)

Sei V ein K-Vektorraum und φ : V → V eine lineare Abbildung mit φ ◦ φ = φ.

(i) Beweisen Sie die Gleichung φ(V ) = {v ∈ V | φ(v) = v}.

(ii) Zeigen Sie, dass v − φ(v) ∈ ker(φ) für alle v ∈ V gilt.

(iii) Weisen Sie nach, dass V = ker(φ)⊕ φ(V ) gilt.

(iv) Zeigen Sie, dass φ genau dann injektiv ist, wenn φ = idV gilt.

Aufgabe 3 (Gewichtung 30%)

Sei I = [a, b] 6= ∅,

Pn :=
{
p : I → R :

(
∀x ∈ I : p(x) :=

n∑
k=0

akx
k, a0, ..., an ∈ R

)}
sowie φn : Rn+1 → Pn der aus dem Zentralübungsblatt bekannte Isomorphismus.

(i) Sei n ∈ N gegeben. Begründen Sie kurz, warum die Abbildung (D ◦ φn) R-linear ist, wobei D
gegeben sei durch

D : Pn → Pn, f 7→ (f ′ : I → R, x 7→ df(x)

dx
)

und bestimmen Sie anschließend ihren Kern ker(D ◦ φn) sowie das Bild (D ◦ φn)(Rn+1).

(ii) Zeigen Sie, dass es eine Matrix A ∈ R(n+1)×(n+1) gibt mit (φ−1n ◦D ◦φn)(v) = Av für alle v ∈ Rn+1

und geben Sie diese an.



Aufgabe 4 (Gewichtung 30%)

Sei K ein Körper mit 1K 6= −1K und V ein K-Vektorraum. Für eine lineare Abbildung φ : V → V mit
φ ◦ φ = idV definieren wir

V + = {v ∈ V | φ(v) = v} und V − = {v ∈ V | φ(v) = −v}.

(i) Zeigen Sie, dass V + und V − Untervektorräume von V sind.

(ii) Weisen Sie nach, dass V = V + + V − und V + ∩ V − = {0V } gilt, d.h. V = V + ⊕ V −.


