MATHEMATISCHES INSTITUT WS 2017/18
DER UNIVERSITAT MUNCHEN

Ubungen zu Mathematik III fiir Physiker

Prof. Dr. P. Pickl
Probeklausur Losungen

Aufgabe 1: Gegeben sei das Vektorfeld u : R? — R? u(z,y) = ( lig > Integrie-
2

ren Sie u Uber den Rand des Kreises mit Radius R

(a) durch explizite Berechnung von fsl( gy ds,

(b) durch Anwendung des Satzes von Stokes!

Losung Wir benutzen Polarkoordinaten ( v ) =r ( Cf)s(@) )
y sin(¢p)

(a) Der Rand des Kreises mit Radius R wird parametrisiert durch

s =r( o)) ve=r( 0 pepen

sin(yp) cos(¢p)
Dann ist
2w 9 . .
—R?sin(p) cos(y) ) ( —Rsin(yp) )
-ds = d .
%31(3)11 ° /o S0( 317 cos?(p R cos(y)

= ([ ot coste) + oo’

Das zweite Integral ist durch partielle Integration

2

2T
5 +/ dp sinQ(ap) cos(yp)
0

1 2 1 1
I:= —/ dy cos(go)§ cos?(p) = sin(ga)§ cos?(ip)
0

0

= /027r dp sin® () cos(ip) = /027r dp(1 — cos?(ip) cos(p) = /027r cos(p)dp — 21.

Wegen fOQW cos(p)dyp = 0 folgt I = 0 und insgesamt ist somit

f{ u-ds=RI+1)=0.
SY(R)



(b) Wir erweitern das Problem auf drei Dimensionen, um die Rotation zu berechnen:

Oy S 0 0
rot(u)= 1| 9, | x| 322 | = 0 = 0
0, 0 r— (—x) 2z

Das Fldchenelement des Kreises ist bekanntlich do = e,rdydr (oder durch Kreuz-
produkt berechnen), damit berechnen wir nach dem Satz von Stokes

0 0
7{ u-ds = / rot(u)do = / 0 |- 0 |rdedr
SL(R) BL(R) BUR) \ 9y 1

* 233
dcp dr re2r=2 dgo dr 2 cos(¢p =5 cos(go) =0.

Begrundung zu (*): Wegen der Stetlgkelt des Integranden und weil {iber eine
beschrinkte Menge integriert wird, diirfen wir die Integrationsreihenfolge nach
dem Satz von Fubini beliebig wihlen.

Aufgabe 2

(a) Ist die Funktion A : C — C, h(z) = i - Im(2)? holomorph? Beweisen Sie Thre
Antwort!

(b) Es sei fi : R? = R, fi(x,y) = 2° — 3zy?. Bestimmen Sie alle Funktionen f; :
R? - R, sodass f: C— C, f(x+1iy) = fi(x,y) +ifs(z,y) holomorph ist!

(c) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich D C C sowie Lage und Art der
Singularititen der Funktion g gegeben durch

Losung

(a) Die Funktion A ist nicht holomorph. Ich fiihre drei Beweismdglichkeiten vor, jede
einzelne ist natirlich ausreichend und korrekt!
Beweis 1: Wir konnen h(z + iy) = hy(z,y) + ihe(x, y) schreiben mit hy(z,y) =0
und hy(x,y) = y*. Die Funktionen h; und hy sind stetig differenzierbar, aber sie
erfiillen nicht die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, da z.B.

Ozhi(7,y) = 0 # 2y = O,hy(z,y).

Somit ist A nach dem Satz aus der Vorlesung nicht holomorph.
Beweis 2: Betrachte fiir reelle ¢ die beiden Limiten, die fiir holomorphes h gleich
R'(i) sein miissten.




. . _ . . 2_ . 2
lim h(i + Zq) h(i) = lim M = lim 24+4

q—0 1q q—0 1q q—0 q

= 2.

Somit existiert A'(¢) nicht und h ist nicht holomorph.

Beweis 3: Fir alle reellen z ist Im(z) = 0, also erfiillt ~ dort die Eigenschaft
h(z) = 0. R ist eine Menge mit einem (sogar unendlich vielen) Haufungspunkt
in C. Wenn h holomorph ist, muss also nach dem Identitétssatz h iiberall gleich
der holomorphen Funktion z +— 0 sein. Das ist aber nicht der Fall, da z.B. h(i) =
1 # 0, also kann A nicht holomorph sein.

Damit f holomorph ist, miissen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen erfiillt sein, also

8yf2(x>y) = axfl(xa y) = 3%2 - 3y27

8$f2(x,y) = _ayfl(xay) = ny

Die erste Differentialgleichung erfordert, dass fa(x,y) = 32%y — 3> + c(x). Dies
erfilllt die zweite Zeile nur dann, wenn J,c(x) = 0, also wenn es konstant ist.
Somit folgt, dass alle Funktionen gegeben sind durch

fo(z,y) =32y —y*+¢c, ceR.
Bemerkung: Die Funktion f ist dann iibrigens einfach f(z) = 2% + ic.

Die Nullstellen des Nenners sind 22 = § = €2 = z; = €'™/* 2y = €"®/4 Somit
ist der maximale Definitionsbereich D = C\ {z1, 22, —2}, in dieser Menge ist ¢
holomorph.
z1 und 2o sind Pole erster Ordnung, da

lim [g(z)] = oo,

24)21/2

aber Lo
lim |(z — 20)g(2)| = lim | = —e772| < 00

z—2z1 zZ=z1 Z— 29

und dhnlich fiir z,.
Bei —2 hat g eine wesentliche Singularitdt. Um das zu zeigen, suchen wir zwei
Folgen, die beide gegen —2 konvergieren, aber so dass g angewendet auf diese

Folgen verschiedene Limiten gibt. Betrachte x,, = —2 + %, dann ist
1
S o) = Jim || = oo
Hingegen fiir vy, = —2 — %
1
i lotan)| =l |2se™] =0

Hierbei wurde die bekannte Eigenschaft der Expontentialfunktion ausgenutzt,
dass sie “schneller” konvergiert als jedes Polynom.



Aufgabe 3: Berechnen Sie folgende Integrale!

(a) |
/ sin(z)
dBa (i) (2 —2i)*(2 = 3)

Dabei bezeichnet 0B, (z) den Rand des Kreises um z mit Radius 7.

(v o
1
/_oo I+

Benutzen Sie fiir dieses Integral den Residuensatz und achten Sie auf genaue
Begriindungen!

Losung

(a) Da|i—3| > 2, ist die Funktion f(z) = % in By(i) holomorph. Die Nullstelle des
Nenners bei 2:¢ hingegen liegt innerhalb des Integrationsbereiches. Die Cauchy-

Integralformel fiir Ableitungen liefert

1!
f’(Zi) = 2_/ %dz’
T Jop, (i) (z — 2i)
also ist das gesuchte Integral

(z — 3) cos(z) — sin(z)

f(2) o o B
/332@ —(z — 22,)2dz = 2mif'(2i) = 2mi 3 . —

o
- ﬁ ((2i — 3) cos(2i) — sin(2i)) .

(b) Wir berechnen das Integral durch Erweiterung auf die komplexe Ebene. Sei g
der Weg von — R bis R entlang der reellen Achse und dann zuriick zu — R {iber den
Halbkreis mit Radius R in der oberen Halbebene (Bild malen bitte, ist einfacher!).
Wir behaupten, dass

/ ‘ dr = lim ‘ dz.
oo 122 R—oo |14 22

Beweis der Behauptung: Es ist zu zeigen, dass im Grenzfall R — oo der Bogen des
Halbkreises keinen Beitrag zum Integral ergibt. Parametrisierung des Halbkreises:

() = Re™, 0 € [0,7], +(¢)=iRe™.

Z’ s
dz S/ dy
‘/71—1—,22 0

Dann ist

R 1
1+R? R

i

. ip
ihte 1 + R%e%¥




Durch “Power-Counting”, also Zahlen der Potenzen im Integranden, sehen wir,
dass fiir grofse R der Betrag wie % skaliert und somit das Integral fiir R — oo
gegen Null geht. Damit bleibt nur der Beitrag auf der reellen Achse tibrig und
die Behauptung ist bewiesen.
Wegen . .

7 7

L+22 (z—i)(z+19)

ist die Funktion f : C\ {—i,i} = C, f(2) = 1 422 holomorph, also im Inneren
des Weges vg meromorph. Also konnen wir den Residuensatz verwenden. g ist
ein geschlossener Weg gegen den Uhrzeigersinn, der den Pol bei 7 einmal umlauft
(und den Pol bei —i gar nicht!). Nach der Formel fiir das Residuum von Blatt 8

folgt

7 1
R N (s ). [P
es(fi) = (2= i) f(2)emi = 52 = 5
Also nach dem Residuensatz:
/_Oo 1 +x2d:€ = 1%1_{1;0 e Z2dz = I%EI;OQWZRGS(f,z) = Ti.

Hinweis: Da vielleicht manchen bekannt ist, dass ; +le die Ableitung des Arcus-
tangens ist, hatte man diese Aufgabe auch ohne den Residuensatz l6sen konnen,
aber wir werden schon auch noch welche finden, bei denen man ihn unbedingt

braucht...

< 1
z/_ 1+I2dm =i -arctan(v)|>, =i (5 — ) = 7.

[e.o]

Aufgabe 4:

(a) Es sei Q = {a,b,c,d,e, f} und eine Teilmenge A C P(f2) der Potenzmenge von

() definiert durch
MeAsae M.

Ist A eine o-Algebra? Beweisen Sie Thre Antwort!

(b) Es sei nun A" C P(Q2) definiert durch

MeA < M C{a,b,c} oder {d,e, f} C M.

Beweisen Sie, dass A’ eine o-Algebra ist!

Losung

(a) A ist keine o-Algebra. Dies scheitert an der Komplementbildung, z.B. ist 2 € A,

aber Q¢ = () ¢ A, da natiirlich a ¢ 0 ist.
Ein anderes Beispiel wire {a} € A, aber {a}° = {b,c,d,e, f} ¢ A.



(b) Wir iiberpriifen die drei definierenden Eigenschaften einer o-Algebra:
i) Da {d,e, f} CQ,ist Q€ A
ii) Sei M € A’. Dann unterscheiden wir zwei Falle:
Erster Fall M C {a,b,c}. Das heift ja, dass d, e, f alle nicht in M enthalten sein
konnen und somit in M€ sein miissen, also {d,e, f} C M und somit M € A'.
Zweiter Fall {d,e, f} C M. Das heift, dass d, e, f alle in M enthalten sind und
somit nicht in M€, also gilt M© C {d,e, f}* = {a,b,c} = M€ A.
iii) Seien M,, € A’ ¥n € N. Nun gibt es wieder eine Fallunterscheidung:
Erster Fall: {d, e, f} C M; fiir mindestens ein j € N. Dann ist auch

{d, €, f} C Mj C UTLGNMTL = UneNMn - ./4,.

Zweiter Fall: {d,e, f} C M; gilt fiir kein einziges j, also muss aber, damit alle
M, € A’ sein kénnen, dann gelten: M,, C {a,b,c} ¥n € N. Somit ist

UTLGNM’H, C {a, b, C} = UneNMn E A/.

Fertig.

Tipp fiir solche Aufgaben in der Klausur: Erstmal Definition hinschreiben!
Bemerkung: Ganz pfiffige Leute haben vielleicht gemerkt, dass die Aussage {d, e, f} C
M logisch dquivalent ist zu M¢ C {d,e, f}* = {a,b,c} und somit die Aufgabe
nur eine Umformulierung von der Aufgabe 1 auf Blatt 9 ist.

Aufgabe 5: Es sei (12, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die Zufallsvariable
X : Q2 — R sei normalverteilt mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

p(x) = Ce ™"

Hier ist A > 0. Berechnen Sie (explizit!) den Wert der Konstanten C' und die Varianz
von X!

Losung Die Konstante C' muss so gewahlt sein, dass die Verteilung normiert ist, das

heift
/p(:v)dx = 1.
R

—\z? ™

dr =4/ —

/Re TN
T A
C=1:/—=14/—.
\/: \/;

Zur Berechnung der Varianz von X bemerken wir zundchst, dass die Wahrscheinlich-
keitsdichte symmetrisch ist: p(x) = p(—=z), somit folgt ohne Rechnen schon, dass

Wir kennen das Gauf-Integral

also folgt

E(X) =E(-X) = -E(X) = E(X)=0.

6



Fiir das Quadrat des Erwartungswertes rechnen wir

E(X?) = /pr(a:)das = C/ ze N da
R R

und mit partieller Integration, da ze " = (e —X*)/ " (Randterme verschwinden)
Al
=C— o / -1 dx = \/7 \/7
Somit ist )
X)=E(X?) = —.
Var(X) = E(X?) = -



