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Aufgabe 1: Betrachten Sie AltR3(n), die alternierenden n-Formen auf R3, für
n = 0, 1, 2, 3.

(a) Begründen Sie mit Hilfe der Determinantenform det(·, ·, ·), dass
AltR3(0) ∼= AltR3(3) ∼= R und AltR3(1) ∼= AltR3(2) ∼= R3.

(b) Sei f : R3 → R differenzierbar. Dann ist

f ′(x) = gradf(x) ∈ AltR3(1) .

Schreiben Sie gradf(x) als 1-Form mit Hilfe der Determinantenform, d.h. in der
Basis

{det(e2, e3, ·), det(e3, e1, ·), det(e1, e2, ·)} .

Lesen Sie grad als Anwendung von d : AltR3(0)→ AltR3(1),

df = gradf .

(c) Sei g : R3 → R3 differenzierbar. Betrachten Sie g als 1-Form und drücken Sie
dies gemäß (b) aus. Wenden Sie d : AltR3(1)→ AltR3(2) auf g an, wobei

d (aij(x) det(ei, ej, ·)) = ∂iaij(x) det(·, ej, ·) + ∂jaij(x) det(ei, ·, ·)

gilt. Geben Sie den zu dg gehörigen Vektor an.

(d) Betrachten Sie g aus (c) diesmal als 2-Form und wenden Sie darauf
d : AltR3(2)→ AltR3(3) an, wobei

d

(
3∑

i=1

ai(x) det(ei, ·, ·)

)
=

3∑
i=1

∂iai(x) det(·, ·, ·)

gilt.
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Aufgabe 2:

(a) Sei f : R → R stetig differenzierbar und es gelte f ′(x) 6= 0 ∀x. Zeigen Sie, dass
f(x) injektiv ist.

(b) Sei nun n ≥ 2 und f : Rn → Rn stetig differenzierbar. Widerlegen Sie folgende
Aussage durch ein geeignetes Gegenbeispiel:

det(f ′(x)) 6= 0 ∀x ∈ Rn ⇒ f ist injektiv.

Aufgabe 3: Sei f : D ⊂ Rn → R, D offen, eine differenzierbare Funktion. Zeigen
Sie den mehrdimensionalen Mittelwertsatz. Das bedeutet, zeigen Sie, dass für je zwei
Punkte x,y ∈ D, deren Verbindungsstrecke xy in D liegt, ein z ∈ xy existiert, sodass
f(x)− f(y) = gradf(z)(x− y).

Aufgabe 4: Eine Funktion f : Rn → R heißt Lipschitz-stetig auf Rn falls ein L ∈ R
existiert, sodass

|f(x)− f(y)| ≤ L‖x− y‖ ∀x,y ∈ Rn.

Gegeben sei nun die Funktion f : R3 → R , f(x1, x2, x3) = sinx1 cosx2 e
−x2

3 . Zeigen
Sie, dass f Lipschitz-stetig ist und dass L ≤

√
2 gewählt werden kann.
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