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Aufgabe 1:

(a) Sei V ein unitärer Vektorraum und B = {v1, . . . ,vn} eine ONB von V . Weiter
bezeichne xi, i = 1, . . . , n die Komponenten eines Vektors x ∈ V bezüglich der
Basis B. Zeigen Sie:

〈x,y〉 =
n∑
i=1

x̄iyi

(b) Betrachten Sie nun den Vektorraum der komplexwertigen, stetigen Funktionen
über dem Intervall [0, 2π], C([0, 2π],C). Zeigen Sie, dass die Vektoren en(x) =
einx, n ∈ N bezüglich des Skalarprodukts

〈f, g〉 =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)g(x)dx

ein Orthonormalsystem bilden, dass also

〈einx, eimx〉 = δnm.

Aufgabe 2: In der Vorlesung wurde das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungs-
verfahren besprochen.

(a) Zeigen Sie, dass die dabei errechneten Vektoren

vk+1 =
1

Nk+1

(
ak+1 −

k∑
i=1

Pvi
(ak+1)

)
tatsächlich orthogonal und normiert sind.

(b) Wendet man das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren auf die Fol-
ge der Monome (1, x, x2, . . . ) in C([−1, 1]) mit dem Skalarprodukt

〈f, g〉 =

∫ 1

−1

f(x) g(x) dx

an, so erhält man die normierten Legendre-Polynome Pn, n ∈ N. Pn ist ein
Polynom n-ten Grades.

(i) Berechnen Sie mit diesem Verfahren P0, P1 und P2 und skizzieren Sie die
Polynome. Was bedeutet die Orthogonalität von P0 und P2 graphisch?



(ii) Bestimmen Sie die Koordinaten von p(x) = 1 + x + x2 bezüglich dieser
Orthonormalbasis.

Aufgabe 3:

Gegeben seien ein Vektorraum V und die Funktion f : R→ R, f(t) = ‖x− tv‖ für
feste x,v ∈ V . Finden Sie ein Minimum von f(t). Was bedeutet dies geometrisch?

Aufgabe 4: Sei Pv der orthogonale Projektor auf den Vektor v ∈ V (vgl. Vorle-
sung). Zeigen Sie:

Pv ◦ Pv = Pv.

Falls Korrektur erwünscht, geben Sie das Blatt bitte in der Übungsgruppe ab, zu
der Sie angemeldet sind.
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