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Die Aufgaben, neben denen “Zur Abgabe” steht, kinnen in Dreier- oder Vierergrup-
pen geldst und mithilfe von UniWorX bis Freitag, 01.02.2019, 14:00 Uhr zur Korrektur
abgegeben werden.

Aufgabe 1: (Zur Abgabe)

(a) Sei D C R. Eine Funktion f: D — R heifst Lipschitz-stetig, falls
AL eRVr,y e D |f(z) — f(y)| < Lz —yl.

Zeigen Sie, dass jede stetig differenzierbare Funktion, deren Ableitung beschrankt ist,
Lipschitz-stetig ist.

(b) Seien z € D, f,g € D"(D,R), d.h. n-mal differenzierbar auf D. Zeigen Sie mittels
vollstandiger Induktion, dass

@) =3 () g

dz™

Aufgabe 2: (Zur Abgabe)

(a) Geben Sie alle lokalen Extrema folgender Funktionen an:
(a) f:R = R,z sin(x)
(b) f:R*%R,xH%
(¢) frR>R z—z"e*mitn N
erechnen sile mithilfe der Regel von opital:
b) Berechnen Sie mithilfe der Regel L’Hopital

(a) Tim 220 =)
x—0 €x

1
(b) lim ztan—

T—00 €T

. log(l+z+2?) —x
(c) alclg(l) 2

(c) Berechnen Sie die ersten fiinf Taylor-Polynome T5 f(z; 1) folgender Funktionen:



(a) f:RT =R,z %

(b) f:Rt 5 R,z — =@

3
Aufgabe 3:

(a) Zeigen Sie, dass C°(D,R) D C*(D,R) D --- D C"(D,R). Begriinden Sie, dass die
Definition C*(R) = (| C" sinnvoll ist.

(b) Seien f,g € C*(D,R). Zeigen Sie, dass f o g e C*(D,R).
Aufgabe 4:

(a) Zeigen Sie, dass T f (z; x¢) fiir exp(z), cos(z) und sin(x) auf ganz R gegen die jewei-
lige Funktion konvergiert.

e fiir x # 0
firz =0

Zeigen Sie mithilfe der vollstandigen Induktion, dass f € C*, also unendlich oft stetig
differenzierbar ist.

(b) Sei f: R — R,z +—

(c) Entwickeln Sie die in Teilaufgabe (b) definierte Funktion f um den Punkt xy = 0
mittels Taylor-Polynomen. Zeigen Sie, dass lim T}, f(x;0) = 0.
n—oo

Bemerkung: Daraus folgt, dass T, f(x;0) zwar auf ganz R konvergiert, allerdings
nicht gegen f.

Aufgabe 5:

(a) Zeigen Sie, dass
z?sin(L) fir 2 #0
0 firz =0

iiberall differenzierbar ist, aber die Ableitungsfunktion unstetig ist.

f:R—>R,$I—>{

(b) Zeigen Sie, dass
221 i 1
fTR=>Razw— e ir 2] <

0 sonst
iiberall unendlich oft differenzierbar ist.
Finden Sie eine Funktion, die von a € R abhingt, auf ganz R unendlich oft stetig
differenzierbar ist sowie den Tréger [—a, a] hat, d.h. nur in diesem Intervall ungleich
0 ist.
Bemerkung: Der Raum der unendlich oft stetig differenzierbaren reelen Funktionen
mit kompakten Triager wird oft mit C3°(R) abgekiirzt.

Aufgabe 6: Seien a,b € R mit a < b und seien f, g : [a,b] — R zwei stetige Funktionen,
die auf (a,b) differenzierbar sind. Zeigen Sie, dass

3y € (a,b) : (f(a) = f(0)g'(v) = (9(a) — g(b)) f'(7)-



