Jago Silberbauer

Ubungsaufgaben zur Klausurvorbereitung - Mathematik 1 fiir
Physiker

Aufgabe 1: Untersuche diese Folgen auf Konvergenz in R und bestimme gegebenenfalls
den Grenzwert:

n € N.

Losung:

Qn:

Die Folge divergiert unbestimmt, da es zu jedem x € R, und jedem y € R_ ein N, € N
und N, € N gibt, sodass ay, > = und ay, <y gelten.

b.
1 1
1< (14 =<1+~
n n

Es gilt die Ungleichung
fiir alle n € N. Weiterhin gilt lim,, ;oo 1 = 1 und lim,, ., 1 + % = 1. Mit dem
Sandwich-Lemma folgt dann lim,, ., {/1 + % =1.

Cp

Die GauB’sche Summenformel lautet >_,_, k = in(n + 1). Damit folgt

"k 11 (1)
Cp = — = —==-n(n =
k:1n2 n22

n+1
mant

N | —

Insgesamt erhalten wir dann lim,,_, ¢, = 1.

2
d,:

Es gilt 1 4 % = % Ahnlich wie bei einer Teleskopsumme reduziert sich dann das Produkt

in d,, zu
n

1 “k+1 n+1
d p— ]_ — p— p— .
n H( +k:) k 2
k=2 k=2

Damit folgt, dass die Folge bestimmt divergiert gegen oc.

En:
Wir wollen zeigen, dass die Folge divergiert. Dafiir finden wir zwei konvergente Teilfolgen
mit unterschiedlichen Grenzwerten. Wéahle die Teilfolgen ey, und es, ;. Dann gelten

eon =1, egpq1=—1
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fiir alle n € N. Somit lim,, ., €2, = 1 und lim,, ,, €3,_1 = —1. Damit ist die Folge
divergent.

Aufgabe 2: Es seien (a,)nen, (bn)neny C R, mit lim, o a, = 0 und (b,),en beschrankt.
Zeige lim,, o a,b, = 0.
Lésung: Da die Folge (b, )nen beschrankt ist, gibt es ein M € R, sodass |b,| < M fiir alle

n € N gilt. Sei € > 0. Wegen lim,,_, a, = 0 existiert ein N € N, sodass |a,| < 57 fiir alle
n > N gilt. Sei nun n > N. Dann folgt

€

nbn: nbnSMn<M
|anby| = |an| - [bnl || i

= €.

Und damit gilt lim,,_, a,b, = 0.

Aufgabe 3: Sei ¢ €]0, 1] und (a,,)neny C R eine Folge mit a; # a und der folgenden
Eigenschaft:
anN\{l} : |an+1 - CLn| S Q|an - an—1|'

Zeige, dass (an)nen eine Cauchy-Folge ist.

Lésung: Durch iteriertes Anwenden der gegebenen Eigenschaft erhalten wir
|any1 — anl < ¢ Jag — aq

fiir alle n € N\ {1}. Sei nun € > 0. Da |¢| < 1, konvergiert Y > |¢|""! (geometrische
Reihe). Das bedeutet, dass die Folge (R;)en, definiert durch R; := > 7 |¢|"~* eine
Nullfolge ist. Damit kénnen wir N € N wéhlen, sodass |R;| < oy fur alle [ > N gilt.

Seien nun k,l > N. Dann folgt mit der Dreicksungleichung und der gegebenen Eigenschaft

k—1 k—1 k—1
ar — a| = Zan—f—l — Gy | < Z|an+1 — ap| < fas — ai Z|q|n—1
n=l n=l n=l
o0
n—1 €
§|a2—a1|Z|q| <lag — @] ——— =e.

n=l| |CL2 a Cl1|

Damit ist (a,)nen eine Cauchy-Folge.
Aufgabe 4: Betrachte die Folge (a,)neny C R rekursiv definiert durch
1

2
ap =0, a1 = gan + 3
Bestimme den Grenzwert.
Losung: Es gilt

Upt1 — Ap = (an - an—l)-



[teriertes Anwenden liefert

2 ”( ) 2\" 1
pt1 — = | =) (a1 —ap)=(=z] -z
+1 3 1~ Qo 3 3

Wir schreiben nun die Folge (a,,)nen als Teleskopsumme
N N n—1 N-1 n
1 2 1 2
w=dnmna=3(5(5) ) -5(56))
Mit der geometrischen Reihe erhalten wir dann
, 1/ /2\"
gmax=3(3(5) ) -1

Aufgabe 5: Untersuche diese Reihen auf Konvergenz:

[e.o]

> (n(n + 1) — In(n)), nl’;_n, 3 (nil) | % ZSinann)'

n=1 n=1 n=1 n=1

Losung: Fiir die erste Reihe betrachten wir zunachst die Partialsummen und verwenden
einen Indexshift, um eine Teleskopsumme zu erzeugen:

> (In(n+1)—In(n)) = > In(n+1)-» In(n) = Zln(nJrl)—Z_ In(n41) = In(N)—1n(0).

Damit folgt limy o0 20 (In(n 4 1) — In(n)) = limy_,o In(N) = co. Die Reihe divergiert
also. Bei der zweiten Reihe machen wir vom Quotientenkriterium Gebrauch:

_ L (nt1) 0 o

-3 n 3

Damit konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium. Bei der dritten Reihe zeigen
wir Divergenz mithilfe des Nullfolgenkriteriums. Es gilt

(nil)n:(1+%)n—>e#0.

Die Reihe divergiert also nach dem Nullfolgenkriterium. Wir zeigen fiir die vierte Reihe
Konvergenz mit dem Wurzelkriterium:

(n+1)* 3
3n+1 ' ﬁ

1

nn

1 1
=——=>0< =<1,
n 2

n




wobei die erste Ungleichung fiir n € N grofl genug gilt. Somit konvergiert die Reihe nach
dem Wurzelkriterium. Die letzte Reihe konvergiert nach dem Majorantenkriterium, denn es
gilt

sin?(n) 1
nA

<
n4 -

und die Reihe iiber - L konvergiert.

Aufgabe 6: Bestlmrne den Grenzwert der Reihe

>

n=1

%=

Hinweis: Zeige zunachst

2n

n=1

iﬁ_ N+2

Losung: Wir fithren zunachst einen Induktionsbeweis, um die im Hinweis gegebene
Identitat zu zeigen.

Induktionsanfang:

Sei N = 1. Dann gilt

i no 1 +2
on o1 -
n=1
Induktionsschritt:
Fiir ein N € N gelte nun
i n N + 2
on
n=1

Dann folgt fiir den Nachfolger N 4 1 mit unserer Induktionsvoraussetzung

Non N+l §~n N+l o N+2 o N+3
2 = N T g g T2 aw =2 v
n=1 n=1

Insgesamt folgt nun fiir die zu untersuchende Reihe

> N +2 N +2
) B TR S . S S PR S )
on N—=oo 2N N—=oo 2N

n=1

Aufgabe 7: Es sei (ay,)nencr beschrankt und x €]0,1[. Zeige, dass > -, a,z™ konvergiert.



Lésung: Da (a,)nen beschrankt ist, gibt es ein M € R, sodass |a,| < M fir alle n € N
gilt. Wir verwenden nun das Majorantenkriterium. Es gilt

|a, 2" = |ag| - |z|* < M|z|",

Die Reihe Y7 | M|x|" konvergiert wegen |z| < 1 (geometrische Reihe). Wir haben also
eine summierbare Majorante gefunden. Damit konvergiert » >° , a,z" nach dem
Majorantenkriterium.

Aufgabe 8: Es bezeichne d(n) die Anzahl der Dezimalstellen einer natiirlichen Zahl n (z.
B. d(15) = 2). Untersuche die Reihe

3

S

— (=1
; d(n)

auf Konvergenz.

Losung: Bei der gegebenen Reihe handelt es sich um eine alternierende Reihe. Nach dem

Leibnizkriterium reicht es daher zu zeigen, dass a,, := #(n), n € N, eine monoton fallende
Nullfolge ist, um zu beweisen, dass die Reihe konvergiert. Dies ist offensichtlich der Fall

(0<a,<nt.

Aufgabe 9: Betrachten Sie die Funktion f: Ry — R,z — f(z) := In(z). Finde eine
Formel fiir die n-te Ableitung von f, n € N, und beweise sie mit einem Induktionsbeweis.

Losung: Unser Ansatz fiir eine Formel ist

(durch rumprobieren!).
Induktionsanfang: Sei n = 1. Dann gilt

fO) = 2= (17 .

rl

Induktionsschritt: Es gelte

(n—1)!

f(x) = (=)™t
fiir ein n € N. Dann folgt fiir den Nachfolger n + 1

f(n+1)(l‘) _ (f(n) (x»’ _ ((_1)n+1 . u) — (_1)"+1 (—=n)- u = (—1)"+2 . :L-Z_J'rl

xn anrl

Aufgabe 10: Zeige, dass die Gleichung

=14z



im Intervall [1, oo[ genau eine Losung hat.

Losung: Wir definieren die Funktion
fR=R, o~ fl2)=2"—2—1.

Die Behauptung folgt, sobald wir gezeigt haben, dass f in [1, 0o[ genau eine Nullstelle hat.
Es gilt f(1) = —1 <0 und f(2) = 13 > 0. mit dem Zwischenwertsatz folgt dann, dass es
ein o €]1, 2] geben muss, sodass f(zg) = 0 gilt. Fiir die Eindeutigkeit nehmen wir nun an
es gebe noch ein 7 €]1, 2], sodass f(z) = 0 gilt. Dann folgt

T —1=a)—x— 1.
Umformen liefert

(7% + 22) (T + 20)(T — 10) = T — 0. (1)
Die Gleichung (1) kann nur gelten, falls ¥ — 2o = 0 oder (7 + x3)(T + x) = 1 gilt.
Letzteres ist jedoch nicht moglich, wegen Z, zg €]1,2[. Dass heiit es muss 7 = x( gelten,
was uns die Eindeutigkeit von zq liefert.

Aufgabe 11: Es sei f: R — R eine stetig differenzierbare Funktion. Auflerdem existiere
ein C' € Ry, sodass |f'(x)] < C fiir alle x € R gilt. Zeige, dass dann f gleichméfig stetig ist.
Hinweis: Verwende den Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

Losung: Die Funktion f ist differenzierbar. Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz fiir alle
x,y € Rein £ € R, sodass

Y
Da die Ableitung durch C' beschrankt ist, folgt
lz—yl

fiir alle z,y € R. Sei € > 0. Wahle § := &. Seien nun z,y € R mit |z — y| < J. Dann folgt
mit (2)

€
[f(@) = fWl=Clz—y| <C- 7 =«
Damit ist f gleichmafig stetig.
Aufgabe 12: Betrachte die Funktion
x, falls x > 0,

sin(x), sonst.

f:R =R, fo(a:)::{

Zeige, dass diese Funktion zweimal stetig differenzierbar ist. Existiert auch die dritte
Ableitung dieser Funktion?

Lésung: Die beiden Funktionen Id(x) und sin(x) sind differenzierbar auf ganz R. f ist
stiickweise durch diese beiden Funktionen definiert. D.h. um die Differenzierbarkeit von f
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zu zeigen, reicht es die Differenzierbarbeit im Punkt x = 0 zu zeigen. Hierfiir beweisen wir
die Gleichheit des rechtsseitigen und linksseitigen Limes vom Differenzenquotienten:

i {0 T
z\0 x—0 2\0 T
o L@ =[O _ o sinG)
z 0 z—0 /0 T

Damit existiert die Ableitung und ist gegeben durch

1, falls z > 0,
cos(z), sonst.

Wir machen nun das gleiche Procedere wie eben, um zu zeigen, dass die Ableitung von f
wieder differenzierbar ist.

lim = lim =0,
N0 z—0 aNO T
"(x) — f'(O 1 — 0
lim f@) = J10) = lim cos(z) — 1 = lim cos(x) — cos(0) = cos'(0) = —sin(0) = 0.
z 0 r—0 z0 x—0 z 0 z—0

Damit existiert auch die zweite Ableitung von f. sie hat die Form

() = {0, falls x > 0,

—sin(z), sonst.

Weitere Ableitungen existieren jedoch nicht, da die Limiten fiir x \, 0 und = * 0 nicht
mehr iibereinstimmen.
Aufgabe 13: Berechne den Wert der folgenden bestimmten Integrale:

/12 qu;, /07r cos®(z) sin(z)dx.

T

Lésung: Wir substituieren im ersten Integral u = In(x). Dann folgt
2 1 In(2) N
/ Mdm = / cos(u)du = [sin(u)]} @ = sin(In(2)).
1 € 0

Fiir das zweite Integral lasst sich sofort eine Stammfunktion angeben:

/0 " cos?(z) sin(z)ds = {— % - cos?’(;n)} T

0
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