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Losungsvorschlag 4. Ubungsblatt Algebraischen Geometrie 1T

Aufgabe 1 Siehe Eisenbud, Commutative Algebra with a view towards Alge-
braic Geometry, Seite 627.

Aufgabe 2 Siche Ubung oder Vorlesung.

Aufgabe 3 Sei
0—F 5L r o
mit welker Garbe F’. Sei U C X offen. Es geniigt in
0— F(U)— F(U) — F"(U) —0

die Exaktheit bei F”(U) zu zeigen, da der Rest bereits frither gezeigt wurde.
Fiir s € 7”(U) betrachte man die Menge

M = {(t,V)|V C U offen, so dass es t € F(V) gibt mit v (t) = s|v }.
Da 1 surjektiv ist, gilt M # 0. Die Menge M ist partiell geordnet durch
(tl,Vl) < (tQ,VQ) R V1 - ‘/2 und t2|\/1 =1t.

Sei nun
(t17‘/1) S (tQ,‘/2) S

eine aufsteigende Kette von Elementen in M. Dann ist V' := U2, V; offen in
X und das zweite Garbenaxiom fiir F impliziert, dass es ein t € F(V) gibt, so
dass t|y, = t; fiir alle 7 gilt. Nach dem Zornschen Lemma gibt es also maximale
Elemente in M. Sei (£, V) ein solches.

Behauptung: V=U

Wir zeigen die Behauptung durch Widerspruch. Angenommen x € U \ V. Sei
Vz C U eine offene Umgebung von z und t, € F(V,), so dass ¢y, (t.) = s|v,.
Da 1 surjektiv ist, existieren V, und t,. Sei nun W := VNV, und u:= telw —
flw. Dann folgt gw(u) = Wy, (ta)lw — G (B)|w = slw — sl = 0. Wegen der
Exaktheit bei F(W) gibt es also ein v € F/'(W) mit pw (v) = u. Da F’ welk ist,
gibt es ¥ € F'(V,) mit 9|y = v. Setzt man nun ¢, := t, — @y, (7), so gilt:

telw = talw — v, (0)|w
= tolw —oew (0w
= tulw — pw(v)
= tulw —u="tlw.

Daher gibt es nach dem zweiten Garbenaxiom fiir F ein Element ¢ € F(V, UV)
mit der Eigenschaft
tly, = ta, t“*/ =1t.



Wegen

=
I
S
=
=
&
Il
o
IS

folgt wvzu\?(f) = s, und somit (£,V, UV) € M. Widerspruch!

Aufgabe 4 Sei U = U}_,U; eine offene Umgebung. Da X quasi-kompakt ist,
geniigt es endliche offene Uberdeckungen zu betrachten.

Zum ersten Garbenaxiom: Seien mit = (s, Fo(U)) und y = (¢, F,(U)) zwei
Elemente in lim F,, (U) gegeben. Es gelte x|y, = y|y, fiir alle i. Zu zeigen: z = y.
Da z|y, = y|u, gibt es fiir jedes i ein 3; > a7, so dass

fa,ﬁiin (S Ui) = f’Yﬁi,Ui (t Ui) in fﬁl(Ul)

gilt. Sei 8 > f; fiir alle ¢ (beachte, dass es nur endlich viele 4 gibt). Dann gilt
also fiir alle 4

fap.u(8)lu, = fapu:(slu:) = fy80.(tlu) = frp0®)|u, in Faw,)-

Nach dem ersten Garbenaxiom fiir Fg ist also fo g,0(s) = fy,5,0(t), und daher
r=y.

Zum zweiten Garbenaxiom: Seien z; = (s;, Fo, (U;)) € lim F, (U;) gegeben mit
zilu,; = zjlu,;, wobei Uy; := U; N Uj. Dann gilt also

<Si|U1:j7]:0ti(U’i')> = xi|Uij = zj‘Uij = <Sj|Uij"F04j (UZ])>

Daher gibt es ein § mit 5 > «; fiir alle ¢ (hier geht wieder die Endlichkeit ein),
so dass fo, v, (8ilu.;) = fa;,8.0.,;(85]u,,)- Also auch

fahﬁ’Ui(si) Uiy — fa]wﬁ’Ui(s.j) Ujj-

Nach dem zweiten Garbenaxiom fiir Fg gibt es also s € F3(U), so dass s|y, =
faipu;(si) in Fg(U) fir alle ¢ gilt. Damit gilt schliefilich

{8, Fs(UDv: = (slv, Fs(Ui)) = (fau p,0:(50), Fp(Ui)) = (85 Fai (Ui)) = i



