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Lösungsvorschlag 4. Übungsblatt Algebraischen Geometrie II

Aufgabe 1 Siehe Eisenbud, Commutative Algebra with a view towards Alge-
braic Geometry, Seite 627.

Aufgabe 2 Siehe Übung oder Vorlesung.

Aufgabe 3 Sei

0 −→ F ′ φ−→ F ψ−→ F ′′ −→ 0

mit welker Garbe F ′. Sei U ⊆ X offen. Es genügt in

0 −→ F ′(U) −→ F(U) −→ F ′′(U) −→ 0

die Exaktheit bei F ′′(U) zu zeigen, da der Rest bereits früher gezeigt wurde.
Für s ∈ F ′′(U) betrachte man die Menge

M := {(t, V )|V ⊆ U offen, so dass es t ∈ F(V ) gibt mit ψV (t) = s|V }.

Da ψ surjektiv ist, gilt M 6= ∅. Die Menge M ist partiell geordnet durch

(t1, V1) ≤ (t2, V2) :⇐⇒ V1 ⊆ V2 und t2|V1
= t1.

Sei nun
(t1, V1) ≤ (t2, V2) ≤ . . .

eine aufsteigende Kette von Elementen in M. Dann ist V := ∪∞i=1Vi offen in
X und das zweite Garbenaxiom für F impliziert, dass es ein t ∈ F(V ) gibt, so
dass t|Vi

= ti für alle i gilt. Nach dem Zornschen Lemma gibt es also maximale
Elemente in M. Sei (t̃, Ṽ ) ein solches.
Behauptung: Ṽ = U
Wir zeigen die Behauptung durch Widerspruch. Angenommen x ∈ U \ Ṽ . Sei
Vx ⊆ U eine offene Umgebung von x und tx ∈ F(Vx), so dass ψVx

(tx) = s|Vx
.

Da ψ surjektiv ist, existieren Vx und tx. Sei nun W := Ṽ ∩ Vx und u := tx|W −
t̃|W . Dann folgt ψW (u) = ψVx

(tx)|W − ψṼ (t̃)|W = s|W − s|W = 0. Wegen der
Exaktheit bei F(W ) gibt es also ein v ∈ F ′(W ) mit ϕW (v) = u. Da F ′ welk ist,
gibt es ṽ ∈ F ′(Vx) mit ṽ|W = v. Setzt man nun t̃x := tx − ϕVx(ṽ), so gilt:

t̃x|W = tx|W − ϕVx
(ṽ)|W

= tx|W − ϕW (ṽ|W )

= tx|W − ϕW (v)

= tx|W − u = t̃|W .

Daher gibt es nach dem zweiten Garbenaxiom für F ein Element t̂ ∈ F(Vx ∪ Ṽ )
mit der Eigenschaft

t̂|Vx
= tx, t̂|Ṽ = t̃.



Wegen

ψVx∪Ṽ (t̂)|Vx = ψVx(tx) = s|Vx ,

ψVx∪Ṽ (t̂)|Ṽ = ψṼ (t̃) = s|Ṽ

folgt ψVx∪Ṽ (t̂) = s, und somit (t̂, Vx ∪ Ṽ ) ∈M. Widerspruch!

Aufgabe 4 Sei U = ∪ni=1Ui eine offene Umgebung. Da X quasi-kompakt ist,
genügt es endliche offene Überdeckungen zu betrachten.
Zum ersten Garbenaxiom: Seien mit x = 〈s,Fα(U)〉 und y = 〈t,Fγ(U)〉 zwei
Elemente in limFα(U) gegeben. Es gelte x|Ui = y|Ui für alle i. Zu zeigen: x = y.
Da x|Ui = y|Ui gibt es für jedes i ein βi ≥ α, γ, so dass

fα,βi,Ui(s|Ui) = fγ,βi,Ui(t|Ui) in Fβi(Ui)

gilt. Sei β ≥ βi für alle i (beachte, dass es nur endlich viele i gibt). Dann gilt
also für alle i

fα,β,U (s)|Ui
= fα,β,Ui

(s|Ui
) = fγ,β,Ui

(t|Ui
) = fγ,β,U (t)|Ui

in Fβ(Ui).

Nach dem ersten Garbenaxiom für Fβ ist also fα,β,U (s) = fγ,β,U (t), und daher
x = y.
Zum zweiten Garbenaxiom: Seien xi = 〈si,Fαi(Ui)〉 ∈ limFα(Ui) gegeben mit
xi|Uij = xj |Uij , wobei Uij := Ui ∩ Uj . Dann gilt also

〈si|Uij ,Fαi(Uij)〉 = xi|Uij = xj |Uij = 〈sj |Uij ,Fαj (Uij)〉.

Daher gibt es ein β mit β ≥ αi für alle i (hier geht wieder die Endlichkeit ein),
so dass fαi,β,Uij (si|Uij ) = fαj ,β,Uij (sj |Uij ). Also auch

fαi,β,Ui
(si)|Uij

= fαj ,β,Ui
(sj)|Uij

.

Nach dem zweiten Garbenaxiom für Fβ gibt es also s ∈ Fβ(U), so dass s|Ui
=

fαi,β,Ui
(si) in Fβ(U) für alle i gilt. Damit gilt schließlich

〈s,Fβ(U)〉|Ui
= 〈s|Ui

,Fβ(Ui)〉 = 〈fαi,β,Ui
(si),Fβ(Ui)〉 = 〈si,Fαi

(Ui)〉 = xi.
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