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Aufgabe 6. *

Diese Stern-Aufgabe ist nicht obligatorisch.
Nur bearbeiten, wenn alle anderen Aufgaben gelGst sind!

Seien o > 0 und 8 > 1 + « reelle Zahlen. Man berechne das Integral

o xa
—dz.
/0 1+ a8 "

Hinweis. Fiir o :== 0 und /3 := 3 wurde diese Aufgabe in den Ubungen behandelt.

Proof. Seien
G :=C\ {te” VAVt > 0},

S:={z|r(1/8+1) —2r < Im(z) <7m(1/B+1)}

und
L:G—= S

die Umkehrfunktion von exp |s.

17. Juli 2010

(Dies ist ein Logarithmus auf der geschlitzten Ebene mit Schlitz in Richtung 2721/ und

L(1) = 0. Der Schlitz ist so gewihlt, damit er den Integrationsweg nicht trifft.)

Es gilt fiir 2 € S, dass L(e*) = z (also insbes. fiir R > 0 und 0 < ¢ < 27/(, dass L(Re™) =

log(R) + it).

Nun betrachte ich den Nenner, also die Funktion G — C mit z — 1 + €43 Sie wird genau
dann Null, wenn e?/¢) = —1 & L(z) = ir(2n + 1)/ < 2z = ™+ D/8 mit n € Z und 2 € S,

also fiir —3/2 < n < /2. Die Menge ihrer Nullstellen werde mit N bezeichnet.
Seien nun f die holomorphe Funktion

eaL(z)

fG\N—)(C, Zf—)m

und fir R > 1

7 :[1/R, R] — C, t—t;

vs :[1/R, R] — C, t s te?™i/P,
72 :[0, 27/ 5] — C, t — Re™;

74 :00,27/B8] = C,  tw (1/R)e™.



Es gilt, hmR_mf f(z)dz =0, weil

aL(Re't) ( B)L(Ret)

(a—pB)(log R+it) ROH’lfﬁ
1Re ‘

Rl= BI=gsem i

- “ = |
fBL (Re't) +1 e —B(log R+it) +1

|1_'_ 5L Rezt

| — 0.

Weiterhin gilt, hmRHoof f(z)dz =0, weil

eL((1/R)e it) " eo(log(1/R)+it) R
|1 RGO i(1/R)e"| = |1 Ao R D (1/R)| = |W(

1/R)| — 0.

Da die einzige Singularitit von f im Inneren der aus 7;, 72, —y3 und —7, zusammengesetzten

Kurve bei ™/# liegt, folgt,
/f dz+/f dz—/f dz—/f )

R saL(t) R aL(te?™'/P)
S P L R
1/r 1+ eft0 1/r 1+ ePLe™/R)
/R porlnt i /R poInt+27i/ ) dt)
1/R 1+ eBnt /R 1+ eB(nt+2mi/B)

/R e g omi)3 /R ta€a27ri/6 dt)
5 ¢ 1+ (P

R o

Es bleibt, das Residuum zu bestimmen. Dazu leite ich den Nenner ab,
(14 &PLOY = HLg) .

Die Ableitung nimmt bei ¢”/# den Wert —Be~"/8 = 0 an. Die Ordnung dieser Nullstelle ist
also 1. Es folgt,

eaL(e™/P) eoin/B GMQTH
Resem/,@f = _Be_m/ﬁ = _Be—iﬂ/ﬁ - B ’
und damit
iwagl ; +1
/OO =2 5 omi T ™ 20 L
M7 = Tomiarl T 3 [ .
o 1+1tP 1— 25 B M 1 BemT e ﬂ Sin(ﬁ&Tﬂ)



