
Prof. Dr. O. Forster Sommersemester 201017. Juli 2010FunktionentheorieKlausurAufgabe 6. *Diese Stern-Aufgabe ist ni
ht obligatoris
h.Nur bearbeiten, wenn alle anderen Aufgaben gelöst sind!Seien α ≥ 0 und β > 1 + α reelle Zahlen. Man bere
hne das Integral
∫

∞

0

xα

1 + xβ
dx.Hinweis. Für α := 0 und β := 3 wurde diese Aufgabe in den Übungen behandelt.Proof. Seien

G := C \ {teπi(1/β+1)|t ≥ 0},

S := {z|π(1/β + 1)− 2π < Im(z) < π(1/β + 1)}und
L : G → Sdie Umkehrfunktion von exp |S.(Dies ist ein Logarithmus auf der ges
hlitzten Ebene mit S
hlitz in Ri
htung e2πi

1

2
(1/β+1) und

L(1) = 0. Der S
hlitz ist so gewählt, damit er den Integrationsweg ni
ht tri�t.)Es gilt für z ∈ S, dass L(ez) = z (also insbes. für R > 0 und 0 ≤ t ≤ 2π/β, dass L(Reit) =
log(R) + it).Nun betra
hte i
h den Nenner, also die Funktion G → C mit z 7→ 1 + eβL(z). Sie wird genaudann Null, wenn eβL(z) = −1 ⇔ L(z) = iπ(2n + 1)/β ⇔ z = eiπ(2n+1)/β mit n ∈ Z und z ∈ S,also für −β/2 < n < β/2. Die Menge ihrer Nullstellen werde mit N bezei
hnet.Seien nun f die holomorphe Funktion

f : G \N → C, z 7→
eαL(z)

1 + eβL(z)und für R > 1

γ1 :[1/R,R] → C, t 7→ t;

γ3 :[1/R,R] → C, t 7→ te2πi/β ;

γ2 :[0, 2π/β] → C, t 7→ Reit;

γ4 :[0, 2π/β] → C, t 7→ (1/R)eit.



Es gilt, limR→∞

∫

γ2
f(z)dz = 0, weil

|
eαL(Reit)

1 + eβL(Reit)
iReit| = |

e(α−β)L(Reit)

e−βL(Reit) + 1
R| = |

e(α−β)(logR+it)

e−β(logR+it) + 1
R| = |

Rα+1−β

R−βe−βit + 1
| → 0.Weiterhin gilt, limR→∞

∫

γ4
f(z)dz = 0, weil

|
eαL((1/R)eit)

1 + eβL((1/R)eit)
i(1/R)eit| = |

eα(log(1/R)+it)

1 + eβ(log(1/R)+it)
(1/R)| = |

R−α

1 +R−βeβit
(1/R)| → 0.Da die einzige Singularität von f im Inneren der aus γ1, γ2, −γ3 und −γ4 zusammengesetztenKurve bei eiπ/β liegt, folgt,

2πiReseiπ/βf = lim
R→∞

(
∫

γ1

f(z)dz +

∫

γ2

f(z)dz −

∫

γ3

f(z)dz −

∫

γ4

f(z)dz

)

= lim
R→∞

(
∫

γ1

f(z)dz −

∫

γ3

f(z)dz

)

= lim
R→∞

(

∫ R

1/R

eαL(t)

1 + eβL(t)
dt−

∫ R

1/R

eαL(te
2πi/β )

1 + eβL(te2πi/β )
e2πi/βdt

)

= lim
R→∞

(
∫ R

1/R

eα ln t

1 + eβ ln t
dt− e2πi/β

∫ R

1/R

eα(ln t+2πi/β)

1 + eβ(ln t+2πi/β)
dt

)

= lim
R→∞

(
∫ R

1/R

tα

1 + tβ
dt− e2πi/β

∫ R

1/R

tαeα2πi/β

1 + tβ
dt

)

=(1− e2πi
α+1

β ) lim
R→∞

∫ R

1/R

tα

1 + tβ
dt.Es bleibt, das Residuum zu bestimmen. Dazu leite i
h den Nenner ab,

(1 + eβL(z))′ = eβL(z)β/z.Die Ableitung nimmt bei eiπ/β den Wert −βe−iπ/β 6= 0 an. Die Ordnung dieser Nullstelle istalso 1. Es folgt,
Reseiπ/βf =

eαL(e
iπ/β )

−βe−iπ/β
=

eαiπ/β

−βe−iπ/β
= −

eiπ
α+1

β

β
,und damit

∫

∞

0

tα

1 + tβ
dt =2πi

−e
iπ α+1

β

β

1− e2πi
α+1

β

=
2πi

β

eiπ
α+1

β

e2πi
α+1

β − 1
=

π

β

2i

eπi
α+1

β − e−πiα+1

β

=
π

β

1

sin(π α+1
β

)
.


