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Losungen zu den Tutoriumsaufgaben

T1. Gegeben sei eine beliebige Menge X. Zeigen Sie, dass die Funktion

0 fiir x =y,

d: X xX —{0,1}, d(z,y):=
{0.1} (z,9) {1 fiir x #£ v,

eine Metrik auf X definiert (d wird als die diskrete Metrik auf X bezeichnet).

Lésung d ist eine Abbildung von X x X nach R. (per Definition) v
Zu zeigen sind die Eigenschaften (M1) bis (M4) aus Definition 1.5.
Sei x,y,z € X. Es gilt:
d(z,y) € {0,1} (per Definition) = (M1) v/
d(z,y) = 0 genau dann, wenn = =y (per Definition) = (M2) v
d.h., d ist positiv definit.
d ist symmetrisch, da (r =y) & (y=x) und (v #y) & (y #z). = (M3) vV

Fallunterscheidung fiir (M4):
zu zeigen: d(x,y) < d(x,z) + d(z,y)

Fall 1: z = y. = d(x,y) =0,

wobei die rechte Seite aufgrund von (M1) nicht negativ sein kann. v/
Fall 2: z #y. = d(z,y) =1

Es bleibt zu zeigen, dass dann die rechte Seite grober als Null ist.

Fir z = x ist z # y und somit d(z, z) + d(z,y) = 1.

Fiir z = y ist 2z # x und somit d(z,2) + d(z,y) = 1.

Ist z # y und z # x, so ist d(z,2) + d(z,y) = 2.

Die rechte Seite ist also grofer O fiir x # y und die Ungleichung gilt. v

d definiert somit eine Metrik auf X.



T2. Betrachten Sie die Menge R := R U {oo} U {00} sowie die Funktion

-1 fiir x = —o0,
f:R—R, f(z):= T firz ek,
1 fiir x = oo.

Zeigen Sie, dass durch
d: RxR—Ry, dx,y):=|f(z) - f(y)l

eine Metrik auf R definiert wird.

Lésung Die Definitions- und Wertebereiche stimmen. Analog zu T1 zeigen wir (M1) bis (M4).

(M1) v (per Definition des Betrags in R)

(M2) Ist x = y, so ist d(x,y) = |f(x) — f(x)] = 0. Ist umgekehrt d(z,y) = 0, so folgt
zunéchst f(z) = f(y). Um zu schliefen, dass x = y, bleigt zu zeigen, dass [ injektiv
ist. Dazu geniigt es zu zeigen, dass f streng monoton steigend ist
(aus z < y = f(z) < f(y) folgt x # y = f(z) # f(y), und daraus folgt f(z) =
fly) =z =y).

Betrachte f zundchst auf dem Intervall | — oo, 0[. Dort gilt f(z) = $%. Also ist f
dort differenzierbar mit f'(x) = ﬁ > 0, d.h., f ist dort streng monoton steigend.
Auf dem Intervall |0, 00] gilt f(z) = . Also ist f auch dort differenzierbar mit

fl(x) = ﬁ > 0, d.h., f ist auch dort streng monoton steigend.

Schliefslich gilt fiir x €] — oo, 0]
T
_ — _1 _ —
f(mo0) = ~1 < =2 < 0= f(0)
und fiir x €]0, 00|
F(0) =0 < —— < 1= f(s0),

so dass f auch insgesamt streng monoton steigend ist.
Es folgt Injektivitdt und damit (M2) v

(M3) d ist symmetrisch, da aufgrund der Eigenschaften des Betrags gilt:
d(z,y) = [f(z) = F)| = [(=D)(f(z) = FW)| = [f(y) = f(@)| = d(y, 2).

(M4) Die Dreiecksungleichung fiir d lisst sich auf die Dreiecksungleichung fiir relle Zahlen
zuriickfithren:

d(a,y) = [f(x) = fW)| = |f(z) = f(2) + f(2) = F(y)| <
< |[f@) = FEI+1F(2) = f(y)| = d(z, 2) + d(z,y)

d ist folglich eine Metrik.



T3. Betrachte die Folgen (@, )nen, (bn)nen, (Cn)nen, in R? und bestimmen Sie den Grenzwert,
sofern er existiert:

Lésung Verwende Satz 1.10: Eine Folge (z,,)nen in R¥ konvergiert genau dann gegen ein x € R,

wenn jede der k Komponentenfolgen (x,;)neny in R gegen die i-te Komponente von x
konvergiert, wobei ¢ = 1, ..., k. Wir betrachten also 6 verschiedene Komponentenfolgen

mit:
1 <7rn> b (wn) <7r )
Ay = — COS | — =cos | — Cp1 = Cos | —
nl n 2 ) nl 4 ) nl 4n )
Qpy = —sin ( — ), o = sin ( — ), Cpp =sin | —|.
> 2 2 4 ! 4n

(@n1)nen und (ane)nen konvergieren fiir n — oo gegen 0, da % eine Nullfolge ist und cos(x)
bzw. sin(x) beschrinkt (< 1) sind. Also konvergiert (a,)nen fiir n — oo gegen (0,0) € R2.

(bn1)nen und (bp2)nen sind periodisch und konvergieren nicht, sondern haben fiinf Héu-
fungspunkte bei £1, j:\/i5 und 0. (b, )nen divergiert also in R2,

(€n1)nen und (cn2)nen konvergieren fiir n — oo gegen 1 bzw. 0, da das jeweilge Argument

1 eine Nullfolge ist und weil sin(-) und cos(-) stetige Funktionen sind. Also konvergiert

(Cn)nen filr n — oo gegen (1,0) € R2,
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Abbildung 1: Die ersten 100 Schritte der 3 Folgen in R?




