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Aufgabe 1

Seien X,Y metrische Rdume.

(a) Sei (fn)nen eine Folge stetiger Funktionen f, : X — Y, die gleichméfig gegen eine
Funktion f: X — Y konvergiert. Zeigen Sie: f ist stetig.

(b) Gilt dieser Schluss auch, wenn f, punktweise gegen f konvergiert? Finden Sie einen
Beweis oder ein Gegenbeispiel.

Aufgabe 2

Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge

n

9 1

foi L1 — R, fu(z) =2 A+ 2)F

k=0

nicht gleichméafig konvergent ist. Skizzieren Sie den Graphen des punktweisen Limes und
das Verlassen eines e-Schlauches durch f,,.

Zeigen Sie, dass f, dagegen auf [, 1] fiir ein § > 0 gleichméfig konvergiert.

Anleitung: Uberlegen Sie sich fiir die Skizze den punktweisen Limes von f, fiir die Fille
x = 0 und = # 0 getrennt. Verwenden Sie im Fall x # 0 die Formel fiir die geometrische
Reihe und betrachten Sie den Limes n — oo. Um nun zu zeigen, dass f, nicht gleichméfig
konvergiert, betrachten Sie fiir die Folge x, = \/LE den Ausdruck |f,(z,) — f(z,)|, wobei
f den punktweisen Limes von f, bezeichnet. Zeigen Sie, dass dieser Ausdruck fiir grofse
n nicht beliebig klein wird (die Folgendarstellung der Eulerschen Zahl wird Thnen dabei
behilflich sein).



Aufgabe 3

Zeigen Sie mit Hilfe des Zwischenwertsatzes, dass es unter der Annahme einer stetigen
Temperaturverteilung auf der Erde immer zwei genau gegeniiberligende Punkte gibt, an
denen die Temperatur genau gleich ist. Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass die 2-
Sphére:

S? = {(z,y,2) ER}2* + 9 + 2> =R, R>0}

zusammenhangend ist.

Aufgabe 4

Betrachten Sie den Vektorraum C([0,1]) der stetigen reellwertigen Funktionen auf [0, 1],
mit der p-Norm, p € NU {oc0}

1 .
Hpr=< / |f(3:)|”dx> wobei  [|fll =

= sup |f(z)] .
z€[0,1]
(a) Zeigen Sie: ||f]l1 < ||f]|e fir alle f € C([0,1]).

(b) Zeigen Sie, dass die Normen || - ||; und || - ||oo nicht dquivalent sind.

(c) Zeigen Sie, dass || - ||; und || - ||2 nicht dquivalent sind.
Anleitung: Bei Aufgabenteil (b) bietet es sich an (motiviert durch (a)), eine Folge von
Funktionen (f,,)nen zu konstruieren, sodass || f,,||s konstant fiir alle n € N ist, aber ||f,|[1

beliebig klein fiir grofe n wird. Konstruieren Sie fiir Aufgabenteil (c) eine Folge (f,)nen,
sodass ||f,||1 konstant ist und ||f,||2 fiir » — 0o gegen Unendlich geht.
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