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Aufgabe 1

Betrachten Sie den metrischen Raum (R, d), wobei d die diskrete Metrik bezeichnet (siche
Blatt 1). Zeigen sie, dass in diesem Falle [0, 1] zwar abgeschlossen und beschrénkt, aber
nicht kompakt ist.

Aufgabe 2

Sei X = [0, 00), ausgestattet mit der durch die Einschrankung der Standardmetrik von R
erzeugten Spurmetrik dx (siehe Blatt 1). Sei U := (0, 1] C X.

(a) Zeigen Sie, dass U nicht kompakt ist. Finden Sie dazu eine offene Uberdeckung von
U, von der Sie zeigen konnen, dass sie keine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

(b) Finden Sie ein y € X, sodass Sie fiir jedes ¢ > 0 nach Hinzunahme der offenen Menge
B.(y) zur obigen Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung von U’ := U U B.(y)
angeben kénnen.

Bemerkung: Da damit nur fiir eine offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung
gefunden wurde, ist natiirlich noch nicht gezeigt, dass U’ tatsichlich kompakt ist. Wie
kénnte man am geschicktesten zeigen, dass dies tatsdchlich der Fall ist?

Aufgabe 3

Sei f: R — R gegeben durch f(z) = e 7.

(a) Zeigen Sie, dass durch d(z,y) = |e™® — eY| eine Metrik auf R gegeben ist.
(b) Zeigen Sie, dass (R, d) nicht vollsténdig ist.
Hinweis: Betrachten Sie die Folge (zx)ren gegeben durch xy = k.

(c) Sei oo ein beliebiges Element, das nicht in R enthalten ist. Setzen Sie d so auf R :=
R U {oo} zu einer Metrik d fort, dass die Folge aus (b) zu einer konvergenten Folge
wird.



Aufgabe 4

Sei f : R — R eine streng monoton wachsende, stetige Funktion. Betrachten Sie die
Abbildung d : R x R — RT U {0} , (z,y) — |f(z) — f(v)|.

(a) Zeigen Sie, dass durch d eine Metrik auf R gegeben ist.

(b) Zeigen Sie nun allgemein, was Sie fiir einen speziellen Fall in Aufgabe 3 gezeigt haben:

f beschrinkt = (R, d) ist nicht vollstandig.

(c) Beweisen Sie nun, dass dagegen folgendes gilt:

f nach oben und unten unbeschrinkt = (R, d) ist vollsténdig.

Bemerkung: Fithren Sie die Vollstandigkeit von (R, d) auf die Vollsténdigkeit von R
beziiglich der Standardmetrik zuriick. Verwenden Sie an geeigneter Stelle die Surjek-
tivitdt von f, die sich aus der Unbeschranktheit und Stetigkeit ergibt.
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